Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogXt  "watermark"  you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  and  hclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  rcach  ncw  audicnccs.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


IJber  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches,  das  seit  Generationen  in  den  Realen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Welt  online  verfugbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 
Das  Buch  hat  das  Uiheberrecht  überdauert  und  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  ist,  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheit  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar,  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren,  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Originalband  enthalten  sind,  finden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Nu  tzungsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  Partnerschaft  lieber  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.     Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.     Nie htsdesto trotz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  veihindem.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 
Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  Tür  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sie  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sie  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zeichenerkennung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist,  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  fürdieseZwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google-MarkenelementenDas  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sie  in  jeder  Datei  finden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuche  zu  finden.  Bitte  entfernen  Sie  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  ist,  auch  für  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.  Eine  Urheberrechtsverletzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.  Google 
Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unterstützt  Autoren  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppcn  zu  erreichen. 
Den  gesamten  Buchtext  können  Sie  im  Internet  unter|http:  //books  .  google  .coiril  durchsuchen. 


irchir 


der 


Mathematik  und  Physik 

mit  besonderer  Rücksicht 

*  • 

auf  die  Bedärftiisse  der  Lehrer  an  höheren 

Unterrichtsanstalten* 


Herausgegeben 


Yon 


|f  Johann  Augutt  Grunertf 

Professor  £i  fireifsiild. 


Funfandzwanzigster  Theil.     Viertes  Heft. 


Mit  zwei  lithographirten  Tafeln. 


.    Qreiflhnrald. 

C.  A.  Koch's  Verlagsbncbbandiang» 
Th.   Kanike. 


1855. 

i.l4— 80.   L.B.C. 


Inhaltsverzeichniss  des  fiinfundzwanzigsteii  Theils. 


Arithmetik. 

Nr.  der 
ibhandlong.  Heft.    Seite. 

I.  Grondzöge  einer  neuen  Methode  der  höheren 
Analysis.  Von  Herrn  Doctor  W.  Schell,  Privat- 
docenten  an  der  Universität  au  Marburg.     •     I.  1 

IH.  Ein  kleiner  Nachtrag  zur  Lehre  von  den  kubi- 
schen Gleichungen.  Von  Herrn  Oberscholrath 
Dr.  J.  H.  T.  Müller  zu  Wiesbaden   ...     I.  73 

IV.  Verschiedene  mathematische  Bemerkungen  yon 
Herrn  Doctor  Hermann  Kaiser,  Kreisarzt  in 
Seligenstadt  im  Grossherzogthum  Hessen-  .     I.  T6 

XI.  Verschiedene  mathematische  Bemerkungen«  Von 
Herrn  Simon  Spitzer,  Frivatdocenten  der 
Mathematik  am   k.  k.  polytechnischen  Institute 

zu  Wien 11.  IST 

XV.  Ueber  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  durch  Sieben 
und  die  Verwandlung  der  gemeinen  Brüche  in 
Decimalbrüche.  Von  Herrn  A.  P.  Beyer,  Haupt- 
mann in  der  k.  k.  Österreich.  Armee  zu  Triest  II.  176 
XVU.  Ueber  Convergenz  und  Stetigkeit  der  Potenz- 
reihen.  Von  Herrn  Dr.  F.  Arndt,  Frivatdocen- 
ten an  der  Universität  zu  Berlin II.          211 

XVni.  Ueber  die  Schätzung  des  mittleren  Fehlers  direc- 
ter  Beobachtungen.  (Vierter  Nachtrag  zur  Aus- 
gleichungsrechnung.)  Von  Herrn  Professor  G  e  r  - 
ling  in  Marburg IT.  219 


11 

Nr.  der 
Abhandlung.  tieft.    Seite. 

XXI.     Formeln  zar   Bestimmung  des  Maximums  und 

Minimums  durch  Interpolation.    Von  Herrn  Doc- 

tor  W.  Lehmann  zu  Potsdam     .....     111.         237 

XXIV.     De   aequationibus   numericis  tertii   gradus   sol- 

yendis.   (E  conspectu  actorum  Reg.  Acod.  Scient. 

Holmiensis.)     Auetore    Dre,  Ghristiano    Fr. 

Lind  man,  Lectore  Streng  n 111.         290 

Geometrie. 

V.     Elementare  Darstellung  der  Lehre  von  der  Qua- 
'  dratur  der  Hyperbel  und  der  Theorie  der  h^^per- 
bolischen  oder  natdrlichen   Logarithmen.     Von 
dem   Heransgeber   ..........     I.  82 

VI.     Zwei  geometrische  Aufgaben.    Von  Herrn  Pro- 
fessor Dr.  J.  Ph.  Wolfers  zu  Berlin  ...     I.  109 
IX.    Vollständige  Bestimmung  der  Evolnten  doppelt 
geftrAmmter  Linien  ans  ihrer  ErolTente.      Von 
llecrn  R.  H  o  p  p  e ,  Dr.  phil.  und  Privatdocenten 
an  der  Universität  In   Berlin     ......     II.          125 

X.     Ueber  das  Ikosaeder  und  Pentagonaldodekaeder. 

Von  Herrn  C.  Wicke,  Studios,  phil.  zu  Cassel    IT.  131 

XII.  Discussion  der  allgemeinen  Gleichung  des  zwei- 
ten Grades  zwischen  zwei  veränderlichen  Grös- 
sen.    Von  dem  Herausgeber II.  146 

XX.  Durch  einen  zwischen  den  Schenkeln  eines  ge- 
gebenen Winkels  gegebenen  Punkt  eine  gerade 
Linie  so  zu  ziehen ,  dass  diese  Linie  und  die 
beiden  von  ihr  auf  den  Schenkeln  des  gegebe- 
nen Winkels  von  dessen  Spitze  aus  abgeschnit- 
tenen Stucke  als  Seiten  ein  Dreieck  von  gege- 
benem Flächeninhalte  einschliessen.  Von  dem 
Herausgeber II.  226 

XX.    ITeber  eine  Eigenschaft  des  Kreises.     Von  dem 

Herausgeber      .     .     . 11.  231 

XX.  Schreiben  des  Herrn  Director  Strehlke  in 
Dan  zig  an  den  Herausgeber  über  gewisse 
Eigenschaften  der  Kegelschnitte,  mit  Bezug 
auf  Thl.  XXIV.  S.  tl8     . II.  234 


III 

Nr.  der 
AMiandlinii?.  H«ft.    S«iU. 

X\1I.  lieber  die  Bestioinraiig  der  DireetriKeo ,  Breaa- 
pmikte  and  Charaikterisülien  oder  DeterHiiauiteB 
der  Linien  de«  «weiten  Gradee  loi  Allgamelaen. 

Von  dem  Heraoag^eber III.        203 

WV,    Ueber  eine    Krämmung^kugel    beeonderer  Art 

Von  den  Herauegeber III.        301 

\1LVIII.    Ueber  die  Singularitäten  der  Flächen.   Von  Herrn 
Doetor    Maur,    comniiMarischem    Lehrer   äin 

kathol.  Gymnasium  zu  Co  In .    III.         995 

\X1LI1.  Die  Bahn  der  Quotiente  oder  Corre  aus  swei 
Brennpunkten,  mit  Fahrstrahlen  von  beständi- 
gem Verhältnisse.  Von  Herrn  ArchiTars-Assisten- 
ten  Riedl  von  Leuenstern  zu  Wien  .  .  IV.  973 
ILX^VI.  Ueber  eine  geometrische  Aufgabe  .von  der  Ku- 
gel,   mit  Rücksicht  auf  Geodäsie.     Von    dem 

Heransgeber IV.         465 

XXXVII.  Sehreiben  des  Herrn  Director  StrehlkeinDan- 
zig  an  den  Herausgeber,  betreffend  die  Be- 
rechnung der  Zahl  n  bis  auf  500  Decimalstel- 
len  von  Herrn  Professor  Richter  in  Elblng    IV.         471 


Trigonometrie. 

XVI.  Das  s|}häri(iche  Dreieck,  mit  seinem  Sehnen- 
dreiecke verglichen,  mit  besonderer  Rücksicht 
anf  Geodäsie.     Neuer  merkwürdiger   Lehrsatz. 

Von  dem  Herausgeber II.  197 

XX.     Entwickelung  der  Grundformel  der  sphärischen 
Trigonometrie  nach  einer  graphischen  Methode. 

Von  dem  Herausgeber II.  225 

XXIII.  De  tabnlis  Trigonometricis.  (E  conspectn  acto- 
rum  Reg.  Acad.  Scient.  Holmiensis.)  Auetore  D''^ 
Christiano  Fr.Lindman,  Lectore  Strengn.     III.        284 

Geodäsie. 

XIII.  Untersuchung  des  Fehlers,  wenn  die  Ebenen  eines 
Glasspiegels  nicht  parallel  sind.    Von  Herrn  Pro- 


IV 

Nr.  der 
Abimndliiiig.  Heft.    SeiU. 

fesftor  Dr.  Ig^natcLemoclian  der  UnWeraität 

sa  Lemberg II.  163 

\1V.  Untersuehung  de«  Fehler«,  wenn  bei  eineoi 
Spiegelinstromente  die  Spiegel  auf  dem  Lim- 
bn«  nicht  «enkrecht  stehen»  Von  Herrn  Profes- 
sor Dr.  Ignatz  Lern  och  an  der  Universität 
zu  Lemberg IL  167 

XX.    Ueber  das  Winkelkreoz.    Vom  Herausgeber    II.  230 

(S.auch  Geometrie, XXXVl,  u,  Trigonometr,  XVI.) 


Mechanik. 

XXVII.  Körperliches  Raumpendel  bei  constanter  Rotation, 
nebst  Anwendung  auf  die  Stabilität  des  Kreisels. 
Von  Herrn  R.  Hoppe,  Dr.  phil.  und  Privat- 
docenten  an  der  Universität  in  Berlin  •  .  .  III.  317 
XXX«  Die  Bewegnngserscheinungen  des  Kreisels,  des 
rollenden  Rades  und  der  aus  gezogenen  Geweh- 
ren geworfenen  Geschosse ,  erläutert  vom  Herrn 
Baurath  Doctor  Hermann  Scheffler  zu 
Braunschweig IV.         361 

XXXI.  Elementare  Herleitung  der  Schwingungsdauer 
des  mathematischen  Pendels.  Von  Herrn  Julius 
Weingarten,  Assistenten  der  Mathematik  am 
Königl.  Gewerbe-Institute  zu  Berlin  .  •  .  •  IV.  367 
XXXIV.  Der  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte,  aus 
den  Grundprinzipien  der  Statik  abgeleitet.  Von 
Herrn  Doctor  Z  e  r  n  i  k  o  w ,  Lehrer  an  der  König- 
lichen Provinzial-Grewerbeschnle  zu  Erfurt     •    IV.         387 

XXXV.  Das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
und  die  allgemeinen  Bedingnngsgleichungen  der 
Ruhe  und  der  Bewegung.  Von  dem  Heraut- 
geber IV.         406 

Physik. 

IL     Der  Zufall   in  den  Naturwissenschaften.     Vor- 
trag gehalten  bei   der  feierlichen  Sitzung  der 


V 

Nr.  der 
AUmdlnog.  Heft.    Seile. 

ludeerlichen  Akademie  der  WiMenteiiafteii  in 
Wien  am  30.  Mai  18&4  ?on  Seiner Ezcellem  dem 
Herrn  Präeidenten  der  Akademie,  Dr.  Andrea« 

Ritter  Ton  Banmgartner I.  &T 

XXUII.  Ueber  die  Beetimmung  der  Drehangewinke!  an 
Mesflinstrnmenten ,  die  mit  einem  beweglichen 
Spiegel  versehen  eind,  welcher  das  Bild  einer 
feststehenden  Scale  in  einem  Fernrohr  erschei- 
nen lässt.  Von  Herrn  Professor  J.  Stegmann 
an  der  UniTersität  lu  Marburg IV.         376 


Nautik. 

Vn.  Ueber  den  Einflnss  des  Vordertheils  nnd  Hin- 
tertheils  der  Schiffe  auf  den  Widerstand  des 
Wassers.  Von  Herrn  Geheimen  Rath  Eckhardt 
in  Darmstadt L  113 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Tin.    Mitchel*B  Erbauung  der  Sternwarte  lu  C i n - 

cinnati  in  Amerika I.  119 

Vni.    Georg  Freiherm  t.  Vega's  Tod  in  den  Wel- 
len der  Donau I.  123 

1KXTI.  Gedächtnissrede  auf  Jakob  Bernoulli  zur 
Bweiten  Säcularfeier  seiner  Geburt  gehalten  tou 
Herrn  Rudolf  Wolf.  Aus  den  Mittheilungen 
der  Bemer  naturforschenden  Cresellschaft  be- 
sonders abgedruckt HI.        312 

IIXIX.    Schreiben  des  Herrn  Rectors  Dr.  Nagel  in  Ulm 

an  den  Herausgeber UI.        368 

(8.  auch  Physik  Nr.  II.) 


Uebungsaufgaben  fär  Schüler. 

TLW,    Sechs  Angaben  Ton  Herrn  Lector  Dr.  Lind- 

man  in  Strengnäs  in  Schweden II.  933 


VI 

Nr.  der 
AbhandbiBg.  Heft    Seit«. 

XI\.    Vier  ifMMnelriiche  Aolgaben  tob  dem  Heran«- 

g«b«r  II.  8SI3 

Literarische  Berichte  *). 
xcvii I.  1 

XCVIII II.  1 

\ci\.    . III.  1 

c IV.  1 

*)  Jede    einzelne    Nummer   der    Literarischen   Berichte   ist   für   sich   be- 
sonders paginirt  Ton  Seite  i   an« 


r'i    r 


/ 


Grandzuge  einer  neuen  Methode  der  höheren  Analysis. 


Von 


Herrn  Dr.  VF.  Schell, 

Privatdocenten  an  der  Universität  zu  Marburg. 


§.   1. 
Begriff  des    Quotials. 

Wenn  u'  der  geänderte  Werth  einer  Variabein  u  ist»  so  erhält 
man  durch  Subtraction  die  Differenz  von  u,  nämlich  /1u:=u'  —  u, 
nnd  diese  Gleichung  oder  auch  die  aus  ihr  abgeleitete  u'=u  +  Ju 
lehrt  den  geänderten  Werth  u'  aus  dem  ursprünglichen  u  und 
seiner  Differenz  Ju  finden.  Geht  u*  in  seinen  ursprünglichen  Werth 
u  zurück»  so  nähert  sich  die  Differenz  der  Null  als  Grenze»  wird 
mit  du  bezeichnet  und  Differential  von  u  genannt.  Auf  dieser 
einfachen  Beziehung  zwischen  einer  Grosse  und  /ihrem  geänderten 
Werthe  beruhen  im  Grunde  die  fünf  Methoden  der  Analysis,  welche 
die  Namen  der  Differenzen-  und  Summenrechnung,  der  Differential- 
und  Integralrechnung»  sowie  der  Variationsrechnung  fuhren. 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  durch  Division  von  u'  mit  u 

u' 
den  Quotienten  von  u,  nämlich  die  Grosse  — »    die   wir    mit   ®u 

u 

u' 
bezeichnen  wollen.     Die  Gleichung  0u= —   oder  auch  u'^^u.Su 

lehrt  wieder  den  geänderten  Werth  u'  aus  dem  ursprünglichen  u 
und  dessen  Quotienten  ®u  finden.  Geht  u'  in  seinen  ursprüng- 
lieben Werth  u  zurück»  so  nähert  sich  der  Quotient  von  u  der 
Einheit  als  Grenze;  er  mag  alsdann  mit  ^i  bezeichnet  und  Qnotial 
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2  Schell:    Grundlage  einer  neuen  Methode 

TOii  u  geoannt  werden.  So  trie  das  Differential  eine  Grösse  be- 
zeichnet, welche  von  der  Wull  unendlich  wenig  verschieden  Ut 
und  im  Moment  des  Verschwiiidens  gedacht  wird,  so  bezeichnet 
das  Quotial  eine  Grösse,  welche  von  der  Einheit  unendlich  wenig 
abweicht  und  im  Ijegriffe  steht,  in  diese  überzugeben. 

Der  Begriff  des  Quotienten,  als  des  AenderungscoeflGcientea 
einer  Grösse,  ist  der  reinen,  wie  der  nngeivandten  Analysis  nicht 
fremd;  der  Begriff  des  Quotials  dagegen  findet  sich  nur  spärlich 
angedeutet  vor,  wenigstens  bat  man  auf  ihn  keine  so  allgemeine 
Methoden  gegründet  wie  auf  den  Begriff  des  Differentials. 

Es  ist  klar,  wie  man  diese  Betrachtung  aut  andere  Fälle  aas- 

dehiien  kann.  So  erhall  man  durch  Radicireii  die  Wurzel  ^u=  V7 
und  die  Gleichung  m'  ^=  ßu"  zeigt  wieder,  wie  u'  aus  dem  ursprüng- 
lichen Werthe  u  und  der  Wnrzol  Sin  gebildet  wird.  Nähert  sich 
aber  hier  u'  dem  u,    so  nähert  sich  Sin  nicht,  wie  in  den  beiden 

vorigen  Fällen ,  einer  constanten  Grenze,  sondern  der  Grösse  VTt. 
Zu  ähnlichen  Betrachtungen  kann  die  Gleichung  ^M  =  logK'  ver- 
anlassen, aus  welcher  i('  =  a^'«  Tolgt  und  wobei  der  Lugarithtnus 
Au  sich  der  Einheit  nähert,  wenn  u'  in  seinen  ursprünglichen  Zu- 
stand u  zurückgeht.  Die  beiden  zuletzt  angedeuteten  Fälle  sollen 
jedoch  von  der  vorliegenden  Untersuchung  ausgeschlossen  bleiben. 

Der  obigen  Erklärung  zufolge  stellt  das  Quotial  &u  einer 
Grösse  n  das  VerbSltnfss  —  des  geänderten  Werthes  m'  dieser 
Grösse  zu  ihrem  ursprünglichen  Werthe  u  für  den  Fall  dar,  dass 
m'  im  Moment  des  Oebergangcs  in  u  gedacht  wird.  Das  Quotial 
&K  ist  also  der  Ooefhcient,  welcher  an  «  treten  ninss,  um  diese 
Grösse  in  einen  nächstanliegenden  Zustand  überzuführen.  Wena 
nnn  u  innerhalb  eines  Intervalls  sich  continuirlich  ändert  und  sein 
Zeichen  nicht  wechselt,  so  wird  ^u  von  der  positiven  Einheit  un- 
endlich wenig  abweichen  itnd  grösser  oder  kleiner  sein,  als  diese, 
je  nachdem  u  wächst  oder  abnimmt  An  den  Stellen,  an  welchen 
u  ein  Maximum  oder  Minimum  erreicht,  also  vom  Wachsen  zum 
Abnehmen  oder  vom  Abnehmen  zam  Wachsen  fibergebt,  wird  ^ 
durch  die  Einheit  hindurchgehen.  Wird  »unendlich  ohne  Zeichen- 
wechBet,  so  erreicht  #u  ebenfalls  die  Einheit.  Aendert  u  sein 
Zeichen  und  bleibt  continuirlich,  geht  es  also  vom  Positiven  zum 
Negativen  oder  umgekehrt  von  diesem  zu  jenem  durch  die  Null 
hindurch  über,  so  wird  ^u  unendlich.  An  allen  Stellen,  wo  ti 
eine  Unterbrechung    der   Continuitat   erleidet,  wird  Qu  immer  von 
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der  Einheit  um  eine  endliche  GrO^e  abweichen  und  positiv  oder 
negativ  sein,  je  nachdem  seine  beiden  Nachbarwerthe  gleiches 
oder  entgegengesetztes  Zeichen  haben. 


$.2. 

Quotialderivirte,       Quotiallogarithrous      und      Quotial- 

gleichung. 

Es  A^  tf  eine  Funktion  einer  Variabelq  x^   nämlich 

u  =  fXx), 

Asndert  »ich  js  dadurch»  dass  es  mit  seinem  Quotienten  Bx  mal- 
tiplioifft  ifird»  geht  ^  also  in  x,Sx  uber^  so  erhSit  man  einen 
folgenden  Werth  u'  dieser  Funktion,   nämlich 

u'  =f{x.Bx), 

und  folglich  durch  Division  mit  dem  ursprünglichen,  den  Quotien- 
ten von  ui 

Nimmt  man  nun  Logarithmen  zur  Basis  &x,  wodurch  man  die  Gleichung 

Bx  Bx   f(x,Sx) 

Iog0t*=;log^^^^  XI) 

erhält,  so  bemerkt  man  leicht,  dass  die  Grusse 

&i  fix,  ®x) 

bei  dem  Uebergange  des  Bx  in  die  Einheit  im  Allgemeinen  sich 
einer  bestimmten  Funktion  von  x  als  Grenze  nähert.  Diese  Funk- 
tion möge  die  Quotialderirirte  von  f{x)  genannt  und  mit  f{x) 
bezeichnet  werden.    Sie  wird  also  defiuirt  durch  die  Grenzgleichung 

A^)==lim.logf^-^  (2) 

|lim.®«  =  l}. 

Wenn  nun  ®x  sich  der  Einheit  nähert,  also  nach  der  Im  §.  1. 
gegebenen  Erklärung  zum  Quotienten  d-x  wird,  so  geschieht  das- 
selbe mit  Qti,  und  es  geht  di^se  Grösse  in  das  Quotial  d'U  über. 
Daher  kann  die  fragliche  Grenze  mit  Hülfe  der  linken  Seite  der 
Gleichung  (1)  auch  durch  das  Symbol 
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log  '9'fi 

bezeichnet  werden ;  der  Kürze  wegen  möge  es  aber  verstattet  sein, 

statt  des  Zeichens  log  den  einfachen  Buchstaben  X  zu  gebrauchen  , 
und  also  durch 

den  in  f{x)  vollendeten  Grenzenübergang  anzudeuten.  XQu  ist  da- 
her nur  eine  andere  Bezeichnung  für  f{x),  welche  aber  den  Vor-  ». 
theil  gewährt,  dass  sie  die  Spuren  des  Grenzenüberganges  noch, 
erkennen  lässt.  Es  scheint  jedoch  passend,  hiefür  einen  beson- 
deren Wortausdruck  zu  wählen.  Demgemäss  müge  Xd'u  der  Quo- 
tiallogarithmus  von  n  heissen.  Quotiallogarithmus  und  Quotial- 
derivirte  bedeuten  also  ganz  dieselbe  Funktion,  und  in  der  Gleichung   ^ 

X^u  =  f(x) 

ist  die  linke  Seite  nur  ein  Symbol,  weiches  die  Entstehungsart 
der  auf  der  rechten  Seite  befindlichen  Funktion  erläutert. 

Um  nun  den  Grenzwerth  des  Ausdruckes 

®*  f(x.Qx) 

für  ein  sich  der  Einheit  näherndes  Bx  zu  finden,    kann  man  zu- 
nächst den  Satz  über  die  Verwandlung  logarithmischer  Basen  in   ^ 
Anwendung  bringen,   demzufolge 

«  lo 

log«  =  ,- 

gesetzt  werden  kann.    Hierdurch  wird 

fix .  @x) 
^*  f(x.&x)_'     f(x)     _\,f(x.Sx)-\./Xx) 
'^S     f(a!)     ^      \,ex      "  l.Sx 

Lässt  man  nun  hierin  &x  in  die  Einheit  übergehen,  so  erhält 
man  die  unbestimmte  Form  q»  deren  wahrer  Werth  aber  durch 
einmaliges  Differenziiren  nach  Sx  gefunden  wird.    Er  ist  nämlich 

oder,   unter  einer  anderen  Form  dargestellt. 
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dAfjx) 
dx 

Dadurch  erhält  man  schliesslich  für  diei  Quotialderivirte  f{x)  die 
GleichuDg : 


/•(^)  =  ^.  ___  =  __.  (3) 


welche  in  folgendem  Satze  ausgesprochen  werden  kann : 

Die  Quotialderivirte  oder  der  Quotiallogarithmus 
einer  Funktion  f{x)  wird  gefunden,  wenn  man  den  Dif- 
fereotiaiquotienten  vom  natürlichen  Logarithmus  der- 
selben mit  dem  Argumente  x  roultiplicirt. 

Die  Gleichung  (3)  zeigt,   wenn  sie  auf  die  Form 

gebracht  wird,  in  welcher  Weise  sich  die  Operationen  des  Diife- 
rentiirens  und  Quoti'rrens  tilgen. 

Sowie  man  in  der  Differentialrechnung  aus  der  Gleichung 

zwischen  dem  Differentialquotienten  und  der  Derivirten  einer  Funk- 
tion u=/Xx)  sich  6rlaubt^   die  Differentialgleichung 

du=f(x)dx 

abzuleiten,  so  ist  es  offenbar  auch  hier  verstattet,  statt  der  Gleichung 

k^  =  f(x) 
die  folgende: 

d>u  =  -Ö-jr/C^)  (4) 


zu  gebrauchen.  Eine  solche  Gleichung  zwischen  den  Quotialien 
der  Funktion  und  ihres  Argumentes  mag  eine  Quotialgleichung 
genannt  werden.  Sie  sagt  aus,  das&  das  Verhältniss  zweier  un- 
mittelbar auf  einander  folgender  Wertbe  der  Funktion  in  einem 
zusammengesetzten  Verhältniss  steht  zu  dem  Verhältniss  der  ent- 
sprechenden V^erthe  ihres  Arguments,  dessen  Exponent  gleich 
der  Quotialderivirten  der  Funktion  ist. 

So  wie  sich  die  Differentialrechnung  zur  Abkürzung  ihrer  Be- 
trachti^ngen  mit  grossem  Nutzen  der  Methode  des  Unendiichkleinen 
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(der  Null  Unendlichnahen)  bedient,  so  kaiiu  für  den  hier  zu  ent- 
wickelnden Caicul  eine  Methode  'des  der  Eins  Unendlichnahen 
ausgebildet  und  mit  nicht  geringerem  Erfolge  angewandt  werden. 

§.  3.  , 

Quotialformeln    ftfr    die    einfachen    Funktionen. 

Mit  Hülfe  der  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Regel  findet 
man  folgende  Quotialformeln  .- 

9.  X^.cotg^r    =--j72^* 

2.  Xd^.a^  =  x\a, 

3.  X&,e^  =a:, 

4.  X^.ar*=a?(l+Ia:), 


10.  A^.sec^     ^zxtgx» 

11.  A^.coseca:  ==— arcotga:, 

1  X 


1  12.  X^. aresin ^  = 


5.  X^.lr=p,  arcsin^r    VI  — a:^ 

1         *       X 

6.  X'9'.sina:  =  a;cotga:,  13.  X'9'.arccos^=  — 


arccosa:' V^l_^«' 
1  X 


7.  X'&.cosa:=: — xXgx, 

Q-r  i4.   ^'^.  arctg  X   = r •  i"! — Ä  i 

8.  A^.tga:   =-T=^-,  a^^g^   *+^ 

*,  sin  ^^ 

u.  s.  w., 

oder,  wenn  man  lieber  Quotiale  statt  Quotialiogartthmen  anwenden  wifl, 

1 

1.  ^.X^=:d'X^,  5.  &Ax      =&x^, 

2.  '^.o*='9'^l«,  6.  '9'.sina;='9'^*'^***8*, 

3.  '9'.e*='9'^*,  u.  s.  w. 

Die  goniometrischen  Quotialformeln  haben  eine  nicht  uninteres- 
sante geometrische  Bedeutung.  Hiervon  nur  ein  Beispiel.  Es  sei 
ABßB  (Tat  I.  Fig.  1.)  ein  mit  dem  Radius  CA:s=it  beschriebener 
Viertelkreis,  /H  und  MJ  zwei  unendlich  nahe  Punkte  desselben, 
von  welchen  auf  CA  die  Perpendikel  MP,  M'P*  gefeilt  sind. 
Construirt  man  in  B  die  Tangente,  welche  von  dem  nach  Jf  gehen« 
den  Radius  io  Q  getroffen  wird,  und  zieht  MR  parallel  AC^  so 
hat  man  zunächst: 

CQ r_        BQ_M^        AM  _  AM 

r    ^  MP'      CQ-^MM"        r     "     r    ' 


4Ut  äM(fren  AmUtrsü* 

Maltipücirt  man  diese  drei  Gleichnngen  mit  eioapder,   so  folgt: 

AM  BQ      M'R  MM' 


nun  ist  aber,  weil  M'R  und  MM*  anendlich  klein  sind, 

M'R  itf'^x—,  J^f 

■]tfp-H>+  jup)—*-  JHP' 

MM'     „.  .  MM\      ,  AM' 

-ÄM=^^^'*'1S'-^'ÄM'' 

mithin,   wenn  man  diese  Werthe  einsetzt, 

AM  ßQ       M;^     AM' 

worans  sich  sogleich 

AM    BQ 

MP^-yAM/ 

.fiDdet.  Diese  Gleichung,  welche  das  VerhKltnlss  zweier  auf  ein* 
ander  folgender  Ordinaten  de^  Kreises  aus  dem  Verhältniss  der 
zugehörigen  Bogen  finden  lehrt,   geht  aber  in  die  Gleichung 

^.sina:  =  ^:r'"°'^' 

AM 
über,    wenn  man  :=x  setzt.     Denn  dadurch  wird 

MP       .  BQ         ^  AM*      AM'ir      ^ 

=  sina:,     rrcoteo:,     —ähm  =^  IHm —  =  '^^» 

r  *       T  f»    »     ^j/       AMxr 

M'P      M*P*\r      ^    . 
MP         MPir 

Auf  Sbolicbe  Weise  lassen  sich  die  übrigen  goniomettischen 
Qnotialformeln  ebenfalls  ableiten. 


§.  4. 
Quotialforroeln   für  zusammengesetzte  Funktionen. 

Bedeuten  u,  v,  w,..,.  Funktionen  von  a:,  u,  v,  w,,,,.  ihre 
Quotialderivirten  und  c  eine  Constante»  so  gelangt  man  leicht  zu 
den  folgenden  Sätzen: 
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1)  Für   tt  =  c    ist    M=c=0. 

2)  Fiir  u=c.v  erhält  man  u=^v,  d.h.  der  constante  Fak- 
tor fällt  beim  Quotiiren  weg.  Hieraus  folgt  sofort  als 
spezieller  Fall: 

3)  (— w)  =  (— 1.1«)  =  «. 

4)  Ist  u  die  Summe  zweier  Funktionen,   nämlich 

so  wird 

♦  VV+  ww 
u  = • 

ü  +  to 

I 

Aus  der  Gleichung  (3)  des  §.  2.  erhält  man  nämlich  ßir  f(a:)=u: 

'♦ 
uu  =  a:u*  ^ 

oder,    weil  ^ 

m'  =  ü'  +  fjo' 

ist, 

uu  =  a:©'  +  a;w' ; 
nun  wird  aber  nach  derselben  Gleichung 

a;©  ==ü'  —  =zvv    und   a:ti?=ii?. — =t<)U7, 
V  w 

mithin,   wenn  man  diese  Werthe  einsetzt, 

uu=^vv-ir  ww , 

woraus  durch  Division  mit  u  =  v  +w  der  apgegebene   Ausdruck 
für  u  folgt. 

Für  v:=zc,    also  für  ti=c-f  id,    ergibt  sich  hieraus  mit  Rück- 
sicht auf  1): 

♦        ww 

t«=: — ; — ; 
c-f-w 

för  ti^=— ti7|,    also  für  n^zv—Wi,   aber  mit  Rücksicht  auf  3): 

•  VV  —  WWt 

u  = i. 

Ist  u  ein  Aggregat  von  beliebig  vielen  Funktionen,  nämlich 
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so  findet  maD  auf  ähnliche  Weise: 

•        •         •        *      • 

also 

•        •        •       * 

5)  Ist  u  ein  Produlct  zweier  Funktionen,   nämlich 


so  wird 


•      •      « 


Nach  §,  2.  Gleichung  (3)  erhält  man  nämlich  zunächst- 

und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  te=o.io  dividirt»  die  folgende: 

•     xv*  .   xu/ 
u  = , 

V  w 

welche  aber  wegen  —  =  ©  und  — ^=w  in  die  angegebene  Glei- 
chung übergeht. 

6)  Für  ;  ^ 

V 
W 

findet  man 

•      «      • 


Statt  nämlich  die  Gleichung  «=—  zu  quotiiren»  thue  man  dies 
mit  der  gleichbedeutenden  u).u=^v,    wodurch  man  nach  5)  erhält 

•  *  •  0  0  0 

w-i-u^zv;  hieraus  aber  folgt  u  =  v — w. 

Die  in  5)  und  6)  entwickelten  Sätze ,  welche  in  Worten  lauten : 

Die  Quotialderivirte  des  Produkts  zweier  Funktio- 
nen ist  die  Summe  der  Quotialderivirten  der  einzelnen 
Faktoren,    und: 

Die  Quotialderivirte  ihres  Quotienten  ist  die  Dif- 
ferenz der  Quotialderivirten  des  Dividenden  und  Di- 
visors, 
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zeigen,  dass  die  Quotialderivirten  in  gewissen  Fällen  der  Analy- 
sis  ähnliche  Dienste  leisten  kOnnen»  wie  die  LogarithipQn  der 
Arithmetik.  Gesetzt »  es  handele  sich  darum,  das  Produkt  zweier 
Funktionen  o  und  w  in  eine  Reihen  zu  entwickeln,  so  entwickele 

man  o  und  w  und   bilde   o-f  u^=id.    Kann  man  nun  eine  Reibe 

finden,  deren  Quotialderivhrte  Sl  ist»  so  wird  sie  eine  Entwicke- 
luug  von  v.ti^  bis  auf  einen  constanten  Faktor  genau  sein,  der 
beim  Quotiireo  möglicherweise  hörausgefallen  sein  kann,  der  aber 
leicht  wieder  zu  finden  ist. 

7)  Für  die  Funktion 

0 

erhält  man: 

ti  =  to  (o  -f  w\v)  =  «n?  +  www. 
Als  spezielle  Fälle  sind  in  dieser  Formel  enthalten: 

a)    ti=e«*',  v=fi»o.lc, 

b)      tt=l?®,  M  =  C.I?, 

C)      «  =  «"',  W=:ffW.  ^ 

Aus  a)  und  b)  ersieht  man ,  dass  in  der  allgemeinen  Formel  die 

beiden  Bestandtheile  wv  und  wwh)  die  partiellen  Quotialderivirten 
von  u  sind,  die  man  erhält,   wenn  man  das  eine  Mal  to,  das  an- 

dere  Mal  v  als  constant  ansieht.  Bezeichnen  also  uv,  t%  die  nach 
t?,  w  genommenen  Quotialderivirten,  so  kann  man  diese  Formel 
auch-  $fo  schfeiben: 

0 

«  *  * 

8)  Au«  7)  ergibt  sich  &it  die  Funktion: 

19 

•        1    *        * 

w^ 

Man  findet  dies  entweder,  indem  man  in  7)  —  statt  w  setzt  und 

w 

bedenkt,   dass  f— J=:=— tr  ist  (nach  1.  und  6.)»   oder  Indem  man 
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erst  mit  w  beiderseits  poteozirt^   auf  u^  die  Formel  7)  anwendet, 
schliesslich  aber  für  \u  seinen  Werth   —\t  wieder  eioführt. 

IT  '  ' 

9)  Für 

erhält  man 

« 


Daher  ist  allgemein 


10)  Sei 


\v' 


\v .  (\v)  =  V. 


w 

u  =  iogv. 


Da  Iogt)=|—  ist,  so  erhält  man  sogleich: 


Iw 


♦ V  10 


Iv      iw' 
Diese  Formel  enthält  die  speziellen: 

c  •         V 

a)  te=logi7,  "~iü' 

b)   M=l0gC,  tl=— j~. 

Die  Grosse  c  kommt  darin  nicht  vor,  sie  fällt  durch  die  Faktoren 
Ic,  |-  weg. 

]])  Schliesslich  mögen  hier  noch  die  beiden  Funktionen 

tt  =  vfcV)      y   und  «=»^- ''         ^    • 

betrachtet  werden,  von  denen  die  erste  mit  v^  '  identisch  ist, 
wenn  p  die  Anzahl  aller  Exponenten  o  ist,  während  die  zweite 
nicht  unmittelbar  durch  Potenzen. ausgedrückt  werden  kann.  För 
die  erste  findet  man  sogleich: 

♦  ♦ 

Der  Differentialquotient   dieser   Funktion   findet  sich   hieraus 
nach  §.  2.  GlelclMing^  (3)  als 
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daher  besteht  fiSr  diese  Funktion  die  Gleichung 


• 
uu 


Die  zweite  der  angefahrten  Funktionen  mOge»  wenn  p  die  Anzahl 
der  Basen  v  bedeutet,   mit 


V 

? 


(v^) 


bezeichnet  werden ,  so  dass  also  v^v^,  v=v       u.  s.  f.  ist«    Aus 

1  a 

der  Gleichung 

u:=zv  , 

folgt  dann 

\u  =  vAv, 

und  hieraus  durch  Diiferentiation : 

diu  »'  ,    ,  , 

aar     ^-n  «?  V-n 
p-i       p-i 


• 


XV* 


mithin  nach  5.  2.   wegen  —  =  ©  und  v'  =  ^ — ^—  : 


Eben  so  weiter 


P    p-1     p-i  p-i 


p— 1  p— a     p— a  p— a 

«  *  * 

t>=i?.ü  +  t>  .  ©.lü, 

p— ap->a     p— 3  p— 3 


•  ♦  * 

'S     T        TT 

*  *  * 
vzziv.v-i-v.vAv, 
T 


(S.  No.  7.) 
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Sabstituirt  man  diese  Werthe  nach  und  nach  rfickwärts»  so  erhllt 
man  schliesslich: 

^-S   ^>s    ^"^         .^"N   >^>^  ^'^  ^>  >^>^  /'^   /'^ 

p— 1  p— 1    p— 2         p.lp.2p— 3  p— Ip— 2p— dp— 4 

.,.,  -\-  V  .  V....V. tjIrP""*  + 1?  .  t> . . . . t? . ü . ItJP |. 

pQpCi    T  ;2ipCi    T 

Den  Differentialquotienten  ^on  u  erhält  man  hieraus  leicht  mit 
Hälfe  von  §.2.  Gleichung  (3),  wonach  allgemein 


m'  = 


uu 


X 

ist,  wenn  man  mit  V  die  eingeklammerte  Reihe  bezeichnet,  als 


_.U'')) 


u  —  —  •  I? .  ü.  » 

P 


» 


För  t«=a?  z.  B.  ist 

pCi   ^  pO   ^ 

F=ar^'''^  +  x^'^^x'Xx  +  o:^*'^ .  x'^ .  xlx^  +  ar^*'^ .  x' .  jrlar» , 


mithin 


u = x^''''^ .  { 1  +  or'la:  (1  +  x\x(l  +  l:r))  1, . 
m'  = ' .  { 1  +x'\x(l  +  x\x(l+\x))l 

X 


§.  5.     ' 

Quotialderivirte    der    Funktionen    von    Funktionen 

überhaupt. 

L    Es  sei  u  eine  Funktion  von  v  und  v  wiederum  eine  Funk- 

» 

tion  von  x,  nämlich 

u=zf(v)   und   t  =  <3p(ar), 

ao  ist  u  mittelbar  eine  Funktion  von  x  und  es  kann  also  verlangt 
werden  9    die  Quotialderivirte  von  u  in  Bezug  auf  x  anzugeben. 
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Wie  dieselbe  ana  den  Quotittiderivirten  der  FunktioDen  fXp) 
q>{x)  gebildet  wird,   ergibt  sich  auf  folgende  Weise.     Gebt  i 
x.Sx  über,   so  wird  t  in  v.6t)  und  io  Folge  dessen  u  in  u 
übergehen,   so  dass  man  die  Gleichungen 

u .  Bu:=z  f\p ,  &v)    und    v,Sv=^(p(x.Bx) 
erhält,   aus  welchen  man  die  folgenden: 

zieht.    Nimmt  mau  nun  Logarithmen  zur  Basis  @x,  so  komm 
logei£=log^y-^  und  log  01,  =  log  ^^^^-^; 


zufolge   der  Formel 


a  ß  a 

log  2^  =  log /4.  log /3 


erhält  man  für  a=z&x  und  ß=zQv: 

log-^^  =log/-^y-^Iog©l,; 

ex 

daher  wird   mit  Hülfe  des  Werthes  für  log9f : 

Nähert  sich  nun  0x,   also  auch  Sv  und  0u  der  Einheit,  so  ^ 

log     ^^^^       in  9)(a:),  log-^E^jjy-  m  /"(ü)  und  log  0m  m  u  über, 

zwar  erfolgt  der  Orenzenübergang  in  Bezug  auf  v  ebenso,  als 
V  in  f(v)  independente  Variabele  wäre.    Man  hat  daher: 

u=:f{TB).tp{x), 

oder,  wenn  man  sieb  der  anderen  Bezeichnnngsweise  bedient 
die  Variabein,  nach  welchen  jedesmal  quotiirt  wird,  durch  Indi 
andeutet: 

Das  Quotial  von  u  erhält  man  alsdann  dfirch  die  Formel 
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Etwas  kdraer  gelangt  mao   folgendermassen   in  dieser  Glei- 
chung.   Ist  ussfXp),    so  folgt  sofort 

ist  aber  nun   eugleich 
so  erhält  man 

and  indem  man  diesen  Werth  in   den  Ausdruck  für  ^  einsetzt: 


«      * 


wie  vorhin. 

n.  Ist 

» 

so  erhält   man  durch  Fortsetzung  der  vorigen  Betrachtungen: 

«       *       •         *  j^ 

u  =  f(v) .  g>{w) .  t/;(a;). . . .  ö(0 


und 


5     •      •  ♦ 


III.    Es  sei  M  eine  Funktioq   zweier  Variabein  v  und  w  und 
diese  beiden  selbst  wieder  Funktionen  von  x,  so  dass  man  hat 

u  =  f(v,  w), 

V  =  (p(a!) ,  w=z  t/;(.r). 

Da  mit   einer  Aenderung  des  a:  eine  Aenderung  des  r  und  to 
verbunden  ist,    so  erbält  man 

fXv,  W) 
oder,  wenn  man  den  der  Einheit  gleichen  Faktor 

f(v,  w&w) 
zufügt, 

__  fjvSvywSw)  f(v,  ti?(9y) 

und  nun  Logarithmen  zur  Basis  Sx  nimmt': 
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log  01«= log  ^-^77 5-v-^  +  log  ■  ^.       V    • 


Da  aber 


log  ^27 — -  ^   X    =  log  \       ß.  X    .  log  Sv 


und 


gesetzt  werden  kann,  so  geht  diese  GJeichung  über, in 

log Bu  =  log '\,       ßk  \   •  log &v  +  log '-^ 1— . log Sw. 

Nähert  sich  nun  6a;  der  Einheit,  so  erhält  man  för  die  Logaritbi 

Bx  Bx 

log(9t7   und   logOio 

in  Folge  der  Gleichungen  v=^q>(x)  und  wz=ii\){x)  die  Quotiald 
virteo 

q)(cc)    und    t/;(a?), 

und  die  Logarithmen 

gehen  in  die  nach  v  und  to  genommenen  Quotialderivirten  voi 

nämlich  in 

«  * 

f(v)    und    /(«?) 

über;    daher  erhält  man  schliesslich  für  die  Quotialderivirte 
u  nach  x: 


*      * 


u=zf(v).(p(x)  +  f(w).^(x), 

wofür  man  auch  unter  Anwendung  der  anderen  Bezeichnungswi 
schreiben  kann: 

Idn = k^f(x) .  Id'tpixyi'  ldf(w) .  A-^Car). 

X  V  X  U>  X 

Das  Quotial  von  u  aber  findet  sich  hieraus  als 

^  =  '^a?/(*')  5(^)  +/(«')  •  ^(')    oder    ^u  =  (d'a:9ix))f(^) .  (^a: W)/(») 


in  welcher  Gleichung 


der  kökeren  AtuUpsis,  17 

^oci^x)   und   &x^^*) 
die  Quotiale  Ov,  ^u>  bedeuten,  so  dass  man  auch  setzen  kann: 

fdlls  man  die  Bedeutung  von  ^  und  ^w  im  Sinne  bebalten  will. 

IV.  Der  eben  entwickelte  Satz  kann  leicht  auf%]en  Fall  aus- 
gedehnt werden,  dass  u  eine  Funktion  beliebig  vieler  Variabeio 
ist    Sind  v,  f€,  s,...t  Funktionen  von  a:  und  ist 

u  =  f(v,w,s, ....  i), 

so  findet  man  sogleich : 

•      ♦««        ***  *# 

u=fXv).v  + f(w),w+f(s).s+  ...,f(t).t, 

t 

80  wie 

«         ♦         «  # 

worin  ^,  dw,  ^s,....  &t  die  Bedeutung  von  ^x^,  ^x^,  ^ap*, ....  ^x^ 

haben. 

§.  6. 

»■ 

Quotiale  der   Futaktionen   von  mehreren  unabhängigen 

Variabein. 

Wenn  u  eine  Funktion  zweier  von  einander  unabhängiger  Va- 
riabein X  und  y,    nämlich 

ü—f{x,y) 

ist,  so  erhält  man,  je  nachdem  man  y  oder  x  als  constant  an- 
sieht,  zwei  partielle  Quotialderivirten,  welche  mit  /(a:),  f(y)  oder 
mit  tt,  u  oder  mit  X^u,  X^  bezeichnet  werden  mügen ,  sowie  zwei 

«    y  X  y         ^  .       . 

diesen  entsprechende  partielle  Quotiale  ^u^^^xf^'^  und '^='ö;^(»), 

X  y 

aus  welchen  d^s  totale,  einer  gleichzeitigen  Aenderung  beider 
Tariabeln  entsprechende  Quotial  d-u  der  Funktion  u  zusammen* 
gesetzt  wird. 

Geht  nämlich  x  in  xBx  und  y  in  y&y  über,  wodurch  sich  u 
in  uBu  verwandelt,  so  erhält  man,  wie  in  §.  5.: 


Theil  XXV. 
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f{x,yBy)     '    f{x,y) 
wofür  mao  auch  setzen  kann: 

Nähert  sich  nnn  zunächst  By  der  Einheit,  d.  h.  geht  dieser  Quo- 
tient in  das  Quotial  ^  über,  wodurch  sich'  y&y  auf  3F  redw:ifl* 
so  erhält  mao  fiir  die  beiden  Faktoren  aaf  der  rechten  Seite  die« 
ser  Gleichung: 

Bx        /(-^^)     und    ^^y), 

und  wenn  nun  auch  Bx  in  das  Quotial  übergeht,  wodurch  die  erste 
dieser  Grossen  zu 

wird,  so  ergibt  sich  für  das  gesuchte  totale  Quotial  von  u  der 
Ausdruck: 

V 

Für  eine  Funktion  u  beliebig  vieler  Variabein,   nämlich       y 

U=::f(x,y,2,....t), 

•rhilt  Man  analog: 

§.7. 
Quotiation    der    Gleichungen    mit    zwei    Variabein. 

In  einer  Gleichung,  wie 

u  =  f(x,y):=LC, 

worin  €  eine  Constante  bezeichnen  soll,  ist  y  eine  Funktion  von 
X,  daher  erhält  man  nach  §.  5.  III.  für  f}^<p(x):^x,  w=i(f(x)^y, 

we*n  man  bedenkt,    dass  dadurch  9<^)stl,    t/;(^)=y  und  diMi 

c=:0  wird,    die  Gleichung 

aus  welcher 
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f{y) 

♦  ♦  ♦ 

gezogen  werden  kann.  Die  Gleichung  fips)  -{-  f(^).y^=0  kann  eine 
Quotialgleichung  von  u=c  genannt  werden  and  auch  durch 
die   folgende: 

ersetzt  werden»   welche  man  aus  ihr  erhält»   sobald  man  ^a^  mit 

-  ♦ 

beiden   Seiten  derselben   potenzirt  und  fSr  ^ity  das  gleiobbedöo« 

tende  ^  setzt.  '  . 

§.  8. 
Höhere   Quotiale    und   Quotialderivirte. 

I.  Geht  in  einer  Funktion  tf  =  /'(ar)  das  Argument  x  in.  ^6.t 
über,  so  erhält  man  für  den  Quotienten  von  u  die  Gleichung 

geht  hierin  abermals  x  in  xBx  über,  so  ändert  sich  &u  in  Bu.BSu 
.    um,  so  dass  man   durch  Division  mit  0u  zu  dem  Quotienten  des 
Qnotienteg  von  u,    also   zum  zweiten  Quotienten  von  n,    nfimllch 
zu  Sßu,  gelangt.     Schreibt  man  dafür  abkürzend  ßhi,  so  ist  also 

&^u  =  f(x .  Sx^)  :f^x .  Sx)^ ,  f{x). 

Durch  Fortsetzung  dieser  Operation  ergibt  sich : 

®hi  =r  f{x .  Sx^) :  fix .  ®x^)^ .  f(x .  Sx)^ :  f(x) ,     . 

1    (^\  /">  (^\ 

e»u=f(x.  Sx^y''^ :  f(x .  Sx^-^r^ .  fix.  Sx^-^y'^ : . . . ./•(a:)(-i)". (j). 

II.  Bildet  man  von  der  Quotialderivirten  fijx)  Aner  Funktion 
u^f(x)  wieder  die  Quotialderivirte,  von  dieser  ebenfalls  u.  s.  f., 
80  erhält  man  eine  Reihe  von  Funktionen»  welche  die  :»feite, 
dritte,  u.  s.  w.  Quotialderivirte  von  f{x)  genannt  und  mit 

oder 

f(x),    f{x),.,.. 

2* 
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bezeicboet  werden  mögen.  Unter  Anwendung  des  Zeichens  X& 
können  diese  Funktionen  auch  durch 

ausgedruckt  und  dem  Frühereu  entsprechend  zweiter,  dritter  u.s.  w. 
Quotiallogarithmus  der  Funktion  u=z/{x)  genannt  werden.  Das 
Zeichen  X^.ldti  bedeutet  derogemäs^,  dass  in  dem  Quotialloga- 
rithmus A^ti  das  Argument  x  in.  xd^x  fibergeben,  der  geänderte 
Wertb  von  il^,  welcher  dadurch  erhalten  wird,  durch  den  ur- 
sprünglichen dividirt  und  von  diesem  Quotienten  der  Logarithmoir 
zur  Basis  ^x  genommen  werden  soll.  Geht  nun  x  in  x^x  über, 
so  wird  dn  zu  dn.d'hi,    mithin 

und  folglich 

X(dnd^) 


X'd'.X&u  =  X. 


X&u 


Berücksichtigt  man,   dass  dieses  Zeichen  die  Funktfon  u,  so  wie 
dass  Xdn  die  Funktion  u  bedeutet,   so  erhält  man  die  Gleichung 

,  Xid'ud'^ü)    ** 

X. 5 =  11, 


und  hieraus  weiter: 


also  auch 


X('&ud'hi)=  u.d'x^. 


'dnd^=:.(d'x*)^^''*^, 

und  hieraus  endlich,  wenn  man  für  ^u  seinen  Werth  ^x^  einsetzt, 
für  das  zweite  Quotial  von  u  den  Ausdruck 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man 


X(^u^^) 
^'     X'^ 


und  hieraus: 
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iH(  »♦(^**) 

u*  s.  w. 

III.    Schon  im  §.  3.  ist  die  Beziehung  angegeben,  pn  welcher 

die  Quotialderivirte  u  einer  Funktion  u  zu  dem  Differentialquotien* 
ten  u'  derselben  steht,    nämlich 

uu  =  xu',  • 

Ist  nun  u  selbst  die  nie  Quotialderivirte,   so  erhält  man  hieraus: 

in]  [n+l]  [n] 

u  .  u  =  x,(uY f 

welche  Gleichung  u  durch  Recursion  finden  lehrt.  Dadurch,  dass 
man  diese  Gleichung,  oder,  was  keinen  wesentlichen  Unterschied 
macht,  die  vorhergehende  quotiirt  oder  differentiirt,  gelangt  man 
zu  Relationen,  welche  dazu  dienen  können,  die  Quotialderivirten 
der  verschiedenen  Ordnungen  durch  Differentialquotienten  oder 
umgekehrt  diese  durch  jene  auszudrücken.  So  findet  man  durch 
Qootiiren  aus 


die  Relation 


woraus 


folgt,  mit  Hülfe  welcher  Gleichung  man  die  zweite  Quotialderi- 
virte aus  dor  ersten  und  der  Quotialderivirten  des  Differentialquo- 
tienten  von  der  ursprünglichen  Funktion  erhalten  kann.  Durch 
abermaliges  Quotiiren  der  vorigen  Gleichung  ergibt  sich 

•  4L4L  jf  jf     4-    «  ♦        ♦» 

U  U  -{-  U      M  =  (m')  (m  ), 

woraus  u   gefunden  werden  kann,  u.  s.  f. 


4- 

UU' 

=iXU' 

«  + 

:!+(«'), 

:1- 

*       *. 
-«  +  («') 

Dm  die  Differentialquotienten  u' ,  u",....  durch  Quotialderivirte 


*    »* 


u,  tt,....   auszudrücken,  wird  man  die  Gleichung  uu=:za:u'  oder 


* 


*u'^uu  mehrmals  differentiiren.    Man  findet  so  zunächst: 
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xv! — ttu  =  0, 

xvl'  +  m'  ~  u{%i)'  —  i«'tiac:0. 


lAius  der  erfiteo  dieser  Gleichungen  folgt  unmittelbar 

* 

,         ttU 


f 


* 


uDck  wenn   man  diesen  Werth  fiir  vi  y    sovrie  den  WerUi  fär  (u) , 
den  man  ebenfalls  hieraus   durch  Vertauschung  von  u  mit  u  er- 

hält,   nämlich  (11)'  = — ,  in  die  zweite  der  vorstehenden  Gleichun- 
gen  einfährt,    so  erhält  man  aus  ihr 

«''  =  — -5.(1  — «  — M), 

u.  s.  f. 

Es  kann  gefragt  werden,  wie  sich  {ü)'  und  (u'}  uoterseheidet, 
resp.  wie  si«  von  einander  abhängen.  Um  diese  Frage  eu  beant- 
worten,  bedenke  man,   dass  zufolge  einer  der  obigen  Formen 

(m')  =  m  +  m  —  1, 
sowie  dass   - 

*         u  u 
^  \       X 

ist.    Eliminirt  man   aus   diesen  Gleichungen  eine  der  Grössen  u 
#der  u,  BO  erhält  man  die  gesuchte  Relation,  nämlich 

oder 

u:(u')-x.(uy^u^--i. 

Diese  Gleichungen  sind  dadurch  ausgezeichnet,  dass  die  eine  aus 
der  andern  durch  Vertauschung  von  u  und  u  entsteht. 

IV.  Schliesslich  nHige  noch  der  Zusammenhang  erörtert  wer- 
den, welcher  zwischen  den  Differentialien  und  den  Quotialien  der- 
selben Grössen  besteht. 
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Der  geänderte  Werth  einer  Grosse  u  wird  eiuerseltB  durch 
u  +  du,  andererseits  durch  u^  angegeben;  sofctndiirt  mw  dab^ 
roo  diesen  beiden  letzten  Werthen  den  ursprunglichen  u,  $o  er- 
bält  man 

nod  dividirt  man  beide  durch  u: 

u  ■ 


§.  9. 
Anwendung  der  Quotialrechnung   auf  die  Bestimmung 

0         OB 

der  wahren    Werthe    von    r*    ^,   oo— >ao,  u.  s.  f. 

1.*  Nach  den  Regeln  der  Differentialrechnung  findet  man  den 
wahren  Werth   einer  Funktion  t7~t  för  das  Argument  d?a=a»   fiSr 

welches  sie  eine  der  unbestimmten  Formen  ^  oder  £-    annimmt. 


als 


0    ^'-"'    00 


Nun  ist  aber  sufolge  des  $.2.: 


l  * 

1  * 


mithin 


und  folglich 


V.  V. 


Wie  man  sieht,  dient  der  Faktor  ~ —  dazu,    die  Unbestimmtheit 


von   ^7— V    aufzuheben. 


t/;(a:) 
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Beiispiel.    Es  sei  (p(x):=itgnx'~nx,  if;(j?)  =  2^*tg9r^  i 
der  Wertb  zu  finden,  den  die  Funktion 

9>(ar) tgygj? — na: 

für  a;=0  annimmt,    woför  sie   unter   der    unbestimmten  Fom 
erscheint.    Man  findet 

w(x)  =  Vignx.-r-^-r-^Ttxx :  xignx  —  nxl  =  7—— — — :  > 


^^    -         '  sin27ra; 


mitbin 


♦  27r^ 


und  folglich 


4* 

welcher  Ausdruck  für  :r=0  in    7-  übergeht,    so  dass  also 

ißitX'—nx      TT* 
2x^ig7tx        6 
1=0 

wird. 

Sollte  sich  -5 —  selbst  wieder  auf  ä  oder  ^  reduciren, 
würde  der  wahre  Werth  hiervon  mit  Hülfe  von 

1 

gefunden,   und  mithin  erhielte  man  in   diesem   Falle: 


V.  V. 


g>M  _.  I  yw  y(ar)  5p(^ 

^(:r)       h(^y  l(^^)' *^\^)^  a 
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Durch  Fortsetzunf^  dieser  Schlüsse  gelangt  man  za  dem  Re- 
sultat,   dass  wenn  die  Funktionen 

<p(x),    ip(x),    9(ar),  ....  9(ar); 

^  »^t  [n-l] 

tKar),     tl;(x),     t/;(ar),  ....  ip(a:) 

QD(«r) 
sich  sämmtlich  für  x=a  annulliren,  der  wahre  Werth  von  nnr-v  gleich 

«  ««  [n— 1]  [nj 

<p(x)    (p{x)    <p(x)  fp(x)     q>{x) 


ist. 


II.  '  Om  den  Werth  der  Funktion  q>(x)  —  tl;(x)  für  ein  Argu- 
ment x=za  zu  finden  9  für  welches  q>(x)  und  ^(x)  unendlich  wer- 
den,  setze  man:  v 

g)(a?)  =  l.e5P(^), 

wodurch 

9(;r)  — i/;(ar)=l.^;j;5j 


wird.    Die  unter  dem  Logarithmuszeichen  stehende  Funktion  er- 
scheint alsdann  unter  d^r  unbestimmten  Form  ^,  und  ihr  wahrer 

Werth  ist  nach  1.  unter  Anwendung  von  §.  4.  No.  7,  c. : 

{  e9i^^ .  <p(x)  .  q)(x) 

mithin 


*       \    * 


V.  V.  [fp{x)-'H>{x)\  =  I  ( ^ V-^  )  . 

VV'(*).t/;(a:).ip(a:/** 

III.  Wird  9(a)=:0  und  '(f;(a)  =  Qo,  nimmt  also  ^(ar) .  if;(ar) 
für  a:=a  die  unbestimmte  Form  O.oo  an,  so  findet  man  den  wah- 
ren Werth  hiervon,  indem  man  if;(ar)  =  l:(l:t/;(a?))  setzt,  wodurch 
man  für  das  Produkt  q>{x).t\>(x)   den  Quotienten 

(p{x) 


1 :  '^{x) 

0 
erhält,  .der  nun  für  x=:a  unter  der  Form  jv  erscheint  und^  also 

nach  1.  bestimmt  werden  kann.    Man  findet  so: 
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w(x) 
if;(ar) 

Wird  9)(a)=i/;(a)=0,  so  erscheint  die  Funktion  q>(x)^^'')  fiir  x=a 
in  der  Form  0^;  zur  Bestimmung  des  wahren  Werthes  dient  jedoch 

V,  V.  ff>fa:)V'(*)  =  V.  V.  eV'(*)l9'(*) = v.  v.  e-^  • »  =  1  e^(*) •  15p(*)*  •  r^^f    • 

Auf  ähnliche  Weise  finden  sich  die  wahren  Werthe  der  Funk- 
tion cp(x)^^^)y  wenn  sie  fGr  a:=a  die  unbestimmte  Form  od^  oder 
1*^   annimmt. 

IV.  Noch  mögen  die  drei  folgenden  unbestimmten  Symbole  be- 
trachtet werden: 

O  OD  '1 

logO,      logQO,      logl, 

unter  denen  die  Funktion  \og(p{x)  auftreten  kann.     Nun  ist 

und  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  reducirt  sich  in   den  drei 
Fiülen  auf  ^  oder  ^y    Daher  wird  schliesslich 

V.  v.log9)(;r)=  It-— I    • 
Beispiet: 

V.  V.  Iogsina:=(a;cotga:)o=r^y^=  L 

XX=3.  O. 


§.  10. 

Beziehungen     zwischen  ~  einer     Funktion     und     ihren 

Quotialderivirten. 

I.  Ist  y=zf(a:),  so  stellt  h^^f{x)  die  Grenze  vor,  welcher 
sich  der  Logarithmus  des  Verhältnisses  zweier  auf  einander  folgen- 
der Werthe  der  Funktion,  dessen  Basis  das  Verhältniss  der  die- 
sen   entsprechenden   Wertbe   des   Argumentes    ist,   ebne '  find^ 
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iiäb»ii.  Bleibt  nun  die  Funktion  innerhalb  eines  gegebenen  Inter- 
valls stet%,  und  wird  sie  weder  Null  nocb  unendJich,  so  ist  in- 
nerhalb desselben :  * 

'0;y>l,    also  X^  oder  /(a:)>0,    wenn  y  wächst^ 

^<1,     „     l^y     „     /"(orXp,       „     y  abnimmt, 

und  umgekehrt.  Daher  ist  die  QuotialderiTirte  f{x)  sehr  geeig- 
net,   den  Verlauf  der  Funktion  ({ac)  näher  zu  prüfen. 

II.  .Nun   seien   A  und   ß    das    IVfaximum  und  Miniaram  der 

Quotialderivirten  ]\x)  innerhalb  des  IntervfiUs  von  0:=--  a  bis  x=^a.h 

und  fix)  selbst,  sowie  f(x),  innerhalb  dieses  Intervalls  continuir- 
licfa;    dann  ist 

/][a:)-J<0    und    /(o:)  — Ä>0. 
Setzt   man  hierin  a:=au,    wofür  l2lu_h  wird,    so   ist  ebenso 

/(««)— ^<0  und   /(ati)— Ä>0. 

Diese  beiden  Ausdrücke  sind  aber  die  Quotialderivirten  von 

Aau)      ^^^      /lau) 


f{a).u^    """    t(a).u^' 

Nach  1.  ist  die  erste  dieser  Grossen  abnehmend,  die  zweite 
wachsend  innerhalb  des  Intervalls  von  u  =  i  bis  u  =  h;  für  ii=sl 
haben  beide  den  gemeinschaftlichen  Werth  1,  mithin  ist  über- 
haupt mit  Ausschluss  der  unteren  Grenze  des  Intervalls: 

fiau)     ^ ,  flau) 


<1,      7/^-::B>h 


und  also   auch  für   t£  =  A : 

Da  nun  A  und  B  Maximum  und  Minimum  von  f[x)  =  f{au)  sind, 
so  ist  der  erstere  dieser  beiden  Ausdrücke  das  Minimum,  der 
letztere  das  Maximum  von 
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und  da  diese  Grösse  den  ohigen  Bedinguogen  zufolge  continuir- 
lieb  ist 9   so  gibt  es  einen  Wertb  x:=za.h^,  ffir  weleben 

f(ah)      ^  ^  ^ 

wird,  worin  X  eine  nicht  näber  zu  bestimmende  Grösse  ist,  welche 
zwischen  0  und  1  liegt.    Hieraus  folgt: 

/•(aA)=/][a).ÄW) 
oder  9  wenn  man  o:  för  a  schreibt, 

welche  Gleichung  an  die  Bedingung  geknüpft  ist,,  dass  die  Funk* 

tion  f{c),  sowie  ihre  Quotialderivirte  /(<y),  innerhalb  des  Intervalls 
von  a=ar  bis  a=:xh  continuirlich  und  endlich  bleiben,  und  ausser- 
dem f(ö)  nicht  verschwindet. 

Z.  B.  f[a)  =  e^,    wofür  f{a)^=a  wird.    Es  gilt  dann  fär  jedes 
X  und  h: 

Setzt  man  in  obiger  Gleichung  a=:l,  h^=x,  so  gilt  unter  densel 
ben  Bedingungen  für  das  Intervall  von  a=:l  bis  0=0:: 

/(^)=:/tl).a/(^^; 

für  f{a)  =  e^  also  z.  B.  wird 

e*=^e,x^*f. 
Als  weiteres  Beispiel  möge  dienen: 

f{e)  =  (l  +  (j)t ,    wofÖr  /r<f)  =  jx^    wird ; 

man   erhält  dann: 

kxh^ 


III.    Es    seien   Ä  und  B  das   Maximum   und   Minimum   des 
Quotienten  zweier  Quotialderivirten ,    nämlich  von 
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60  ist 


und  wenn  q>(a:)  für  alle  x,  welche  in  Anspruch  genommen  wer- 
den,  stets  positiv  bleibt,  also  ,(p(x)  eine  wacfhsende  Funktion  ist, 
anch 

f(x)  -  A^(x)  <  ü ,    Aar)  -  B^(x)  >  0. 

Nun  sind  aber  diese  Grössen  die  Quotialderivirten  von 

^^>    und     ^("> 


von  diesen  letzten  Ausdrücken  ist  daher  der  erste  abnehmend, 
der  zweite  wachsend,  wenn  x  wächst  Setzt  man  also  in  ihnen 
x.h  an  die  Stelle  von  x  und  dividirt  die  dadurch  erscheinenden 
nenen  Ausdrucke  durch  die  ursprünglichen,  so  wird 

A^.A)    >y(a:A)M  A^.A).  (y(a:.A))  * 

w(xk) 
nnd  wenn  man  Logarithmen  zur  Basis  — .—y  nimmt: 

(p{x .  h)  (p{x .  h) 

Die  Ausdrücke  auf  der  linken  Seite  der  Zeichen  ^  sind  aber 
Spezialisirungen   von 

f^^jA^.Ä)     AI). 

darch  dieselbe  Betrachtung,  wie  in  IL,  gelangt  man  daher  zu  dem 
Satze : 

9>ix.h)  ^ 

log         /y      V         =    "i f  U  Ar 1  »       . 

der  unter  denselben  Bedingungen  wie  I.  gilt,  nur  dasä  auMierdem 
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q>{(s)  eine  wachsende  Funktion  sein  miiss.  Statt  dieser  Gleichung 
kann  man  auch  eine  der  beiden  folgenden^  mit  dieser  gleichbe* 
deutenden   anwenden: 

Reduciren  sich  f(aü)  und  <p(.r)  für  o:  =  otq  gleichzeitig  auf  die 
Einheit»    so  erhält  man  insbesondere: 

und  insbesondere  für  a:o==l,    A  =  ^: 

m=<P(-r''    oder    T^(^='^^- 

Die  vorstehenden  Sätze  entsprechen  denjenigen  ^Sätzen  der 
Differentialrechnung,  auf  welche  man  das  Taylor'sche  und  Mac- 
lau rin'schen  Theorem  zu  gründen  pflegt.  Das  Analogon  zu  die- 
sen Theoremen  selbst  zu  finden ^  ist  mir  bis  jetzt  nicht  gelungen. 
Man  kann  vermuthen,  dass  das  Analogon  zum  Mac  lau  rin'schen 
Satze  folgende  Form  haben  werde: 


worin    fii ,  ^,  f^3>....    gewisse  von  der  Natur  der  Fanktion  /(jr) 
unabhängige  Coefficienten  sein  werden. 


§.  11. 
Maxima    und   Minima    der    Funktionen. 

1.  Sei  fix)  eine  Funktion«  welche  für  :r=|  ein  Maximum 
oder  Minimum  erreicht.  Da  sie  an  dieser  Stelle  vom  Abnehmen 
zum  Wachsen  oder  von  letzterem  sd  ersterem  übergeht,    und  sie 

wfioliflil,  so  kinge  f(x)  positiv  ist,  and  «Witimty  sobaU  /'(«^■ega* 
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negafiy  wird,  so.  mass  filr  j?=:$  die  Quotialderivirte  f{x)  das 
Zeichen  wechseln,  nnd  mithin,  falls  diese  Funiction  continuirlich  ist, 

Al)=o    . 

werden.  Den  Werthen  von  £,  welche  diese  Gleichung  befriedi- 
gen, können  demnach  Maxima  oder  Minima  /(£)  zugehoren.  Ob 
nan  /(|)  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  hängt  davon  ab,  ob 
Il3r  Werthe  von  h^  welche  der  Einheit  auch  noch  so  nahe  liegen, 
von   den   Ausdrücken 


m.h)  und  ;(|) 


der  erste  negativ  und  der  zweite  positiv  wird,  oder  umgekehrt. 

Beispiel.    Die  Zahl  a  soll  in  zwei  solche  Paktoren  zerlegt 
werden,  x  und  -»    dass  die  Funktion  Fix^  —^  ein  Maximum  oder 

X  X 

Minimum   werde. 

Man  hat  hier,  wenn  man  för  einen  Augenblick  -  mit  v  bezeichnet: 

X 

l\x ,  ^  =  h\x,  V)  -  F(x ,  V) , 

X  X  V  ^ 

und  die  Werthe  von  |,    Rir  welche  ein  Maximum  oder  Minimum 
eintritt,  sind  Wurzeln  dieser  Gleichung;   z.  B.  für 

a 

F(j:,  ^)=«5    ist   K=^,     /„  =  +  ?;. la-, 
mithin 

woraus   |=€    folgt. 

Für  diesen  Werth  von  x  findet  ein  Maximum  statt,  denn  der 
Ausdruck 


(:^)=?a- 


\x) 

X  ^  ' 


wird  negativ  für  X7=.e.h  und  positiv  für  ^  =  t-- 

IL    Soll  eine  Funktion  zweier  Variabein  wr^fix,  y)  ein  Maxi' 
mnm  oder  Minimum  werden,  so  kann  man,  ohne  die  Unabhängig« 
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keit  von  x  und  y  zu  sturen,  y  als  eine  willkührliche  Funktion 
von  X  ansahen.  Dadurch  wird  u  zu  einer  Funktion  von  x  allein 
und  mithin  muss  nach  I.  für  den  Fall  des  Maximums  oder  Mini- 
mums der  Quotiallogarithmus  von  u^  nämlich 

sein.    Wegen  der  Wilikcihrlichkeit  von  y  und  in  Folge  dessen  von 

* 

y  spaltet  sich  diese  Gleichung  aber  in  die  beiden  folgenden: 

aus  welchen  die  Systeme  von  Werthen  .r  =  |,  ^=17  hervorgehen» 
welche  u  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen.  Das  Krite- 
rium, ob  ein  solches  System  ein  Maximum  oder  ein  Minimum 
liefert»  ergibt  sich  leicht  aus  dem  bei  I.  Angewandten. 

§.  11. 
Geometrische  Betrachtungen  über  die  Quotialderivirten. 

I.  Ist  yz=f(x)  die  Gleichung  einer  Curve,  so  bedeutet  das 
Quotial  '9;^  das  VerhSitniss  zweier  unmittelbar  auf  einander  folgen- 
den Ordinaten'und  d'X  das  Verhältniss  der  diesen  entsprechenden 
Abscissen.    Nun  ist  aber  in  Folge  des  §.2.: 

d^yz=zd^xy; 

man  erkennt  daher»  dass  die  Quotial derivirte  der  Ordinate  der 
Exponent  ist»  mit  welchem  man  das  Verhältniss  zweier  unendlich 
wenig  verschiedener  Abscissen  potenziren  muss»  um  das  Verhält- 
niss der  ihnen  entsprechenden  Ordinaten  zu  finden.  Dieser  Expo- 
nent lässt  sich  aber  noch  bestimmter  deutelt.  Bedeutet  nämlich 
y'  den  Differentialquotienten*  der  Ordinate»  so  ist  die  Subtangente 

St  =  y:y'. 
Verbindet  man  hiermit  die  Gleichung 


so  folgt 


W  =  ^y> 


x:St=^yf 


woraus  sich  die  Bedeutung  der  Quotialderivirten  y  ergibt.  Sie 
stefit  nämlich  das  Verhältniss  der  Abscisse  zur  Subtan- 
gente dar.    ^  . 
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För  die  gemeine  Parabel  y^zupx  z.  R.  ist  2y=l  oder  y=i> 
mithin 

a::Äf  =  l:2. 

n.  Die  Fläche  F  der  Curve  yz=zf(x)y  welche  von  dem  Bogen 
derselben,  der  Abscissenaxe  und  zwei  Ordinaten  begrenzt  wird, 
deren  Abscissen  tt  und  x  sind,  wird  gefunden  durch  das  Integral 


F^  C'  ydx. 


Bedeutet  P  den  Differentialquotienten  dieser  Fläche ,  so  dass  also 
F'=y  ist,    60  bat  man  nach  §•  2.: 

*      xF'      xy 

Es  stellt  also  die  Quotialderivirte  der  Fläche  einer  ebenen  Curve 
das  Verhältniss  des  Rechtecks  aus  Abscisse  und  Ordinate  des 
Endpunktes  des  die  Fläche  begrenzenden  Bogens  zur  Fläche  selbst 
dar.  Ffir  die  Parabel  ist  iP=|arjy,  wenn  die  Abscissen  vom  Schei- 
tel an  gerechnet  werden,  mithin  jP=:  }.  Hieraus  folgt  för  das 
Flächenquotial: 

lU.  Bedeutet  Qx  den  Querschnitt  eines  Körperraumes,  wel- 
cher senkrecht  zur  Abscissenaxe  geführt  ist,  so  ist  das  Volumen 
desselben 


=/ 


X 


und  der  Differentialquotient  des  Volumens,  wenn  blos  x  sich  ändert, 

F'  =  ©X. 
Nun  ist  aber  nach  §.  2.  die  Quotialderivirte  desselben 

V-      y    . 

mithin 


Es  stellt  also  die  Quotialderivirte  V  des  Volumens  V  das 
Verhältniss  eines  Cylinders  von  der  Basis  Q  und  der  Höhe  x  zum 
Volanoten  selbst  dar.  • 


Thcil  XXV. 
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Weiteres  über  diese  und  ähnliche  Betrachtungen  in  den 
und  20. 


§.  12. 

Begriff  des    Instaurals. 

Ist  f(x)  die  Quotialderivirte  von  F{a;)  und  g>  eine  geg 
Einheit  convergirende  Grosse ,  so  hat  man  nach  §.  %: 


mithin 

wo  ^  eine  positive  oder  negative  Ergänzung  ist,  welche  vers 
det,  wenn  o»  in  die  Einheit  übergeht.    Hieraus  folgt: 

Setzt  man  nun  in  dieser  Gleichung  der  Reihe  nach 

:r=a9     aoDif    aoojOa»    00)1^0)20039  .•.•  00)1^0020)8....  con—i 
und  zugleich 

0)=0)|,      0)29      0)3,      OO4,  ....  OO119 

und  bezeichnet  die  diesen  Werthen  zugehörigen  Ergänzungen 
so  erhält  man  folgendes  System  von  Gleichungen: 

F(a, ooioa^)  ft„  ,» ^       0 

F(a. (Ol (0^)         ^  '    ' 


Jr  (a#  0)1 0)20)3 ....  oon— 1; 
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unter  der  Voraussetzung  nun,  das«  die  Funktion  F(a:)  con- 
tinuirlicb  sei  und  nicht  innerhalb  des  hier  in  Anspruch  genomme- 
nen Intervalls  verschwindet,  heben  sich  bei  der  Multiplication 
dieser  Gleichungen  auf  der  linken  Seite  die  Nenner  gegen  die 
ihnen  gleichen  Zähler  bis  auf  den  letzten  Zähler  und  ersten  Nen- 
ner weg,  und  es  bleibt  blos: 

F(a .  (Ol  a)2<0a  . , , ,  (On)         ,,  ,        ^ 

Setzen   wir  nun 

a  .  C0|  a>2C03  . . . .  OOn  =  6 

und  lassen  alle  o  gegen  die  Einheit  convergiren,  aber  gleichzei- 
tig n  so  wachsen,  dass  b  einen  festen  endlichen  Wertb  behält, 
so  geht  die  vorstehende  Gleichung  über  in  die  folgende: 

w-v  ===lim:{  (»,/^o).a)a^(«">i). a)3/(<*«iö>»). ...«„/(«*'»'*«»••••  «B-iU,  (l) 

weil,   wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann, 

lim (wi^* .  0)2(*« .  ©iCi ....  cö»'»)=  1 
ht    Die  Grossen  co  sind   nur  in  soweit  von    einander  nicht  unab- 
hiogig,   als  ihr  Produkt  sich  der  Grenze  —  nähern  miufs,  während 

jede  gegen  die  1  convergirt  und  ihre  Anzahl  in's  Unendliche  wächst. 
Da  diese  Bedingung  diese  Grossen  nicht  selbst  bestimmt,  so  kann 
sie  auf  unzählige  Arten  erfüllt  wer/ieo,  insbesondere  auch  dann, 
wenn  man  alle  einander  gleich  setzt.  Ist  in  diesem  Falle  o  ihr 
gemeinschaftlicher  Werth,  so  erhält  man  statt  der  Gleichung  (1) 
die  etwas  einfachere: 

F(a) 

Für  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (l)  oder  (2)  möge  nun  eine 
kürzere  Bezeichnung  gewählt  werden.  Sie  erscheint  nämlich  als 
die  Grenze  eines  Produkts  von  Faktoren,  deren  jeder  sich  der 
Einheit  nähert,  während  ihre  Anzahl  ohne  Ende  wächst.  Ein 
solcher  Faktor  hat  die  Form 

3* 
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Setzt  man  hierin  das  Argument 

so  würde  das  im  folgenden  Faktot  vorkommende  geänderte  Argument 

a,(0iCD2^a  ••••  G)8— i«o>s  =  (T.a)s 

sein,  und  also  Os  den  Quotienten  von  a  bedeuten,  der^ach  §.  2.  mit 
Bö  zu  bezeichnen  ist.    Daher  wird  ^ 

die  allgemeine  Form  aller  Elementarfaktoren  jenes  Produkts  und 
dieses  selbst  also  durch 

b :  (o 
a 

bezeichnet  werden  können,  so  dass  man  also  erhält: 

^  =  lim .  Il®isS^^\ 

Das  Zeichen  lim.  bezieht  sich  hierin  auf  die  unendliche  Annähe- 
rung des  Quotienten  Bc  an  die  1;  es  ist  also  diese  Grosse  im 
Moment  der  Vollendung  des  Grenzenuberganges  das  Quotial  ^tf. 
Die  Grosse  6:00»  geht  in  diesem  Momente  in  h  über.  Mit  Weg- 
lassung des  Zeichens  lim.  möge  diese  Gleichung  in  der  folgenden 
Weise  geschrieben  werden: 

so  dass  das  Symbol  P  die  Forderung   des    Grenzenüberganges 
ausdrückt. 

Der  durch  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (3)  bezeichnete  Grenz- 
werth  möge  nun  das  bestimmte  Instaural  der  Funktion 
f(fc)  innerhalb  der  Grenzen  X'=:a  und  xr=.b  genannt  wer- 
den.   Diese  Grosse  wird  also  deünirt  durch  die  Gleichung 

P^0n<f)  =  lim .  ( a)i/(«) .  o)/(«»i) .  oi^fiawi^^) ....  »«/(««iWa—cö^^i) } 

a 

r  *i 

[a)iCt)2a)a....a>„=  -] 

oder  auch  durch  die  folgende  speziellere: 
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a  • 

r    "       *i 

oder  endlich,    wenn  F{x)   diejenige  Funktion  Ist,   deren  Qootial* 
derivirte  /(o?)  ist,    durch 

o  /'(ff) 

BetracMbt  man  die  obere  Grenze  b  des  bestimmten  Instaorak 
als  variabel  und  bezeichnet  sie  mit  x,  so  wird  das  Instaoral  selbst 
eine  Funktion  von  x,   nämlich 

Quotiirt  man  nun  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach  x^  so  wird 

A^.P^<y/(<')  =  /(a:), 


oder,  weil  nach  der  am  Anfange  dieses  Paragraphen  getroffenen 
Bestimmung 

F(x)=^m 

ist, 

If^  .P&an*')  -  fix). 

a 

Sucht  man  also  eine  Funktion  y  von  x,  welche  der  Gleichung 
genügt : 

80  kann   man  für  y  nehmen : 

*  F(x) 

^  a  ^(«) 

worin  C  eine  beliebige  Constante  bedeutet,  welche  zugefügt  wer- 
den darf,  weil  sie  durch  Quotiation  wieder  wegfällt.  Die  untere 
Gränze  a  des  Instaurals  ist  hierbei  gleichfalls  beliebig;  denn  wenn 

t*{x)r=z  f{x)  ist,  so  genügt  der  Gleichung  der  Ausdruck    C.  vy— r» 

was  auch  immer  F{a)  für  einen  Werth  haben  mag.  Eine  Funk- 
tion, welche  überhaupt  der  obigen  Gleichung  genügt,   möge  mit 

.  P^xf^*) 
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bezeichnet  und    das  unbestimmte    Instaurai    der  Fuukti 
f(x)  genannt  werdei^     Dasselbe  ist  also  mit  C.F(a:)  gleichbed 

tend,   wenn  i\x)—f\x)  ist. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (1): 

^Xa)  =  yo»    FM=yi  >    ^(a2)  =  y2 F(a„-i)=y„-i; 


so  ittt: 


lim.(a|/(«)      =&f{a)       =lim.^, 

lim.  ©./(«.)     =^f{a^)      =:lim.^. 

Vi 

lim.a)3/(«^)     =M«2)      =lim;^, 

^2 


lim  a)„/(«„_i)  =  0/(ö„-i)  =  -^  ; 


mithin  unter  Rücksicht  auf  (1): 

I 

F{b) 


^(a)  \yo  Vi   Vi         yn-\J       ^0     ^1     ^a         y      ß 

Diese    Gleichung    stellt    die    eigenthumliche    Bildungsweise 
Verhältnisses   jr— ^  zweier  Spezialwerthe  der  Funktion  F(a:)  du 

das  bestimmte  Instaurai  dar,  nach  welcher  dasselbe  als  die  Gre 
des  Produkts  der  continuirlich  auf  einander  folgenden ,  zwiscfc 
liegenden  Verhältnisse  erscheint,  welche  sich  sämmtlich  der  1 
heit  nähern,   während  ihre  Anzahl  ohne  Ende  wächst. 


§.  13. 

Mit  Hülfe  der  im  vorigen  Paragraphen  angewandten  Betri 
tungen  kann  man  leicht  die  beiden  in  §.  10.  IL  und  Itl.  entwicke 
Sätze  beweisen.  Sind  nämlich  f(ä)  und  /{ß)  der  %rüsste  und  kleii 
Werth,  den  f(a;)  innerhalb  des  Intervalls  von  x=za  bis  x  =  ö 
reicht,  so  erhält  man,  indem  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung 
des  vorigen  Paragraphen  an  die  Stelle  der  Funktionalwerthe  / 
f(a(o),  f(aco^),..,,  f(am^-^)  einsetst:  ^ 
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lim .  a^(ß)  <  ö-^  <  lim .  »•»/(«) 


oder ,    weil 


lim .  00«  =  - 
a 


ist. 


Hieraus  schli^sst  man,    dass  es  einen  Werth  |  zwischen  a  und  6 
gibt,  far  welchen 

F(6)       /6Y(^) 


Fi 


2l  ^  {"Vi 


wird,    oder,   weil  $=a.  (  —  J    gesetzt  werden  kann,  wo  X  zwischen 
0  and  1  liegt,  dass 


a)       \aj 


b\X. 


F(b)       /6Y0^ 


ist.    Setzt  man  hierin  schliesslich  —=:h,  also  6  =  aA)  und  multi- 

a 

plicirt  beiderseits  mit  F(ä),    so  erhält  man,    weil  f\x)^F{pc)  ist, 

dasselbe  Resultat,    welches  in  §.  10.  II.  gefunden   wurde,    wobei 
nur  a  an  der  Stelle  von  x  steht. 

Wendet  man  die  Gleichung  (2)  des  vorigen  Paragraphen  zur 
Entwickelung  von 

F{ah)         ,    (p(ah) 

an  und   bildet  die  Grösse 

m  F(ah) 
log-^^, 

90  erhält  man   für  sie  den  Ausdruck: 

lim  .  J  logarithm.  a)^a)+F(att))+>taw»)f  .M.+Aaa>"~^  5  ' 

oder  unter  Umwandlung  der  Basis  dieses  Logarithmus  den  folgenden: 


I 
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,.       /(o)  +  /(ao))  +  /(aw«)  +  ....  +  /(aa)«-i) 
lim .  -^ ^ j 5- —  • 

q>{a)  +  9(00)  +  g>(a(o2)  +....  +  g>(a(o«-*) 

Nach    einem    bekannten  Satze  über    die  MittelgrSssen  kann  man 
aber  hierfür 

schreiben,  wo  |  zwischen  a  und  6  liegt.  Setzt  man  |=a.f  O  =a.Ä^ 
und  links  für  b  das  gleichlautende  ah,  so  erhält  man  schliesslich: 

wie'  in  §.  10. 

Man  kann  diesen  Satz  auch  folgenderroasseu  ableiten: 

Aus  §.  12.  (2)  erhält  man  nämlich ,  wenn  man  für  o  seinen  Werth 
1 

=^h^  einfuhrt    und    die    Bedeutung  des  Funktionszeiehens  / 

berücksichtigt: 

-g^=lim.A» 

q>(ah)  -  (  g>{a)  +  9)(öft))  +  5P(ött)*)  +  ....  +  9;(aa)"~  ) ) 

— j-T-  =  lim .  A" 

Nimmt  man  nun  von  beiden  Seiten  der  zweiten  Gleichang  Loga- 
rithmen zur  Basis  h,  so  erhält  man  welter: 

h      q)(ah)  \     *  -¥  * 

log .  —7^  =  lim  ^  { q>(a)  +  g>(aw)  +  ....  +  g)(ao)«-i) ), 

und   wenn    man    mit   beiden   Seiten  dieser  Gleichung  die  beiden 
Seiten  der  ersten  von  den  beiden  vorstehenden  radicirt: 


J  F(ah)  _ 


A?(«)+5P(aö))  -f ....  -f-  9)(aa)        ) . 


Die  Grenze  rechter  Hand  ist  aber  in  Folge  obiger  Betrachtang 
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mithin  schliesslich: 


V 


F(a) 
oder,    was  dasselbe   ist, 


=  h9^^  >  , 


y(«ft) 

wie  man  sogleich  sieht,  wenn  man  Logarithmen  zur  Basis  A  nimmt, 
diese  aber  nachher  in  solche  fär  die  Basis  ^-r  umsetzt. 


§.  14. 
Einige  Beispiele  zu  §.  12. 

L    Sei  /*(a;)  =  fi,  so  wird 

*  b 

P^cf^o)  =  lim .  CO«/' ,      CO»  =  - ; 

a 


mithin 


a 

II.     /^;i:)  =  lar. 

»(n--l) 
*  «-1  .     1.« 

P^tfW  =  lim.(ol«+l.a«+l.«»*+-...+l.«ö    ^=lim.o)l(«  •«       ) 

a 


III.    f(x)==a:. 


a 


co"— 1  -  -       *  »**— * 


p^tf<^  =  lim .  i»«+««+a«*+....-hiü)"-^  =  iini  i»*i;:ir  =s lim . (-)  '"  "^"^ 


r-=(f)'- 


*43  Schell:    ßrufuhäge  einer  neuen  Methode 


§.  15. 

Zusammenhang    zwischen    der    Instauration    und   Inte- 
gration. 

Sei  F{:c)  das  unbestimmte  Instaural  von  fix),  also  f{x)  die 
Quotialderivirte  von  F(ar),  so  dass  man  bat  x.  j  = /(a:). 
Hieraus   erhält  man  durch  Integration 

wo  C  eine  willkShrlicbe  Constante  bedeutet,  und  mithin 

F{a)-^ 

t\b)        * 
Andererseits  iert   aber    -f^  =  P^afi^) ,    durch  Gleichsetzuns  bei- 

^W         a 

der   Resultate    erhält    man    daher   die    Relation 


h  a 

P^am  =  e 


f'f^äa 


Nimmt    man    beiderseits    natürliche   Logarithmen    und    setzt 
f(a)=:ß,q>(a),  80  kommt  noch: 


/ 


/b  b 

<p(a)d0  =  16g.  nat.  P^a"^  •  9^^). 

a 

So  ist  z.  B. 

1  1,1,1. 

^  da    ...  ....  V    .  ^^Jh      I  ..        ifl"*"uTr^"*"ifl4-2iöi'*'""'^ 


,   =li(a:)~li(a)=I.P^<yl*'  =  l.lim.a)l"  1«+!"'  1"+*^"   '      l«+^=5l« 
a 


X 

a 
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y^  '  ~rftf=Si(ar)-Si(«)=r:P^<i»*"". 

a 

/x  cos  ß  * 

^^rftf=  Ci(.T;  -  Ci(a)=  I .  P^tf  *»"' , 


u.  s.  f. 

Es  ist  leicht  zu  sehen ,  wie  maD  die  Instaurale  zur  nSherungs- 
weisen  Berechnung  bestimmter  Integrale  benutzen  kann;  zu  die- 
sem Zwecke  dient  am  leichtesten  die  Gleichung 

/       q>(a)dö  =  If -J . -t<p(a)+o)g>(aa))+a)*9(a(D*)+..+a)*-*^a(o*»-^)|,      * 

a 

H 

wenn  mau  darin  fOr  n  eine  grosse  Zahl  und  a)=V  —  setzt. 


§.  16. 

Ist  A  das  arithmetische  Mittel   aus  der  continuiirltclien  ReiKe 
von  Funktionaiwerthen 


deren  Anzahl  n  so  wächst,    dass  nö=:b  —  a  bleibt,,  so   hat  man 


(b-'a)A=r    f(a)da. 


Bedeutet  in  ähnlicher  Weise  Cr  das  geometrische  Mittel  aus  den 
Werthen 

för  wachsende  n,  aber  so,  dass  q)'>=—   bleibt,   nämlich  ist 

a 

n    ' 

G  =  V/l[a) ,  fiaco) .  /(aco«) ....  f(aa>*-^) , 
so  hat  man 


oder 


wegen 
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§.  17. 
Reduktionssätze    für    Instauralien. 

1.  Es  ist 

P^tf^  J^o)  -=  lim .  o)4r(«)  +  4f (««)  4-  ^/(ao)«)  + .... + 4f («w»  *) 

a 

=  (lim .  cof («)  +/t«««')  +  ....+/Caa>»-^)^ , 

mitbin 

d.  h.  der  constante  Factor  tritt  als  EzponeBt  über  das 
Instaaralzeichen. 

II.  P^tfy(<')+^(<')=lim.i»[y(«)4-V'(«)]+r9'(««)+V'(öö>)]+...+[5P(««""^)+V'(«^^ 

a 

= lim  ((»5P(«)+5P(«<«>)4-...+9>(«ö>"~'*) .  a)V'(«)+V'(«»)+...+if>(oa»""~*)    - 


mitbin 


= lim  cöSPi«)+SP(«»)+-+9'(««>''  ^ .  lim  w V(o)+V'(«")+...+^(«»*  ^, 


ft  ft  A 


d.  h.  das  lustaural  von  der  Summe  zweier  Funktionen 
ist  das  Produkt  der  Instauralien  von  den  e-inzelnen 
Summanden. 

III.  Ebenso 

b 
a 

d.  h.  das  Instaural  von  der  Differenz  zweier  Funktionen 
ist  das  Instaural  des  Minuenden  dividirt  durch  das 
Instaural  des  Subtrahenden. 
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IV.    In  Folge  $.  4.  7)  ist,  wenn  v  and  tö  Funktionen  von  irsiod/ 


mithin 


Setzt  man  hierin  v  an  die  Stelle  von  v,   also  auch  P^d^  an  die 
Stelle  von  v,   so  kommt:  ^ 

(P^tf»)*  =  P^<y«^ .  P'^tf«'»!  (^^*) , 
und  hieraus  folgt: 


Pd'^vHiP^^) 


In  den  Anwendungen  entspricht  diese  Formel  der  Formel  fiir  die 

partielle  Integration.     ,Weil  ^tfX'^:^»)  ist,   kann  man  sie  auch  so 
schreiben : 

P^tf».w=: ^ 


p^tci.(p^*'r 


V.    Mit  Hülfe  der  Substitution  kann  ein  complicirtes  Tnstau- 
ral  vereinfacht  werden.     Es  sei  z.  B.  zu  bestimmen  das  Instaural 

P-Ö'<y/(SP(<')) , 

so  setze  man  9>((r)  =  ti)   und  kehre  diese  Funktion  um»   so  dass 
man  erhält: 

tf=i(;(tt). 
Qnotiirt  man  nun  diese  Gleichung,   so  kommt 

und  dadurch  geht  das  gegebene  Instaural  in  folgendes  über: 

P'9'tt/(«)-W, 

welches  in  vielen  Fällen  mit  Hülfe  von  IV.  leicht  gefunden  wird. 
Nach  Ausföhrung  der  Rechnung  hat  man  für  u  seinen  Werth  q>{a) 
ZQ  restituiren. 

§.  18. 
Mit   Hülfe   der  in  §.  15.  und  §.  17.   entwickelten  Relationen, 
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zum  Theil  andi''  durch  unmittelbare  Umkellrimg  der   Formeln   in 
§.3.,  gelangt  man  zu  folgenden  unbestimmten  Instauralien : 

1)  P^x''  =  C.x^, 

2)  P^x^=z  C.e«*. 

o  Hl 

3)  P^a;«*"'=C.e™'   . 

Die  letztere  Formel  wird  für  m=0  unbrauchbar,  indem  die  rechte 
Seite  die  unbestimmte  Form  C.e^^       annimmt.    Sondert  man  aber 

a 

von  der  Constanten  C  den  Faktor  e    '"ab,    so  ergibt  sich: 

'  und  wenn  "man  jetzt  den  wahren  Werth  des  Exponenten  -—A 

für  m  =  0  nach  §.9.  bestimmt,   so  erhält  man  aus  ^ 

,^    mx^Ax 

znax^Ax 

m 

Rlr  m=0  den   Werth 
mithin  schliesslich : 

wie  in   der  ersten  der  obigen  Formeln. 

5)  P^Ä*l*=:^. 


6)  P'^ar^*=l^^***^*=C.la?. 

X 

7)  P^a:l'=C.c'"-*}- 

8)  P*a;""'=C.e*'^*^ 
0)  PÄr'""'.*==C.<>^'"''. 


■  *  ■  • .   . «  < ' 
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10)  P^aj*«*«*=3C.6-^»*. 

11)  P'^a:*<^««*=C.e""'. 

12)  P'^a;*»g*=-^^. 

13)  P^a:'<^ö*«*=C.sinar. 

14)  P^^«+**=C.V^a  +  Äa:. 

16)  P^a^'+/S'*'=  e.  e¥  ""'^  «*. 


17)  /^*-4''=C.  (g|)"^. 


u.  s.  w. 


§.  19. 
Einige    geometfisch«   Aufgaben.  # 

I.    Für    welche   ebenen  Cürvei^  ist  das  Vetb&ltniss 
der  Abseisse   zur  Sübtangente   constant? 

Sei  m  der  eonstante  Werth  dieses  Verhättnisses,  so  dass 

a; :  Sf  =  m 

zu  setzen  ist.    Nach  §.  11.  ist  aber  dasselbe  =^>  mithia  jst  . 

voraus  durch  unbestimmtes  Instauriten   folgt: 

I^ie  Familie   der  Parabeln   genügt  also  der   Aufgabe,    wenn  der 
Anfangspunkt  der  Abscissen  auf  äet  Curve  selbst  liegt. 

Man  sieht,  in  welcher  AVeise  die  Instauration  den  Weg  der 
Rechnung  vermittelst  des  Integrirens  in  soweit  abkürzt,  als  dieser 
durch  logarithmische  Funktionen  führt. 
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Der  Sinn  der  Gleichung  y  =  m  oder  def  daraus  abgeleiteten 
^zri^x^  ist  der,  dass  die  auf  einander  folgenden  Or^inaten  einer 
Curve»  welche  der  Aufgabe  genögt,  in  einem  zusammengesetzten 
Verhältnisse  zu  ihren  Abscissen  stehen  müssen »  dessen  Expo- 
nent constant  und  =m  ist. 

IL    Für  welche  Curve  ist  die  Subtangente  oonstant 


Man  hat  hier 

*        X 

^       a 
also  sofort 

X 

als  die  Gleichung  der  gesnchten  Curve. 

in.    Soll  die   Subtangente  eine  gegebene  Funktion 
/{x)  der  Abscisse  sein,    so  hat  man 

*         X 
und  folglich 

X 

^  yz=C.P^xfi'); 


!.  B.  Wr  f(x)  =  aAC^J   wird 


X         1 


y—C.P^xa\r*y 

X 

Setzt  man  — =:z,   wodurch  ^x=d'z  wird,   so  geht  das  Instanral 
rechter  Hand  über  in 

z 

p^2^*=e'i^*^   mithin   wird  y=C.«-K|). 

rV.     Soli    die    Subtangente    eine    Funktion  /*(y)    der 
Ordinate   sein,    so  hat  man  zu  setzen: 

^         X  ^ 

mithin,  wenn  man  ^x  mit  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  potop^ 
zirt  und  ^^»  =  %  setzt: 
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nod   hieraus  folgt 

C  P^iy)  =z  e* 

als   Gleichung  der  gesuchten   Curve. 

V.    Die   Curve   zu  finden,    für   welche  der  Bogen  $ 
ein:e  gegebene  Funktion  ^(t)  des  Tangentenwinkels  r  ist. 

Betrachtet  man  die  Coordinaten  o?,  y  eines  Punktes  der  Curve 
als  Funktionen  von  t,  so  hat  man :  • 

do!       ds 

j""  2s  jT  •  cos  T, 
or       dt 

dy     ds   .    , 

dx     dti     ds 
oder,  wenn  man  fär  3~'  ^'  ^- die  gleichbedeutenden  Ausdrücke 

a?a;      yy      «« y  (t)  y  (t) 


T  T  T  T 


setzt : 

XX  =  «5 .  cos  r  =  (]p(t)  9(t)  .  cos  r , 

yy  r=  55. sin r  =  9)(t)  ^(r) .  sin  r ; 
and  hieraus  folgt  durch  Instauriren  nach  r: 

^y  =  C .  P^T««  •  sin  r . 


ans  welchen  Gleichungen  man  noch  r  zu  eliminiren  hat,  wenn  man 
zu  eiser  Gleichung  für  die  gesuchte  Curve  zwischen  x  und  y  ge- 
langen will.    Z.  B.  för  1  =  0(2+0   ^*^^  '~^r *  ^^^'^  w=«t, 

mithin 

Nimmt  man  Logarithmen  und  schreibt  weiter  c,  c'  statt  IC,  IC, 
90  kommt: 

Theil  XXV.  4 
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y— c'  =  --acosr; 
und   wenn   man   quadrirt  und  addirt: 

VI.     Den  Bogen  s  einer  ebenen  Curve  als  Fanktion 
des    Tangenten  winkeis    r    darzustellen. 

Seien 

•  ■• 

die  Gleichungen  der  Curve,  so  dass  q>  und  i\>  zwei  gegebene  Funk- 
tionen bedeuten,    so  ist  nach  dem  Vorigen 

* XX        m 

cosT      sinT* 

mithin,    wenn  man  inst^urirt: 


wird   f  =  fo    ^^^   i^=^o>    ^^   erhält  man    hieraus: 

woraus  denn   weiter  s  gefunden  wird. 

VII.  Die  Curve  zu  finden,  fiir  welche  der  Kröm 
mungshalbmesser  q  eine  gegebene  Funktion  des  Tan 
gentenwinkels  r  ist. 

Man  hat  mit  RGcksicht  auf  die  Entwickelungen  in  VI.: 
rf« M __    XX    yy  y.x  • 

C?T~"  T         TC08T"~T»ilir         iSt.T.SlUT' 


mithin : 


•K  4- 

.'r.t:  =  ^.TCosr,    y^  =  ^.rsinT, 


welches  die  Gleichungen  der  gesuchten  Curve  sind. 

VIII.    Nach  §.  11.  stellt  die  Quotialderivirte  der  Flidi#  ^\xm 
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Ciirve»    welche  zwischen  zwei  Ordinaten,    der  Abscisseoaxe  und 
dem  kraramen  Bogen  enthalten  ist,   das  Verhältniss  eines  Recht- 
ecks aus  der  Endabscisse  und  Endordtnate  zur  Fläche  selbst  Aw^ 
d.  h.  es  ist 


P=:^  oder  F/'=ary. 


Hietnit  kann  die  Aufgabe  gelost  werden: 

Die  Curve  zu  finden,  deren  Fläche  zum  Rechteck  xy 

ein  eonstaptes    Verhältniss    hat.    Ist  nämlidi    ~7^   der 
Werth  dieses  Verhältnisses,    so  hat  man: 


also 


und  daher 


und  also   ist 


% 


/=:il/  +  I, 


*'=C.a:»'M 


j?y  =  (m+l)C««^", 


/ 


die  Gleichung  der    gesuchten  Curve. 

Die  Gleichung  der  Hyperbel  in  Bezug  auf  ihre  Asymptoten  ist 

mithin  ist  ffilr  diese  Curve 

Instaarirt  m%m  beide  Seiten  dieser  Gleichung,  so  kommt 
Soll  die  Fläche  für  x:=:k   verschwinden,    so  erhält  mau 
und  folglich  durch  Division  der  vorigen  Gleichung  durch  diese: 

«'=(f)*" 

Nimmt  man  jetzt  natürliche  Logarithmen,  so  gelangt  man  zu  dem 
bekannten  Satze,   wonach  fOr  die  Hyperbel 

4* 
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■=*''6) 


Ist. 


IX.  Id  Folge  der  Betrachtungen  des  §.11.  erhält  man  für 
das  Volumen  eines  Rotationskörpers  um  die  :r-Axe,  wenn  y  die 
Ordinate  der  rotirenden  Curve  ist» 


F.^= 


,1 


nxy 

so  dass  also  die  Quotialderivirte  des  Volumens  das  Verhältniss 
des  umschriebenen  Cylinders  zum  Volumen  des  KOrpers  darstellt 


Soll  also  z.  B. 


^=m  +  l 


sein,  wo  m  eine  Constante  bezeichnet,  so  wird 

und  folglich 

»afy«=  (m  +  1)  C.ar'»+* 
oder 

die  Gleichung  der  rotirenden   Curve. 

§.  20. 

Die  Fundamentalprobleme  der  Bewegung  eines  Punktes. 

Betrachtet  man  die  vier  Grössen :  die  Zeit  i,  den  Raum  $,  die 
Geschwindigkeit  t?-  und  die  beschleunigende  Kraft  9  sämmtlich 
als  Funktionen  einer  fünften  Grosse  a  und  bezeichnet  dite 
rentiationen  nach  u  durch  angefügte  Accente,  so  ist 


^  =  ?'     9>  =  <T=    ~j, --r- 


Setzt  man  hierin  für  t\  t\  v'   ihre  Werthe  durch  die  Quotiaide- 


rivirfen  t,  s,  v  ausgedrückt,    nämlich 


#  #  # 

o  a  cc 


so  erhält  man: 
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SS  V   V       r*  © 

^   t  ^    t  *     5 


Es  sei  nuD 


1)  s=iF{t)  gegeben»  so  wird,  weun  man  u^t  setst,  wodurch 
1=1   wird: 

s*     F(t).P(t) 

2)  v=:F(t),   so  wird  unter  derselben  Annahme  €is:t: 

ss  —  v.t—t.F(t), 
h\$o,   wenn  man  instaurirt: 

wobei  C  durch  den  anfänglichen  Ort  des  Punktes  bestimmt  wird. 
Die  beschleunigende  Kraft  ist 

mJ(t) 
9=  — ^ — 

3)  q>szF(t).    Man  hat  dann,  t  als  Independente  nehmend, 

I  vv=z(p.t==t.F{t), 

mithin 

wo  C  durch  die   Anfangsgeschwindigkeit  bestimmt  wird.    Weiter 
fst  dann 

ss  =  v,t, 
folglich 

wobei  die  neue  Constante  C  sich  durch  die  Anfangslage  des  be- 
wegten Punktes  bestimmen  iässt. 

V 

4- 

4)  V  ;=  F{s).    Man  wähle  s  zur  Independenten ,  wodurch  5  =  1 
wird,    und  erhält  dann 
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also 


«       S  5 


«'=:C.P^<j'^'); 


die  Kraft  ist 


also 


5)  9  =  F(*).     Für  r=l  hat  man 


lind    weiter 

• 
t.t 

•6)  ^  =  fX«). 

Setze 

9^1,   80  wird 

also 

• 

e^=:C.P4^v9, 

und    dann 

ti  =  -> 
9 

also 

V 

e^  —  CP&o^. 

\ 


I 


/ 


Für  die  gleichförmige  Bewegung  ist,  wenn  die  Zeit  vom 

Anfange  der  Bewegung  gerechnet  wird,  «=->  daher  ist  der  F^k* 

♦ 

tor  ^     die  Grosse,  welche  die  spezielle  ungleichförmige  Be- 

f  ..luv; 

wegung  charakterisirt.    Für  die  gleichförmig  beaehleanigt« 
Bewegung  hat  man,   wenn  ausserdem  noch  die  Anfangsgeschwio- 

diskeit  Null  ist,   g?  =  -7:=: — ,    daher    unterscheidet   der    Fiifctor 

t  S  '..».'  :i  ' ■ 


der  /tStertn  Aialjfili.  |J( 

:    »der  'ij   die  besonderii   Arten    uii  kI  eicbrürinig    beschlau 

l  t 

nii((er    Beivegungeri. 


Das  Ziel  % 

orlieg€ 

rerential-  und 

ntei-ra 

wiesen  Gra.le 

zu  ent 

gegelieiie   Melfiode    » 

ilängi^  dar;!usl 

fllcn, 

tialderivirteti    u 

nd   Ue 

loetaurale    uinl 

dem 

unniillelliar   zu 

Eilt. 

ende»  Aufsatzes  war,  ein  Analogon  KUr  Dif- 
ilrechiiuiig  auCcustellen  und  bis  zu  einem  ge- 
mitkeln.  Es  wäre  leicht  gewesen,  die  hier 
lon  jenen  Rechnungsarten  vollständig  unab- 
altcin  der  Zusammenhang  zwischen  der  Quo- 
[II  DifferenlialquotientGn  einerseits  und  dem 
Integrale  andererseits  lac;  so  nahe,  dasa  er 
vickelung  des  neuen  Caiculs  dienen  konnte. 
Trntz  dieses  Zusanimenhange  wird  man  übrigens  den  Inhalt  vor- 
liegender Abhandluni;  nicht  liir  ^anz  ütterflüssig  hallen,  und,  wie 
man  auch  immer  darüber  denken  mag,  doch  das  nenigstena  za- 
^eben  mßssen,  duss  die  ei  gen  Ihi'im  liehe  Art  der  Gf)issenbtldung, 
in  welcher  die  Beyrifie  von  Quolial  und  Instaural  Veranlassung 
geben,  näher  untersucht  zu  werden  verdient.  Der  Mechanismus 
lies  Quntiirens  und  Instaurirens  ist  allerdings  identisch  mit  einer 
geivisseri  Art  des  loKarithmiechcii  Oifferentiireiis  und  Integrirena, 
DJIein  wenn,  wie  Jacnbi  zu  sagen  pflegte,  die  Stärke  der 
Analysia  hauptsächlich  in  der  Symbolik  besteht,  näm- 
lich darin,  dass  eine  Reihe  häufig  niederkehrender  Begriffe  durch 
ein  Zeichen  fixirt  "ird,  mit  Hülfe  dessen  sie  als  ein  neuer  zu- 
sammengesetzter Begriff  in  die  Untersuchungen  eingeführt  wird, 
«0  t^ird  auch  im  vorliegenden  Falle  die  Eutwickelung  der  Quo- 
tial-  und  Instauralrechnung  zu  rechtfertigen  sein. 


Aus  dem  hier  Alitgelheillen 
^weitere  Untersuchungen  über  die 
KEnnfichst  mangeln  noch  die  beide 
Evon  Taylor  und  IMaclaurin  entspi 


ird  der  Leser  erkennen,  waa 
n  Gegenstand  liefern  müssen. 
Sätze,  welche  den  Theoremen 
echen,  und  welche  wahrschein- 


jHch  ein  Mittel   sein 

Inkte   zu    verwandele 

loch  eein  die  indejit 

BTirten ,    welche,    wie 


Funktionen   in    unendliche   Pro- 

Voii    besonderer    Wichtigkeit  mügle   dann 

ndente  Därst<>llung   der   hüheren  Quntialderi- 

man    auf  den   ersten    Blick   sieht,    mit  weit 


jrSsBeren  Schwierigkeiten  verknüpft  ist,  wie  di 

feientiatquotienten   und  auch   nicht  unmittelbar 

llwerden  kann.     Endlich  wäre  eine  weitere  Ausbi 

icleichungen,    die   Instauration    der^^elbc 


der  höhet 
ul'  diese   I 


n  Üif- 

iducirt 
g  der  (Juotial- 

Integration  von 


nentialgleic bunten  durch  Instaurale  nicht  ohne  Interesse. 
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Was  die  Verwandtschaft  der  Funktionen  unter  einander  be- 
trifft, welche  durch  die  Quotiation  und  Instauration »  ebenso  wie 
durch  die  Differentiation  und  Integration^  begründet  wird ,  so  mögen 
hierüber  noch  folgende  geringe  Andeutungen  Platz  finden. 

Die  Funiction,  welche  mit  ihrem  Quotiallogarithmus  identisch 
ist,   also  der  Gleichung  genügt: 

ist 

Sie  entspricht  also  der  Funktion  e*  in  der  Differentialrechoang.  — 
Iq  der  Integralrechnung  wird  die  Gleichung 


/ 


x^dx  = Tf  +  C 


für  mss— 1  illusorisch,   das  Integral  ist  in  diesem  Falle  Lr-|-C; 
der  analoge  Fall   tritt  in  der  Instauralrechnung  bei  der  Gleichung 

för  mssO  ein,    das  Instaural  ist  in  diesem  Falle  C.x, 

Die  Funktion,  deren  Quotialderivirte  dem  Differentialquotieo- 
ten  derselben  Funktion  gleich  ist,'  ist  f(x)z:zx\  diejenige,  deren 
Instaural  gleich  ihrem  Integrale,  ist  aber  f{x):=z\,  wenn  von  den 
Constanten  abgesehen  wird,  welche  durch  die  Operationen  des 
instaurirens  und  Integrirens  eingeführt  werden. 


r  Zufall  in  den  yatuTtttstenschaften. 


II. 

Der  Zufall  in  den  IVaturwissenschafien.  Vortrag  ge- 
halten bei  der  feierlichen  Sitzung  der  kaiserlichen  Aka- 
demie der  Wissenschaften  in  Wien  am  30.  Mai  1851 


Seiner  Eicelleai  dem  Herrn  Präiidenten  der  Akudemia, 
Dr.  Andreas  Ritter  v.  Baum^ artner*). 


Hoch&DBelinlicbe   Veröammlung! 

Gleichwie  der  Herbst  jedea  Jahr  wiederkehrt  und  von  1 
Produ et ion8 kraft  des  Frählings  und  Soinmers  ßechenschart  gibt, 
ebeoso  bat  auch  die  kaiserliche  Akademie  der  WissenBchaften  nach 
ihren  Statuten  alljährlich  den  Ausweis  za  liefern,  was  sie  geleistet 
und  wie  sie  den  Schutz  und  die  UnterstützuDg  des  Staates  au 
rerdienen  gesucht   habe. 

Den  Rechenschaftsbericht  werden  Sie,  bochatisehn  liebe  Herren^ 


')  Die  fiilgeode  Rede,  deren  Zweck  und  hochverehrter  Verfaiser  bii« 
Ihrer  Uctierschrift  ersichtlich  sind ,  halte  ich  für  in  allen  BeziehuiiKen 
tu  %a  hohem  Grade  iDteresaant  und  lehrreich  nnd  der  weileslen  Verlirei- 
tUDg  so  überaus  werth,  daii  ich  glaube,  einigen  Dank  aller  Leier 
iei  Archivs  zu  verdienen,  wenn  ich  ihnen  dieselbe  im  Folgenden 
nitlheile.  Ich  entlehne  nie  aus  dem  Aluianach  der  kaiserlichen 
Altadeniie  der  Wiascnscbaf teu  (zu  Wien).  Fünfler  Jahrgang. 
1855.  Wien.  S.  63  — S.  76.  Ihr  von  mir  und  nllen  Mathemaliliern  and 
rhysikern  hochverehrter  Verfnsser,  Herr  Minister  v.  Uauragartner 
Eicellenz,  hat  «ich  durch  dieselbe  jedenfalls  ein  sehr  grnaacs  Verdienal 
(owohl  in  allgcmeiu  wissenschaftlicher,  als  auch  namentlich  in  hitto- 
riacber  Beiiehung  erworben.  Der  Herausgeber. 
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aus  dem  Mande  des  General -Secretärs  veroehmen»  mir  aber  vrol- 
len  Sie  eine  kurze  Aufmerksamkeit  schenken»  wenn  ich  den  Stoff 
meiner  Rede  nicht  aus  der  jüngsten  Zeit,  sondern  tum  Thelle 
aus  der  ferneren  Vorzeit  herhole. 

,,Wem  die  heiligen  Todten  gleichgültig  sind",  sagt  J.  P.  Rich- 
ter, ,,dem  werden  es  auch  die  Lebendigen".  Von  dieser  Wahr- 
heit  durchdrungen,  hat  es  mir  nie  gefallen  wollen,  dass  die  Ge- 
schichtschreiber der  Naturwissenschaften  dem  Lebenslaufe  der 
MSnner,  welche  für  Erweiterung  der  Wissenschaften  mit  beson- 
derem Erfolge  gewirkt  haben,  so  wenig  Aufmerksamkeit  schen- 
ken, und  fast  immer  unterlassen»  zu  erwähnen,  welche  Umstände 
denselben  die  segensreiche  Richtung  gegeben  nnd  sieaardfe  Spar 
ihrer  Entdeckungen  nnd  Erindungen  gefOhrt  haben«  NaniMtUdl 
bleibt  ein  Gehälfe  fast  immer  unerwähnt,  der  doch  nicht  ••Itefl 
einem  hervorragenden  Talente  den  Weg  gewiesen,  den  es  sa  er- 
folgreich betreten  hat,   ich  meine  —  den  Zufall. 

Erlauben  Sie  daher,  hochansehDiiche  Herren,  dass  ich  diese 
Unbilligkeit  in  Etwas  gut  mache  und  heraushebe,  wie  einige  der 
hervorragendsten  MSnner  der  Naturwissenschaften  diesem  treuen 
Alliirten  der  menschlichen  Bestrebungen  ihre  geistige  Richtung 
verdanken,  und  wie  durch  ihn  die  grOssten  Entdeckungen  ange- 
bahnt worden  sind. 

Das  erste  Zufällige  im  Leben  eines  Menschen  ist  die  Zelt 
seiner  Geburt.  Was  aus  einem  neugeborenen  Kinde  einst  werden 
wird,  hängt  nicht  allein  von  der  Beschaffeuheit  seines  Organisains 
und  der  Sorgfalt  seiner  Erzieher,  sondern  vielmehr  von  dea  herr* 
sehenden  Zeitverhältnissen  ab.  Die  Bestrebungen  des  Mensehen 
tragen  in  der  Regel  das  Gepräge  der  Zeit  an  sich,  in  der  erlebt 
und  wirkt;  nur  besonders  Auserwählten  ist  es  gegeben,  dieses 
Gepräge  zu  verwischen  und  der  Zeit  selbst  den  Stempel  ihres 
Geistes  aufzudrücken,  aber  auch  dieses  nur  dann,  wenn  die  Zeit 
dazu  gehörig  vorbereitet  oder  selbst  charakterlos  ist.  Gilt  dieses 
schon  im  Allgemeinen,  so  ist  es  noch  viel  mehr  bei  wissenschaft- 
lichen Bestrebungen  der  Fall.  Die  Stimme  eines  Gelehrten  muss 
immer  und  Qberall  durch  den  Wiederball  der  Zeit  verstärkt  wer- 
den, und  wo  die  Verbältnisse  einem  soleben  geistigen  Echo  nietet 
günstig  sind,  bleibt  sie  eine  Stimme  in- der  Wüste.  Die  mysti- 
schen, unklaren  und  in  den  Fesseln  der  Vorzeit  liegenden  wissen* 
schafüichen  Bestrebungen  des  15.  Jahrhunderts  Hessen  das  Wort 
Leonardo's  da  Vinci,  der  schon  zu  seiner  Zeit 'einen  bedäciir 
tigen,  an  der  Hand  der  Erfahrung  fortschreitenden  Gang  bei  na» 
turwissenscbaftlichen  Forschungen  gepredigt  hatte»  ungebürt<vefw 
hallen.    Vergebens  rief  dieser  gelehrte  Mann  seinen  Zeitgenosssü 
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lu;  dos  Experiment  ist  der  Erklärer  der  Kunstgriffe  der  Naturi 
irir  RiSsBen,  um  die  Phänomene  der  Natur  su  erklären,  vom  Ex- 
perimente arifani^en,  durch  daasellte  uns  bestreben,  alli;etneine 
Principien  zu  entdecken,  wenn  auch  die  Naiur  selbct  Jen  eot°e- 
)^ngesetzteii  tiung  nimmt,  mit  den  Schlüssen  anfitnLjt  und  mit  dem 
Experimente  endii^t.  Als  aber  Baco  von  Verulum  ein  Jahr- 
bnadert  spater  dusselhe  lehrte,  ward  es  begierig  aufgenommen 
and  zum  Leitstern  bei  allen  naturtvissenschafllichen  Arbeiten  gewählt 
Die  menschliohen  Ideen  befruchten  sich  gegenseitig,  und  eine 
wird  uiiverüeliens  Itlutter  und  Tochter  einer  andern;  darum  ist  es 
keineswegs  gleicbgültii;,  ob  ein  mit  grossen  Geistesgaben  ansge- 
tdsteter  Mann  zu  einer  Zeit  lebt,  wo  er  meilenweit  keinen  Fach- 
genossen  antrifft  und  In  der  kleinsten  wissensehaniichen  Angele- 
fienbeit  dem  gesprochenen  Worte  das  geschriebene  substituiren 
muss,  ob  zu  seiner  Zeit  Postverbindungen  selten  waren,  oder  ob 
gute  Strassen  oder  gar  Eisenbahnen  die  Entfernungen  abkürzea 
DOd  dem  geschriebenen  Worte  Elügjl  verleihen. 

Laplace  konnte  sich  mit  seinen  Collegen  in  derselben  Stadt 
besprechen,  Leibnitz  konnte  mit  Huyghcns  nurschrifllicb  ver- 
kebren,  und  obgleich  die  Distanz  seines  Wohnortes  Hannover,  voa 
dem  Aufenthaltsorte  Huyghens,  Haajj,  nicht  gross  genannt  wer- 
den kann,  durfte  er  doch  auf  eine  achril'tliche  Antwort  erst  nach 
Monatsfrist  rechnen. 

Maturwissenschaftliche  Forschungen,  die  nicht  In  blossen  Spe- 
cutationen  (gestehen,  bedürfen  mehrfacher  materieller  Behelfe,  und 
wo  solche  noch  selten  und  theuer  sind,  muss  auf  deren  Mithilfe 
oft  Verzicht  geleistet  werden. 

Was  würden  Kopernicus,  Tycho  de  Brabe,  Regio- 
nontanns  und  Kepler  geleistet  haben,  wenn  ihnen,  trie  den 
Astranoniea  unserer  Zeitperiode,  Uhren,  Pernrübre  und  genaue 
JUess-Instrumente  zu  Gebote  gestanden  iviiren.  Es  ist  daher  kein 
liVunder,  das»  Kopernicus  30  Jahre  brauchte,  um  sein  Werk 
fifaer  den  Umlauf  der  Planeten  zu  Stande  zu  bringen,  dass  Tycho 
Lde  Brabe  an  den  ßudolphischen  Tafeln  3S  Jahre  arbeitete,  dass 
^epler  in  einem  Briefe  an  die  Stände  Ober-Oesterreichs,  io 
welchem  er  sieb  entschuldigte,  dass  er  mit  seiner  Karte  des  Lan- 

nicbt  schneller  vm  Stande  gekommen,  sagte:  „3d|  $n6  mi(^ 
fmatitgiii^  nn  ^ti^ti  Sit,  ^n  re  riiie  Xtrdi,  mceiirr  unQ  dism  Xyatt, 
tili«!  ffas  ?w  füuniMi  grfinM,  bijj  Jdj  tie  Hirdi  ititi}tn,  riiim  erfo^r« 

.?nn)o(jnrr  bti:mn\t\t,  3nn  umd  Cte  e\ta,tni)a\tt  itx  umbii^mCni 
ttnttr  gtiti$famltd)  nuß^rfra^t.  tXamtt  ^att  mir  nidits  Pergröms 
ftt^OH,  fonScrn  fo  lang  aiitiuort  geben,  als  tt  }it  Wmdiftn  se^oM, 
I  nit  Hnwiais  ober  bttiüxbt  wcrücn  ifi." 
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Hieraus  wird  es  einJeuchlend ,  dass  in  den  ZeitverhäKnissen 
die  Bedingungen  gelegen  sind,  unter  denen  die  Männer  der  Wrs- 
•enschafi  heranuacliBen  und  »ich  vermeliren.  Im  ]1.,  12.  und  13. 
Jahrhunderle  glünzte  nur  hie  und  da  Einer  am  ivissenschartlicben 
Horizont;  im  IJ.  und  15.  Säculum  »urden  dann  schon  mehrere 
sichtbar;  im  16.  und  17.  Jahrhundert  erhiickte  schon  trenigsteiis 
jedes  Jahrzehent  ein  nissenschalitliches  tienie  das  Licht  der  Welt, 
darunter  aher  wahre  Riesengestalten,  die  noch  jetzt  Gegenstand 
der  Bewunderuiii!  der  Welt  sind,  »ie:  Tycho  de  Brahe,  Baco 
von  Verulam,  Galilei.  Kepler,  Cartesius,  Huyghens. 
Leibnitz,  Newton.  Im  18.  Jahrhunderte  reicht  für  die  Ge- 
burt eines  hervorragenden  Talentes  ein  weil  weniger  uinfassendei- 
IVlassstah  nicht  mehr  aus,  ja  es  genügt  kaum  ein  solcher  von 
einem  Jahre:  Leonliard  Euler  und  Linn^,  Pristley  und 
W.  Herscbel,  Watt  und  Lichtenberg,  Lagrange,  Gal- 
vani  und  Guyton  Morveuu,  Klaproth  und  UaCiy,  Laplaca 
und  Oelambre,  Cuvier  undTh.  Voung,  Thenard,  Gay- 
LuBsac  und  Gauss  kamen*in  demselben  Jahre  zur  Welt,  und 
die  in  diesem  Säculura  gleichzeitig  lebenden  Männer,  welche  die 
Welt  mit  ihren  Lehren  errüllen,  gleichen  der  Milchstrasse  am  Fir- 
mamente,  wo  manches  selbetleuchtende  Gestirn  nur  darum  zum 
matten  Schimmer  herabsinkt,  weil  es  von  noch  stärker  strableu- 
(len  umgeben  ist. 

Diese  geistige  Entwickelung  des  Menschengeschlechtes  fSlK 
mit  anderen  merkwürdigen  Erscheinungen  zusammen.  So  lange 
nfimlich  die  Bewegung  der  Erde  durch  die  aristotelische  Philoso- 
phie und  durch  Missversländnisse  anderer  Art  gehindert  war,  und 
der  Himmel  in  seiner  Bewegung  Altes  mit  sich  fortriss,  stand  die 
Wissenschaft  Oberhaupt  still,  und  erst  als  Kopernicus  der  Erde 
ihre  Bewegung  gab  und  dem  Himmel  Stillstand  gebot,  begann  die 
menschliche  Wissenschaft  fortzuschreiten.  Will  man  alles  Dieses 
auch  als  ein  zulalliges  Zusammentreffen  ansehen,  so  ist  es  doch 
nicht  der  Zufall  allein,  der  hier  eine  Rolle  spielt,  es  hat  aber 
dieser  unheimliche  Gebülfe  in  vielen  andereu  Beziehungen  einen 
mächtigen  Antheil  am  Leben  überhaupt,  an  der  Richtung  und 
den  Leistungen  der  Männer  insbesondere,  die  hier  als  Werkzeuge 
der  Vorsehung  zu  wirken   bestimmt  waren. 

Nur  in  seltenen  Fällen  kamen  diese  Mfinner  unter  Umständen 
I  Bur  Welt,  die  ihrer  Entwickelung  günstig  waren.  Der  grosse 
Newton  war  eine  frühzeitige  Gehurt  und  so  klein,  dass  man 
ihn,  wie  seine  Mutter  sagte,  in  einem  Viertelskrug  hätte  verber- 
gen können;  der  Mathematiker  d'Alemberl  ward  nach  seiner 
Geburt  ausgesetzt  und  es  musste  sich  seiner  eine  arme  Glasers* 
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ftau  annehmen,  damit  er  nicht  Hungers  Rtürhe;  Watt,  der  Er- 
finder der  Dampfmaschine,  war  in  serner  Jugetiil  »on  so  scbwäch- 
ficher  Constitulion,  dass  er  ort  lange  Zeit  das  Zimmer  hüten  musste 
ond  nicht  einmal  eine  Schule  besuchen  konnte;  Fresnel  koimfe 
m  seinem  achten  Jahre  noch  kaum  lesen;  Wilhelm  Herschel 
erlernte  in  seiner  Jugend  Ulos  Musik,  und  nur  die  Begierde,  die 
mathematische  Begründung  dieser  Kunst  kennen  eu  lernen,  Tührta 
ihn  zum  Studium  der  Mathematik  und  dadurch  zu  jenem  der 
Astronomie.  Gal  ilei  sollte  Wollhündler  werden;  Lambert  war 
xura  Schneider  bestimmt,  Humphry  Davy  zum  Apotheker,  Fa- 
rad ay  zum  Buchbinder,  dann  znm  Buchhändler;  Kepler.  Boyle. 
Bergmann,  Pristley  sollten  Geistliche  iverden,  Cartesius, 
Arago,  Biot,  Fourier  Soldaten.  Der  (Genosse  unserer  Zeit> 
Jos.  FraunboTer,  ward  Glasscbleiferlehrling:  nur  der  JJmätuad, 
dass  das  Maus,  in  welchem  er  lebte,  zusammenstürzte,  den  Kna- 
ben mit  seinem  Schutt  bedeckte,  und  dass  er  in  Gegenwart  des 
Kvnigs  Max  1.  leitend  daraus  hervorgezogen  und  beschenkt  wurde, 
gab  Veranlassung  zu  der  Wendung  seines  Schicksals,  das  ihn  zum 
treltberühmten  Manne  und  zur  grosfien  Stütze  der  Wissenschaft 
machte. 

Auf  ähnliche  zufUllii;«  Ereignisse  deutet  die  Lebensgeschichte 
rieler  anderer  Manner  hin.  Erlauben  Sie,  duss  ich  ous  den  histo- 
rischen Schätzen  der  im  Kelche  der  exacten  Wissenscharten  be- 
londers  ausgezeichneten  Namen,  welche  den  Franzosen,  Italie- 
nern, Deutseben,  Engländern  und  Nordamerikanern  angehören, 
wenigstens  je   einen   Mann    heraushebe. 

Cartesius   verdankte  seine  frübe  Berühmtheit,   die  auf  sein 
weiteres   Leben   von    ^ro^^m    Einflüsse  war,    einem    sonderbaren 
Umstände.     Er  sah,  alr^  er  Soldat  und  20  Jahre  alt  war,  an  einer 
Mauer    einen    in    flamandischer  Sprache  geschriebenen   Aiischlag- 
^^sette1,  dessen  Inhalt  er  /u  erfahren  wünschte;    da  er  aber  dieser 
fiprache   nicht    kundig    war.    so    ersuchte   er  einen  der  Vorbeige- 
'tenden,  ihm  den  Inhalt  des  Zettels  zu  erklären.     Derselbe  enthielt 
1  mathematisches  Proldem    und   die  Aufforderung  an    die  ganze 
A'elt,  es  SU  lüsen.     Der  um  die  Ueliersetzung  gebelene  Vorüber- 
Igehende   war    aber    Professor    Beckmann,    und   dieser    forderte, 
■  nachdem  er  dem  jungen  Krieger  den  Sinn  der  Ankündigung  erklärt 
V'Wtle,  denselben  scherzhaft  auf,  das  Prnblem  zu  lösen.    Der  junge 
P^ann  liess  sich  dieses  nicht  umsonst  gesagt  sein  imd  überbrachte 
rofessor  in  kurzer  Zeit  die  Lösung  des  Problems.     Uadurch 
k*ard    Cartesius    Beckmann's  Freund  und  trat  mit  demselben 
y\a  einen  lebhaften  wissenschaftlichen  Briefwechsel,  aus  dem  nach- 
her wichtige  Forlschritte   der  Wissenschaft  hervorgingen. 
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Galilei,  der  Sohn  eines  verniii genslosen  italienischen  Adeli- 
gen und  an  dem  Tai^  geboren,  an  »clcheni  Michael  Arif;elo 
Bnonarotti  starb,  tvarde  dunfi  einen  besonderen  Zurall  zum 
Studium  der  IVIathematlk  liingeführl.  Er  ivollte  nfimlich  er»t  den 
Abt  Ostilin  Ricci  gerade  zur  Zeit,  als  er  den  Pagen  des  Her- 
ings von  Florenz  in  Pisa  Unterricht  gab,  besuchen.  Kein  Frem- 
der durfte  in  den  Saal  »rfihrend  der  Dauer  des  Unterrichtes  ein- 
treten. Der  Knabe  Galilei  wollte  aber  eTlahren,  was  daselbst 
geschehe  und  horchte  darnm  an  der  Thi'ir.  Das,  was  er  vernahm, 
gefiel  ihm  so  gut,  dass  er  oft  dahin  oiederkehrle  und  diese  eigeic 
thümhche  Art  des  Znhiirens  zivei  Älonate  lang  Tortselzte.  Er 
wollte  sich  aber  auch  ausser  den  Lehrt-tunden  mit  der  Mathema- 
tik beschüftigen  und  kaufte  sich  zu  diesem  Behufe  einen  Euclid. 
Cntcr  dem  VoriTande,  sich  von  Kicci  die  Ijüsung  einer  schwie- 
rigen Stelle  zu  erbitten,  begab  er  (:icb  zu  ihm  und  erzählte,  auf 
welche  Weise  er  den  ersten  Unterricht  gönnssen  habe.  Dieser 
Eifer  gefiel  Ricci  unri  vermorhte  ihn,  Galilei  einzuladen,  sein 
offener  Schüler  eu  vrerden,  und  ihm  einen  Archimedes  zu  schen- 
ken. Dieser  IVIatheniatiker  gctiel  dem  jungen  Schüler  so  gut, 
dass  er  ihn  zum  Führer  seines  Lebens  erkor,  und  später  ufters 
zu  sagen  pflegte:  „Wer  diesem  folgt,  kann  kühulich  auf  der 
Erde  und  im  Himmel  dahin  schreiten." 

Galilei  hat  seine  echünsteti  Tage  als  Lehrer  der  Alathema- 
tik  in  Padua  verlebt.  r>a  nar  es,  ivo  er  mehrere  seiner  berühm- 
testen Schriften  verfasste,  wo  er  den  Proportionalzirkel,  das  Ther- 
mometer, das  seinen  Namen  liihrende  Fernrohr  erfand,  ivo  er 
seine  Entdeckun>!en  am  Munde  machte,  die  Satelliten  des  Jupi- 
ters, die  wechselnden  Liehlgestalten  der  Venus  entdeckte  und  die 
Milchstrasse  als  ein  Ag!>regat  kleiner  Sterne  erkannte;  hier  drSn^ 
ten  eich  Prineen  und  Grosse  der  Erde,  um  seine  VortrSge  zu 
huren,  hier  erlangte  er  auch  zuerst  ein  zur  selbsstandigcn  Existenz 
hinreicheniles  Einkommen.  Es  war  aber  nur  ein  Zufall,  der  ihn 
nach  Padua  brachte.  Galilei  war  nomlicli  zwar  schon  in  einen 
Alter  von  35  Jahren  Professor  der  Mathematik  zu  Pisa,  genoss 
aber  nur  einen  Gehalt  von  60  Thalern.  Da  ivard  ihm  die  Aufgabe, 
eine  M.ischine  zu  beurtheileii,  die  Johann  von  Medicis,  ein 
DBtiirlicher  Sofan  Cosnius'  I.,  zum  Reinigen  des  Hafens  von  Li- 
vorno  erfunden  hatte.  Galilei  fand  an  diesem  Apparate  mehrere 
Mängel  und  scheute  sich  nicht,  dieselben  offen  darzulegen.  Die- 
ses verdross  aber  den  Erfinder,  der  sich  für  einen  grossen  Archi- 
tekten und  Mathematiker  hielt,  er  beklagte  sich  darüber  beim 
Grossberzoge ,  und  da  überdies  auch  alle  Peripatetiker  Galilei'a 
Feinde  -waren,  ao  stand  er  auf  dem  Pankte,  fortgeschickt  zu  wer- 
den.    Um  Jie»em   zu  entoelien,    begab  «r  «ich  nach  FioilM  aaf 
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nchle  ein  anderes  Unterkommen,  nek-hps  er  nun  mit  UnterstütBang 
des  Marquis  del  Monte  als  Professor  in  Padira  erhielt.  Er  be- 
gab sith  im  Sommer  1593  nach  Venedig,  nm  die  neue  Lehrkan- 
ul  ansulrcten.  Alte  seine  Uobseligkeiten  fasste  ein  kaum  100  Ptund 
acbwerer  Koffer.  Sein  Gehall  ward  mit  300  fl.  festgesetzt,  aber 
■ein«  Anstellun((  war  eine  bbs  eeittreitige.  AU  er  aber  sein  Fern- 
rohr erfuntlen  und  dem  erstaunten  Senate  vom  Markustburme  in 
Venedig  aus  <lie  Wirkungen  demselben  gezeigt  hatte,  trard  «eine 
Anstellung  zur  permanenten  erklärt  und  sein  Gebalt  auf  1000  fl. 
CM.  erhiiht. 

Eine  nicht  minder  einflussreiche,  nenn  auch  ganz  verschiedene 
I  Bolle  spielte  der  Zufall  im  Leben  eines  Zeilgenossen  Galilei's, 
j  der  nicht  aufhören  wird,  Gegenstand  der  Bettnnflerung  zu  sein, 
I  Mmlicb  uDseres  Ländsmatmes  Kepler,  Dieser  nar  der  Sohn 
I  eines  Gaslwirthcs  in  einem  tvürtembergiscben  Dorfe  uad  in  seiner 
ersten  Erziebmig  sehr  vernachlässigt.  Nach  seines  Vaters  Tode 
schickte  man  ihn  in  die  Klosterscbule  zu  Maulbrunn,  wo  er  einen 
Lehrer  Namens  MDstlin  hatte,  der  dem  Ko|ierhicanischen  System 
anhing.  Dieser  machte  in  dem  Jünglinge  die  Begierde  rege,  jenes 
System  kennen  zu  lernen,  und  zu  diesem  Ende  Mathetnaltk  zu 
studiren.  Der  sorglose  Jüngling  ahnte  damals  nicht,  dass  er  einst 
«on  dieser  Wissenschaft  seinen  Lebensunterhalt  iverde  ziehen  mtis- 
Beo.  Aus  der  Klosterschule  wurde  er  nach  Tijbingen  gesendet, 
um  dort  Theologie  zu  sfudiren,  Allein  aus  einer  etwas  freisinni- 
gen Arbeit  wollte  man  erkennen,  dass  er  zum  geistlichen  Stande 
nicht  lauge,  und  sprach  in  einem  Zeugnisse,  das  er  bei  seinem 
Abgange  von  Tübingen  eihtelt,  diese  Cntauglichkeit  fürmÜch  aus. 
Da  man  aber  seinem  rednerischen  Talente  die  Anerkennung  nicht 
versagte,  so  wurde  er  den  steiermärkischen  Ständen  als  Lehrer 
der  Matiiematik  und  Moral  emiifoblen,  und  so  kam  dieser  Mann, 
der  einst  so  berühmt  werden  sollte,  in  die  Österreichischen  Staa- 
ten. Von  Steiermark  vertrieben,  ward  er  vom  Kaiser  Rudolf  IL 
zaiii  Ufilfsarbeiler,  Behufs  der  Verbesserung  der  Ruduliihiscben 
Tafeln,  berufen,  und  endlich  nach  Tycho  de  Brahe's  Tode 
xam  kaiserlichen  Malhenutiker  ernannt,  wo  sein  Hauptgeschäft 
in  der  Verbesserung  der  aslrononiiscben  Tafeln  bestand.  Uier 
entdeckte  er  die  seinen  unsterblichen  Namen  fiihretiden  Gesetze 
der  Planetenbewegungen,  jedoch  auf  einem  ganz  eigen tbtimlichen, 
vom  Zufalle  wesentlich  unterstützten  Wege.  Kepler  litt  an  der 
Krankheit  seiner  Zeit,  die  mehr  das  Mystische  und  Blendende,  als 
dks  Einfache  und  Klare,  mehr  das  Wunderbare  als  dns  Wahre 
mchte,  einer  Zeit,  wo  man  Poesie  der  Wissenschaften  fiir  Philo* 
■ophi«  hielt.  Er  beschäftigte  sich  demnach  viel  mit  der  Geheim- 
üiMlefaTe  def  Zahlen  und  in  diesem  Bestreben  wollte  er  auch  einen 
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Zusaninienhang  zwischen  den  ragulüren  Kürpern  der  Geometrie  und 
den  Planetenbahnen  nachweisen.  Der  Zufall  unterstützte  ihn  hierin  ; 
denn  es  naren  damals  gerade  so  viel  Planeten  lieLaiint,  als  ea 
regelmSesig«  geometrische  Körper  gibt,  und  es  galt  nun,  eine 
Helation  ^wischen  den  Haihmessern  der  Planetenbahnen  und  jenen 
der  um  die  regelmfissigenKOrper  beschriebenen  Kugelllächen  nach- 
Kuiveiaen.  Der  mystische  Geist  Kepler's  fand  Mittel,  dieses  zu 
(eisten:  ßesctireibt  man,  sagt  er,  in  die  Erdbu<;el  ein  Ikosaeder 
und  in  dieses  eine  zneite  Kugel,  dann  in  diese  ein  Octaeder  und 
darein  nieder  eine  Kugel,  sn  stellen  die  UalbmeEser  der  beiden 
eingeschriebenen  Kugeln  zugleich  die  Itadien  der  Bahnen  der  un- 
tern Planeten,  nämlich  der  Venus  nnd  des  Merkur  vor.  Wird  am 
die  Erdkugel  ein  Dndekaeder  heschriel>en,  um  ilieses  eine  zweite 
Kugel,  60  hat  dies«  denselben  Durchmesser  nie  die  Bahn  des 
Mars.  Beschreibt  man  um  diese  Kugel  ein  Tetraeder,  um  das 
Tetraeder  eine  andere  Kugel,  so  stellt  diese  die  üahn  des  Jupi- 
ter vor.  Wird  endlich  um  die  letztgenannte  Kugel  ein  Würfel 
beschrieben  und  um  diesen  abermals  eine  Kugel,  so  bat  man  an 
dieser  das  Bild  der  Salurnbahn.  Die  Planetenhahnen,  ivie  selbe 
nach  den  damals  möglichen  ungenauen  Beobachtungen  bekannt 
waren,  entsprachen  der  besagten  Regel  so  ziemlich,  die  Abvrei- 
chnngen -sollten  sich  eben,  da  Kepler  die  harmonische  Znsam- 
menstimmung aller  Gestalten  für  eine  ausgemachte  Sache  hielt, 
dadurch  erklären  lassen,  dass  die  Planetenbahnen  nicht  gani 
kreisförmig  seien.  Es  ninsste  daher  Kepler  diese  Abvieichung 
von  der  Kreisform  bestimmen,  und  dieses  führte  ihn  zunächst  zur 
Entdeckung  seines  ersten  Gesetzes,  und  im  weiteren  Verlaufe  %a 
den  znei  anderen.  Wir  verdanken  daher,  dem  Zufalle,  dass  sd 
Kepler's  Zeilen  nur  fiinf  Planeten  bekannt  und  dass  ihre  Bah- 
nen nicht  scharf  beobachtet  ivaren,  den  griissten  Fortschritt,  •nt/t- 
eben  unsere  Kenntnis»  vom  Planetensysteme  je  gemacht  bat. 


Kepler  starb  10  Jahre  vor  Galil 
seinem  letzten  Lebensjahre  seh, 


Dieser  war   darum  i 
dass  nach  seinem  Hli 


s  Geistes  verwaiset  sein  werde.  Allein 
e  Wissenschaff  nicht  minder,  als  för 
1  nicht  ein  volles  Jahr  Tor  Galilei's 
I  das  Licht  der  Welt,  der  die  neuge- 
seine  POege  nahm  und   sie  zur  'Voll- 


tritte  das  geliebte  Ki 
die  Vorsehung  sorgt  für 
den  Menschen  selbst;  d 
Hintritt  erblickte  der  Mj 
Bchaffene  Wissenschaft  1 
jäbrigkeit  heranzog. 

Dieser  Mann  war  Newton,  der  grosse  Sterbliche,  an  destwn 
Grabstätte  man  heute  noch  lesen  kann:  Grafulentur  sibi  mortales, 
tale  tanlumque  exstilisse  generis  bumani  decus.  Er  war  in  sei- 
Dem  Knabenalter  nicht  sonderlich  thätig  und  gab   wenig  Hoffnung, 
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ilass  «r  es  zu  elnas  Rechtem  bringen  tverde.  In  der  Schule  nahm 
er  nur  einen  der  untersten  Plätze  ein.  Aber  eben  dieser  Uinstand 
rührte  es  herbei,  dass  er  zur  grösseren  Thätigkeit  angesporut 
Rurde.  Ein  Schulgenogse,  der  ihm  im  Kange  vorging  und  daher 
hinter  ihm  saei»,  war  auch  kürperlich  sehr  ruhrig  und  stiess  den 
JDDgen  Newton  oß  mit  den  Füssen.  Einst  versetzte  er  ihm  aüt^r 
einen  Stoss,  der  ihm  grosse  Schmerzen  verursachte.  Da  erwachte 
in  Newton  der  Vorsatz,  durch  Fleiss  und  Anstrengung  seinem 
Dnruhi»en  INacbbar  vorzugeben,  und  dieser  Vorsatz  ward  in  kurzem 
so  sehr  zur  Tbat,  dass  Neivtoii  bald  der  Erste  in  der  Schule 
aiid  endlich  die  Zierde  des  Menschengeschlechtes  —  dccus  generis  ' 
hamani   —  wurde. 

Kepler,  Galilei  und  Newton  haben  die  niecljaniscbe  Na- 
tumiseen Schaft  geschaffen,  gleichsam  den  fJiminel  erobert:  eiu 
anderer  grosser  i\lann  hat  aber  dem  Himmel  da»  Feuer  entrissen 
—  coelo  eripuit  fuloien  —  dieser  «ar  Benjamin  Franklin. 
Ancb  auf  das  Leben  dieses  Mannes  hatte  der  Zufall  grossen  Eintluss. 

Franklin  war  das  fünfte  Kind  eines  mit  17  Sprüsslingen 
gesegneten  Seidenfarhers  und  spBIer  Kerzenziehers  in  Boston. 
Sein  Vater  konnte  ihn  dpr  Kosten  wegen  nicht  ein  volles  Jahr  in 
die  Schule  schicken.  Ein  Ereigniss,  das  sich  in  seinem  zehnten 
J&hre  zutrug:,  hatte,  wie  er  selbst  erzählt,  auf  sein  ganzes  Leben 
den  grössteo  Einfluss.  Er  besass  nämlich  einmal  an  einem  Fest- 
läge einiges  Geld  und  wollte  dafür  Spielzeug  kaufen.  Auf  dem 
tVege  traf  et  einen  Knaben,  der  eine  Pleite  hatte,  deren  Ton  dem 
joDgen  Franklin  sehr  gefiel.  Er  bot  dafür  alles  Geld,  das  er 
besuas.  Das  Anbot  ward  angenommen.  Franklin  ward  Eigen- 
thümer  der  Pfeife,  brachte  dieselbe  nach  Hause  und  in  der  Freude 
seines  Herzens  belästigte  er  mit  ihrem  schrillen  Tone  Alles  um 
sich  her.  Man  fragte,  was  er  für  dieses  lästige  Instrument  gege- 
ben habe,  und  als  er  erzählt  hatte,  um  welchen  Preis  er  dazu 
gekommen,  machte  man  ihm  begreiflich,  dass  er  zehnmal  mehr 
dafür  gegeben  habe,  als  es  werth  sei,  und  zählte  ihm  auf,  was 
er  alles  für  das  ausgegebene  Geld  hätte  erhalten  ItÖnnen.  Dadurch 
ward  der  Knahe  nachdenkend,  er  fassteden  Vorsatz,  wenn  in  der 
Folge  wieder  der  Wunsch  nach  irgend  einem  Besitze  in  ihm  er- 
wachen sollte,  sich  fleissig  an  die  Pfeife  erinnern  zu  wollen.  In 
der  Tbat  pflegte  Franklin,  als  er  zum  Manne  herangereift  war 
und  als  Gelehrter  und  Staatsmann  zu  wirken  hatte,  bei  jeder  Un ■ 
tornehmung  sich  zu  sagen:  „Kauf*  die  Pfeife  nicht  zu  tbeuer. " 
Die  NSbe  des  Meeres  machte  in  dem  jungen  Franklin  den  Wunsch 
tege,  Marinär  zu  werden;  aber  sein  Vater  war  demselben  entgegen 
nnd  führte  das  Sühnchen,  um  es  von  seinem  Vorhaben  abzubrin- 
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gen,  in  die  Werkstatle  von  Tischtftrn,  Glasern,  Drechslern  etc. 
in  der  Hoffnung,  der  Knabe  «verde  fflr  einen  der  Erwerb^^eweige 
Vorliebe  gewinnen.  Dieser  war  aber  überalt  aiil'mericsiimer  lteob> 
achter,  und  nm  ja  nicht  wieder  IVlr  eine  Preife  zu  viel  zu  geben, 
lernte  er  die  Werkzeuge  aller  dieiser  Professionen  kennen  und 
handhaben.  So  kam  es,  dass  er  tn  den  Stand  gesetül  vrarde, 
eich  später  als  Physiker  seine  Apparate  selbst  zu  machen,  and 
dass  er  oft  zu  sagen  pflegte:  „Ein  rechter  Physiker  müsse  mit 
der  Sfige  bohren,  und  mit  dem  Buhrer  sügen  können." 

Der  Zufall  hat  aber  nicht  allein  manchen  berölimfen  MSunern 
der  Wissenschaft  die  Richtun»  gegeben,  sondern  nicht  seilen  auch 
den  Forschern  ungesuchte  Sch.Mze  in  die  Üand  |^c<ipieit.  Die 
Geschichte  der  exacten  Wissenschaften  ist  flherreich  an  Belegen 
fär  diese  Behauptung.  Ich  »vill  Ihre  Geduld,  hochansehnliche  Her- 
ren, nicht  mit  der  Aufzählung  unzusammenbHni^ender  zufälliger 
Entdeckungen  und  Erfindungen  ermäJen.  kann  mir  aber  nicht  ver- 
sagen, mir  noch  auf  wenit^e  Augenblicke  ihre  AufmerksAnikelt 
zum  Begleiter  zu  erbitten,  um  ein  zusammenhangendes  Gebiet  der 
Wissenschuft  zii  durchwandern,  das  der  Zufall  recht  eigentlich  zu 
seinem  Reiche  auserkoren  zu  haben  scheint.  Es  ist  dieses  das 
'  Gebiet  der  Elektricitiit. 

Ohne  Zweifel  war  es  der  Zufall,  der  die  Eigenschaft  den 
Bernsteins,  von  dorn  diese  Lehre  den  Namen  fuhrt,  im  geriebe- 
Den  Zustande  leichte  Körper  anzuziehen,  kennen  gelehrt  und  da- 
durch den  Grundstein  zu  einem  der  interessantesten  Zweige  des 
menschlichen  Wissens  gelegt  hatte.  Beim  weiteren  Fortitaue  auf 
diesem  Grunde  hat  wohl  die  Macht  des  Zufalls  nicht  weniger  ge- 
waltet, und  es  ist  das  elektrische  Licht,  das  Knistern  beim  Uetrar- 
gange  desselben  von  einem  Ktirper  zum  andern,  das  Dasein  von 
guten  und  schlechten  Leitern,  von  zwei  verschiedenen  elektrischen 
Zuständen  etc.  auf  diesem  Wege  zu  unserer  Kennlniss  gekommen. 
Aber  die  erste,  besonders  wichtige,  durch  Zufall  gemachte  Erfin- 
dung war  jene  der  Leidnerflasche  im  Jahre  1747.  Man  hatte  näm- 
lich die  Erfahrung  gemacht,  dass  ein  elektrischer  Körper  in  der 
Luft  seine  Elektricität  bald  verliere,  weil  die  LuTt  gute  Leiter 
enthalte,  und  glaubte  daher,  dass  ein  Körper,  wenn  er  von  schledi- 
ten  Leitern  umgeben  wird,  mehr  Elektricitüt  aufnehme  und  die- 
selbe länger  behalte.  Dieses  niiisse  daher  bei  Wasser  der  Fall 
sein,  das  sich  in  einem  gläsernen  Gefasse  befindet.  Man  leitete 
demnach  solchem  Wasser  mittelst  eines  Metalldrathes  vom  Oon> 
ductor  einer  Elektrisirniascbine  Elektricität  eu  und  untersuchte  di« 
von  ersterem  aufgenommene  Menge  derselben.  Allein  ma»  konnte 
nichts  Auffallendes  bemerken,    und  war  nahe  daran,    die  Saeba 
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gftnx  aufzugeben,  als  zuffillig  «iner  Her  beim  Versuche  Gesetiw^r- 
ligen  die  Flascbc  in  die  Hand  nahm  und  mit  der  anderen  die  Ver- 
tnodung  zwischen  dem  Wasser  und  Aer  ElektrisirmaEchine  aiifbe- 
ben  M'ollte,  und  einen  tüchtigen  Stnss  bekam.  Das  machte  nun 
grosses  Aufsehen  und  man  war  von  allen  Seiten  begierig,  den  Ver- 
such selbst  anzustellen,  um  dann  zu  berichten,  ivas  man  ansgc* 
standen  habe.  Künnte  man  diesen  Versuch  nicht  jeden  Augen- 
1  anstellen,  so  mfisste  man  in  der  Tbal  nach  den 
und  Nachrichten  der  damaligen  Zeit  glauben,  eine 
sei  eine  wahre  Hilllenmascljinfl  und  Jeder,  der 
eine  sulcbe  entlade,  ein  Wagehals. 

AluBchenbrück  eriHblt,  er  habe  einen  so  heftigen  St oss  er- 
balten,  dass  er  den  Alhem  verlor  und  zwei  Tage  gebraucht  habe, 
um  sich  vom  Schrecken  zu  erholen,  er  wolle  nicht  um  ganz  Frank- 
teieb  diesen  Versuch  zum  zweiten  Male  an  sich  machen.  Der 
gleichzeitig  lebende  Physiker  Winkler  will  aus  derselben  Ursache 
starke  {Konvulsionen  am  ganzen  Klirper  empfunden  haben,  sein 
Blut  sei  in  Wallung  gekommen,  so  dass  er  ein  hitziges  Fieber 
beffirchtefe  und  kühlende  Arzenei  nehmen  niusste;  sein  Kopf  sei 
ihm  schwer  geworden,  als  hiitle  er  einen  Stein  darin,  und  er  habe 
Nasenbluten  bekommen,  woran  er  sonst  nie  gelitten.  Ungeachtet 
solcher  Schilderung  konnte  doch  die  Frau  dieses  Physikers  ihre 
Neugierde  nicht  bezälimen,  machte  den  Vera  ach  an  »ich  und  fand 
lieh  hieraof  so  schwach,  dass  sie  kaum  gehen  konnte;  aber  nach 
acht  Tagen  wiederholte  sie  das  Fxperimenf  doch  wieder,  zog  sich 
dadurch  aber  nur  Nasenbluten  zu.  Hieraus  mügen  Historiker  ler- 
nen, wie  Schilderungen  ungewöhnlicher  ED^cheinungen  aufznneb- 
iD«n  seien. 

Man  hatte  zwar  schon  im  Jahre  1733  das  Gesetz  zweier  £lek- 
tricifäten  entdeckt  und  dieselben  Glas-  und  Harz-EIektricität,  spä- 
ter aber  positive  und  unpositive  Elektricitäten  genannt;  man  er- 
klärte sie  jedoch  blos  aus  einem  verschiedenen  Verhalten  der 
elektrischen  Ki'irper  in  Bezug  auf  Anziehung  und  Abstossung. 

Der  Zufall  wollte  aber,  dass  man  diese  Zustände  sichtbar 
duEUstellen  in  den  Stand  gesetzt  wurde.  Als  nSmlich  Votta  den 
von  Wilke  erfundenen  Flektrophor  unter  die  elekttiscben  Appa- 
rate eingeführt  hatte,  beschäftigten  sich  viele  Physiker  mit  diesem 
merkwürdigen  Werkzeuge.  Unter  diese  gehörte  auch  Lichten- 
berg. Er  construirte  einen  Elektrophor  von  6  Fuss  Durchmesser. 
Det  H&rzstauh,  der  sich  beim  GUtten  und  Poliren  des  Kuchens 
in  seinem  Arbeitszimmer  verbreitet  hatte,  legte  eich  an  Möbel  und 
Bücher  an,  war  durch  den  Luftzng  fortgerissen  und  setzte  sich 
dMm  wieder  langsam  sn  Boden.    Einst  war  über  Nacht  der  Deckel 
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vom  Kuchen  abgehoben  und  beide  crscbienen,  als  Lichtenberg 
des  Morgens  in's  Zimmer  trat,  mit  Teinem  Staub  überzogen.  Allein 
dieser  Ueberziig  sah  am  Decicel  ganx  anrlers  aus,  als  am  Kuchen. 
.  Während  erslerer  ganz  gleicbPürmig  bestÄitbl  erschien,  bildete  der 
Staub  auf  letzterem  regelmässige  Figuren,  ühnlich  jenen  der  Üb  er- 
frorenen Fenstertafeln,  und  es  traten  Sterne  wie  Milchstrassen, 
Sonnen  und  andere  struhlJge  Gebilde  liervor.  Wenn  man  den  Staub 
wegfegte  und  den  Kuchen  von  Neuem  bestäubte,  erschienen  die 
Figuren  nur  noch  deutlicher  und  schöner.  Der  scharfsinnige  Mann 
erkannte  bald,  daas,  die  Stellen,  ivo  diese  Figuren  erschienen, 
elelftrisch  waren,  und  wurde  somit  der  Entdecker  der  seinen  Namen 
führenden  Figuren,  durch  welche  die  znei  entgegengesetzten  elek- 
trischen Zustände  sichtbar  dargestellt  werden  kririnen. 

In  der  ersten  Zeit  beschränkte  sich  die  Elektricitätslehre  auf 
die  Stuilirstuhe  der  Gelehrten  und  auf  die  Säle  der  Neugierigen; 
höchstens  in  der  Heilkunst  machte  man  von  der  Elektricität  einige 
zum  Theil  ganz  sinnlose  Anwendungen.  Etuld  aber  sollte  dieses 
Agens  als  eine  mächtige  Kraft  im  Haushalle  der  Natur  erkannt 
werden  und  eine  der  nützlichsten  Anwendungen  finden.  Auch 
hier  war  der  Zufall  thätig.  Man  hatte  nümlich  schon  bei  den 
ersten  elektrischen  Versuchen  eine  Aehnlichkeit  zniscben  unserer 
Elektricität  und  dem  in  den  Gewitterwolken  thäligen  Agens  vet- 
muthet.  Als  aber  die  Leidiierflasche  entdeckt  nar  und  man  mit- 
telst des  Entladnngsstrumcs  lircnnbaru  Kiir|jer  anzünden,  Metalle 
Hcbmelzen  und  verflüchtigen  und  Thiere  teilten  konnte,  blieb  über 
diese  .Relation  kein  Zweifel  mehr  übrig.  Franklin  hat  si«  sti- 
erst thatsächlicb  erwiesen.  Er  wollte  auf  einem  Thurme  in  Boston 
eine  spitzige  eiserne  Stange  errichten  und  durch  dieselbe  den 
Blitz  unmerklich  in  die  Erde  ahleilen^  aber  sein  praktischer  Sinn 
verfiel  bald  auf  ein  viel  einfacheres  Mittel,  auf  den  Drachen,  mit 
welchem  Knaben  schon  damals  zu  spielen  pflegten.  Er  versah 
einen  solchen  Drachen  mit  einem  metallenen  Stifte  und  benStzte 
die  erste  Gelegenheit,  als  eine  Gewitterwolke  heranzog,  ihn  stei- 
gen zu  lassen.  Der  Drache  stieg,  die  Gewitterwolke  zog  heran, 
aber  die  Schnur,  welche  Franklin  in  der  Hand  hielt,  zeigte 
keine  Spur  von  Elektricität.  Franklin  besorgte  schon,  seinen 
Versuch  vergebens  angestellt  zu  haben,  als  ein  feiner  Regen  fiel, 
die  Schnur  befeuchtete  und  sie  dadurch  leitender  machte.  In  diesem' 
Augenblicke  divergirten  die  Fasern  der  Hanfschnnr  und  als  Frank- 
lin den  Knöchel  des  Fingers  in  deren  Nähe  brachte,  schlugen 
sogar  Funken  in  denselben  über,  Franklin  war  vor  Freude 
ausser  sich.  Wäre  der  Regen  ausgeblieben,  so  wäre  wohl  diese 
Freude  zu  Wasser  geworden;  wäre  es  ein  starker  geworden,  so 
hStte    Franklin   leicht  seine  Lernbegierde    mit   dem  Leben    be» 
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Xabl«n  küiinen,   wie  dieses    einige  Juhre    spffler    mit   K 
in  Petersliurg  iler  Fall  »ar. 

Der  eben  eTivAhnle  Versuch  liatte  Franklin  auf  die  Erfindung 
der  BliUableiter  geführt,  einen  Apparat,  der  es  dem  Menschen 
Abeo  BO  leicht  maclil,  ein  Gebliude  vpr  Blitzschlägen  zu  sichern, 
ßla  nian  sich  vor  Regen  schützt,  indem  eigentlich  mehr  Kunst  da- 
■n  gehSrt,  einen  guten  Rcgeitscbirm  zu  macheu,  als  einen  guten 
filitzableiter  zu  Stande  zu  bringen.  Diese  Entdeckung  ward  von 
Vielen  begierig  aufgenommen  und  in  Anwendung  gebracht,  von 
Andern  aber  als  ein  Eingriff  in  die  Plane  der  Vorsehung  ange- 
iSefaen  und  als  ketzerisch  verscbrieeti.  liesonders  in  Italien,  wo 
sie  doch  wegen  der  vielen  und  geßihrlichen  Gewitter  von  vorzüg- 
liebem  Nutzen  sein  sollte,  hatte  man  ein  grosses  Vorurtbeil  gegen 
dieselbe,  und  nannte  die  metallenen  Stangen,  tvelcbe  einen  ivesenl- 
Bchen  Theil  derselben  ausmachen,  Kelzerstangen.  Dieses  Vornr- 
Öieil  half  ein  Zufall  zerstreuen,  nie  aus  einem  Sciireiben  des 
Professors  Pistoni  an  den  Abt  Rozier  vom  Jahre  1779  zu  ent- 
nehmen ist.  Die  Kirche  des  fauchgelegenen  Sicna  wnrde  nämlich 
oft  vom  Blitze  getroffen  und  dadurch  beständiger  Reparaturen 
bedÜrFtig.  Dieses  liesliiiunte  den  Vorsteher  der  dortigen  Kathe- 
drale den  Glockenthunn  der  Kirche  mit  Blitzableitern  zu  versehen, 
worQber  einige  Berfohuer  dieser  Stadt  gewaltig  die  Kopfe  schät* 
leiten.  Am  IS,  April  1777,  um  6  Uhr  Abends,  rückte  nun  «in  Ge- 
witter heran,  lAbei  es  heftig  regnete  und  stiirmte.  Die  Bewoh- 
ner der  an  dem  Platze,  wo  die  Kirche  stand,  belindlichen  Hiiuser 
kamen  aus  denselben  hervor,  um  zu  sehen,  wie  sich  die  Hitzer- 
Stangen  bewäljren  würden.  Und  siehe!  da  erfolgt  ein  heftiger  Don- 
nerschlag und  der  Blitz  fahrt  i»  tiefitalt  einer  purpurnen  Kugel 
auf  die  Stange  des  Abieiters,  iKuft  längs  der  Leitung  herab  und 
verliert  sieh  in  einem  kleinen  nahen  Wasser,  wohin  die  Ableitung 
geführt  worden.  Als  das  Gewitter  vorüber  war,  wurde  der  Thurm 
untersucht  und  ganz  unverletzt  gefunden,  nicht  einmal  die  Spin- 
nengewebe, welche  hie  und  da  zwischen  der  Ableitung  und  der 
Mauer  gespannt  waren,  zeigten  eine  Verletzung.  Man  kann  sich 
denken,  mit  welcher  Anerkennung  man  nun  des  Erfinders  der 
Blitzableiter  gedachte  und  wie  dieses  beitrug,  dieselben  in  Italien 
IQ  verbreiten. 

Lange  Zeit  kannte  man  die  Reibung  als  Erregungsniitlel  der 
^dctricitSt;  nach  und  nach  entdeckte  man  aber  noch  andere  zu 
demselben  Ziele  fahrende  mechanische  Vorgänge,  wie  z.  B.  Druck, 
Spaltung,  Erwärmung  etc.,  wobei  auch  der  Zufall  nicht  ohne  Ein* 
IIdbs  war.  Die  wichtigste  Rolle  spielte  er  aber  bei  der  grossten 
Entdeckung  unserer  Zeit,  nBmlicb  der  Berührungs- ElektricitSt, 
gemeiniglich  auch  Galvanismus  genannt.' 
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Galvoiii,  Professor  der  Anatomie  in  Bologna,  hatte  n&inlich 
eine  brustkranke  Krau,  der  als  Heilmittel  Froscheuppe  veioriliiet 
nar,  zu  deren  Erzeuj^ung  FrOschen  die  Schenkel  abgeschnitten 
und  eothSutet  wurden.  Einst  lagen  mehrere  solche  hiczu  vorbe* 
reitele  Schenkel  auf  einem  Tische  dea  Zimmers,  in  nelchem  sich 
zugleich  eine  Elektrieirmaschine  befand.  Einer  der  Anwesenden 
setzte  die  Maschine  in  Bewegung  und  entzog  dem  Conductor  der- 
selben Funken,  während  ein  anderer  den  Nerv  de«  Frosches  mit 
einem  Messer  berufarte;  und  siehe,  all  die  loitten  Frosch  schenke! 
geriellien  in  starke  Zuckungen.  Man  rief  Galvani  herbei,  wie- 
derholte in  seiner  Gegenwart  den  Versuch,  jedoch  nur  dann  mit 
Erfolg,  wenn  gleichzeitig,  als  der  Froschnerv  mit  dem  Messet 
berührt  wurde,  man  der  Elektrisirmaschine  einen  Funken  entlockte. 
Ein  gut  unterrichteter  Physiker  würde  daran  nichts  Besonderes 
gesehen  haben,  da  sich  die  besagten  Froschst-henkel  in  der  elek- 
trischen Atmosphüre  des  Conductors  befanden  und  durch  Verthei- 
lung  elektrisch  werden  mussten.  Gl&cklicher  Weise  war  Galvani 
nicht  so  gut  unterrichtet,  und  diesmal  hat  die  Wissenschaft  von 
der  Unkenntniss  ihrer  Gesetze  Nutzen  gezogen.  Aber  bei  ihm 
war  es  mit  diesem  ersten  Spiele  des  Zufalls  nicht  genug,  son- 
dern dieser  mu^ste  seinen  Finfluss  zum  zweiten  Male  geltend 
machen,  um  den  Anatomen  auf  eine,  wenn  atfth  wieder  nicht  die 
rechte  Spur  zu  verbellen.  Galvani  »ah  nämlich  in  der  neuen 
Erscheinung  nur  eine  Venvirklichung  seiner  Liettlings-Idee  von 
einer  den  Nerven  eigenen  Elektrieität.  Fr  suchte  demnach  diese 
Hypalhese  weiter  zu  prüfen  und  wollte  unter  Anderm  auch  den 
Einfluss  der  Luftelektricität  auf  die  Erzeugung  von  Zuckungen  in 
präparirten  Froschschenkeln  weiter  erforschen,  Er  liess  zu  diesem 
Ende  Frilsche  enthauten,  deren  Wirbelsäule  durchschneiden,  die 
Schenke  [nerven  liloaslegen  und  isoliren,  und  durch  den  übrigen 
Theil  der  Nerven  Stacke  einen  gekrümmten  Kupferdrath  stecken, 
er  einst  mehrere  solcher  Präparate  an 
und  erwartete  den  Eintritt  von  Zuckun- 
3s  vergebenen  Wartens  müde,  bog  or 
m  dadurch  vielleicbt  der  atmosphäriecbes 
I  erleichtern,  allein  er  drückte  dadurch 
i  Gitter  an,  und  nun  traten  alau- 
gleich  die  erwarteten  Zuckungen  ein.  Bei  wiederholten  Versuchen 
in  einem  geschlossenen  Zimmer,  wobei  er  das  Präparat  auf  eine 
eiserne  Scheibe  legte  und  den  Kupferhaken  mit  dem  Eisen  in  B«- 
rllhrung  brachte,  blieben  die  Zuckungen  nie  aus.  Er  glaubte  sich 
daher  zu  der  Annahme  berechtigt,  dass  durch  Herstellung  einer 
Leitung  zwischen  Nerv  und  Muskel  eine  Entladung  der  im  Fiofiche 
enthaltenen  ElektiicitSt  bewirkt  werde,  nnd  dass  diese  Enth 


Mit  diesem  Haken  hing 
einem  eisernen  Gitter  ai 
gen.  Allein  umsonst  I 
den  Kupferdrath  zurück, 
Elektrieität  den  Zutritt  : 
i  Froscbjjräiiarut  ; 
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»Ich  durch  Zuckungen  kund  gebe.  Es  ist  liekaiint,  dasa  Volta 
an  dieseo  Versuclieii  g.iiiz  andere  AnJenlungea  erkannt  und  da* 
durch  auf  die  Erlindun^  der  Snule.  die  seinen  Namen  ßhrt,  ge- 
leitet (Turde.  Nebst  dem  Scharrsinne  dieses  gelehrten  Manne« 
verdanken  ivir  daher  die  Entdeckung  der  Volta'scben  SHule  der 
Krankheit  einer  Frau  und  der  Unkeniitniss  eines  Gelehrten. 

Die  Volta'sche  Säule  erregte  die  Neugierde  von  Laien  und 
Gelehrten,  und  liberall  stellte  man  solche  Apparate  zusammen,  um 
die  elektrischen  Erschütterungen  zu  versuchen,  deren  man  sich 
aussetzte,  wenn  man  die  beiden  Pole  derselben  mit  Theilen  des 
Kürpera  in  Verbindung  brachte,  oder  um  zu  crfabren,  ob  diese 
Pole  noch  Elekiricilät  erkennen  lassen,  nenn  deren  Verbindung 
dorch  verschiedene  Körper  beiverkstelligt  worden.  Solche  Ver- 
suche wurden  auch  von  den  englischen  Naturforschern  Nicholson 
und  Cailisle  angestellt.  Ein  Zufall  führte  sie  in  ein  ganz  neues 
Gebiet.  Als  nämlich  Carlisle  die  Pule  mit  einem  Metalldrathe 
verbunden  halte,  vi-ollte  er  die  innigere  Berührung  zivischen  der 
obersten  Platte  der  Säule  und  einem  Drath-Ende  dadurch  mehr 
iichern,  das«  er  einen  Tropfen  Wasser  an  die  Stelle  brachte,  wo 
der  Drath  die  Platte  berühren  sollte.  Es  entwickelten  sich  aber 
in  dem  Tropfen  kleine  Wasserbläschen  und  es  verbreitete  sich 
cht  Geruch  von  Wassers loffgas.  So  ward  die  erste  chemische 
Wirkung  der  Volta'schen  Säule  entdeckt,  eine  Entdeckung,  die 
bald  eine  bedeutende  Erweiterung  erfuhr,  und  vielleicht  mehr  als 
i^end  eine  andere^  zur  Reform  der  Chemie  heigetragen  hat, 
imd  doch  war  auch  diese  durch  einen  Zufall  hervorgerufen. 

Die  Volta'sche  Säule  zeigte  zu  viel  Analogie  mit  einem  Mag- 
nete) als  dass  es  an  phantasiereichen  Köpfen  gefehlt  haben  sollte, 
ivelche  die  Analogie  zu  einer,  wenn  auch  nicht  completen  Identi- 
tät auszuspinnen  tcrsuchen  wollten.  Aufdiese  Aebniichkeit  sucht« 
Professor  Oersted  seine  Schüler  aufmerksam  zu  machen.  Er 
stellte  zu  diesem  Ende  eine  Volta'sche  Säule,  deren  Pole  zufäl- 
lig leitend  verbunden  waren,  neben  einer  Magnetnadel  auf,  be- 
merkte aber  eine  Unruhe  an  der  letzteren,  die  ihm  ungewöhnlich 
vorkam.  Er  nahm  hievoo  Veranlassung,  diese  Sache  näher  su 
untersuchen,  und  ward  dadurch  der  Entdecker  des  Elektromag- 
netismus, eines  Zweiges  der  Physik,  der  in  unseren  Tagen  an 
den  elektrischen  Telegraphen  die  schönste  und  fruchtbarste  An- 
iTflnduiiig  gefunden  hat. 

Ob  mit  der  Entdeckung  des  Elektromagnetismus  der  Zufall 
L  seine  Laune  im  Reiche  der  elektrischen  Erforschungen  gänzlich 
B'fceWedigt  gefunden,    oder  ob  er  uns  noch  ferner  neue  Wege  an- 
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\rtnei 
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deuten  werde,  luuse  Her  Zukunft  vorbehalten  bleiben-,  merkwürdig 
ist  es  aber,  dass  seit  der  O  ersted'schen  Entdeckung,  die  in 
dasJahr  1820  fiel,  buchst  ivicIitJge  neue  Entdeckungen  im  Gebiete 
der  El ektricilüts lehre  gemacht  norden  sind,  wie  z.  B.  die  der  Mag- 
netelektricität,  ohne  dass  eine  Einmischung  des  Zufalls  bemerkbar 
geworden  wäre.  Es  ist  übrigens  einleuchtend,  dass  das  Reich 
des  Zufalls  desto  mehr  Terrain  verlieren  müsse,  je  weiter  man 
in  der  Kenntniss  der  Naturerscheinungen,  ihrem  Zusammenhange 
und  ihren  Gesetzen  fortgeschritten  und  im  Stande  sein  wird,  bei 
gelehrten  Forschungen  nach  einem  rationellen  Ojierationsplane  vor- 
zugehen und  das  Gebiet  des  Tatonnirens  zu  verlassen.  Wir  sind 
aber  leider  noch  weit  von  dem  Ziele  entfernt  und  belinden  uns  nur 
cu  oft  in  der  Lage  jenes  Physikers,  der,  als  er  in  seinem  Zimmer 
einen  Magnet  strich  und  von  einem  unversehens  eintretenden  Freunde 
gefragt  wurde,  was  er  mache,  antworten  musste:  „Wollte  Gott, 
ich  wüsste,    ivas  Ich  thne." 


Aber  ungeachtet  der  starken  Eingril 
der  bisherigen   und    vielleicht   auch    dt 
scbafllicben   Forschniif^en   bat  doch    di 
abgcp;eben;    der  Genius  jener  Männer 
verstand   und    ihn   znaug,    seinen  Zwer 
hat  die  Wissenschaft  weiter  gebracht.     ' 
nicht  vor  Galilei  schwankende  Ullnglu 
aeben,  ohne  dadurch  veninlasst  worden 


e  des  Zufalls  in  das  System 
r  zukünftigen  natunvissen- 
rselbe  nur  den  Handlanger 
aber,  der  ihn  zu  erfassen 
cken  dienstbar  zu  werden. 
Wie  viele  Menschen  haben 
den  Kirchen  ge- 
darin  einen  Zeit- 


messer zu  erkennen.  Tausende  haben  Aepfel  von  Bäumen  fallen 
gesehen,  sind  aber  nicht  wie  Newton  zu  dem  Schlüsse  gekom- 
men, dass  dieser  Fall  aucii  «tallfinden  würde,  wenn  der  Baum  bis 
znm  Monde  hinaufreichte,  dass  daher  der  Mond  seDist  zur  Erde 
herabfallen  raüsste,  wenn  er  nicht  durch  eine  Kraft,  wie  der 
Apfel  durch  seinen  Stiel,  im  Fallen  gehindert  wörde.  Nicht  blas 
Kindern,  auch  Gelehrten  entfielen  gewiss  oft  Kryslalle  und  zer- 
schlugen sich  dabei  in  Stücke,  ohne  dass  diese,  wie  Hauy, 
daran  die  Spaltbarkeit  der  krystallisirten  Stoffe  erkannt  hätten. 
Glühender  Eifer,  Begeisterung  für  die  Wissenschaft,  BentitzuDg 
jeder  sich  darbietenden  Gelegenheit,  reSectirende  Beobachtimg  und 
sorgfältige  Comliination  sind  es  demnach,  die  uns  das  JBuch  der 
Natur  Öffnen  und  dessen  Inhalt  entziffern.  Auf  diesem  Wege  ist 
es  auch  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  gelungen, 
manch  schätzbaren  Beitrag  zu  liefern,  und  die  zahlreichen  Druck- 
werke zu  füllen,  welche  von  ihrem  Streben  und  von  ihrem  Dank- 
gefühle für  den  erhabenen  Herrn  und  Kaiser,  der  dieser  Anstalt 
die  Mittel  zu  ihrer  Thätigkeit  so  reichlich  gewJihrt,  Zeugnis« 
geben   durlten. 
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III. 

Ein  kleiner  Nachtrag   zur  Lehre  von  den  kubischen 

Gleichungen. 

Von 

Herrn  Oberschulrath  Dr.  J.  JET.  T.  Müller 

zo   Wiesbaden. 


Bei  der  Auflösung  der  reducirten  kubischen  Gleichung 

fiberrascht  in  der  Regel  den  Schüler  das  ihm  etwas  künstlich 
vorfcoroinende  Verfahren  der  AufGndung  der  beiden  übrigen  Wur- 
zeln, nachdem  die  erste  dargestellt  worden ,  während  dem  Lehrer 
die  Auflösung  der- beiden  identischen  Hilfsgleichungen 

tt«  +  ^M»-r|)  =0, 

nicht  befriedigt,  indem  man  sich. hier  mit  einem  Wurzelpaare  be- 
gnügt und  die  beiden  übrigen  Paare  unbeachtet  iSsst. 

Dife  Ausfüllung  dieser  Lücke  aber  beseitiget,  wie  man  sich 
bei  näherem  Eingehen  leicht  überzeugt,  zugleich  jenen  oben  er- 
wähnten Anstoss.  Da,  so  viel  ich  weiss,  beides  bisher  unbeach- 
tet geblieben  ist,  so  dürfte  eine  kurze  Mittheilung  hierüber  ftlr 
den  Unterricht  nicht  ganz  nutzlos  sein. 

1.     Aus  den  Elementen  ist  bekannt,   dass 
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ist.    £8  wird  abo  {x^ — l)  zu   Null,    H-eiio  (:r  — 1),    sowie  wenn 
{x'^  +  x  +  l)  zu  Null  wird.     Demnach  ist 

a?'  =  +  l;    ar'  = 2 =  •^5    ^= 2 =-^   » 

wodurch  die  drei  Werthe  der  Kubikwurzel  aus  -f  1  gefunden  sind. 

Es   ist  daher   auch,   wenn  a  den  absoluten  Werth  von  Va 
bezeichnet, 

B 

2.    Aus  den  obigen  Uilfsgleichungen  erhält  man  bekanntlich 
zunächst 

..=-i*v((i)-;-(i)-). 

..=-?±v((|)-  +  (f)',. 

Da  aber  die  Werthe  von  u^  und  r'  zunächst  der  ersten  der  bei- 
den Grundgleiehungen 

ti»  +  f?8  +  y  =  0, 

genügen  mtlssen,    und  da  beide  Gleichungen  symmetrische  Funk- 
tionen von  u  und  v  sind,    so  wird  fQr 

«•=-1 + KD' + (|)"' 

nur  noch 

-=-i-Hi)' +(?)■)■ 

Sei  der  absolute  Werth  von 


wo 


vi-J+v((|)-+(f)'),=«.., 
A-|-v((|)'  +  (|)-)i=«.., 

^hI"/   "''(3  y  ^  *'*  '®^''  vorausgesetzt  ist. 
Dann  ist  nach  1): 


X 
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Um  jetzt  zu  ermitteln^  ivelche  Wertbepaare  von  ti  und  v  zu- 
lässig sind^  ziehe  man  die  zweite  Grundgleichung 

3t«»  -f-  p  r=  0 

hinzu,  nachdem  zuvor  die  Produete  J'J',  J"J",  J'J"  entwickelt 
worden.  Man  erhält  nämlich  die  auch  an  sich  bemerkenswerthen 
Gleichungen : 

Aus  diesen  nun  ergiebt  sich,    dass,    R  als  reell  vorausgesetzt, 
die  Comhinationen  u"v" y    v!"v"'  mit*  jener  Grundgleich uog  un- 
verträglich sind,    während  sich 

für  die  Comhinationen  u'v"^  «V,  tt't/^,  u'^v'  die  Unsitlässig* 
keit  von  selbst  herausstellt. 

Demnach  bleiben  nur  noch  die  Verbindungen 

u'v',    ?^V^    M^V 

übrig,   deren  jede,   wenn  iflan  wirklich  entwickelt,   den  Ausdruck 

Zuv  +  p 

zum  Verschwinden  liringt. 

Damit  sind  also  die  drei  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 

gleichzeitig  und  auf  völlig  übereinstimmende  Weise  gefunden,  nämlich 
oder 

was  in  doppelter  Beziehung  befriedigt,  indem  das, Eine  vollstän- 
dig erledigt  und  in  das  Andere  Gleichförmigkeit  gebracht  wird« 
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IV. 

Verschiedene  mathematische  Bemerkungen 


von 


Herrn  Doctor  Hermann  Kaiser, 
Krtiiarat  in  Seligenttadt  im  GroMhersogthan  ÜMten. 


I. 

N^ue   und  leichte  Auflösung  einer  Gattung  von  Aufga- 
ben aus   der   unbestimmten    Analytik. 

Aufgabel  Es  wird  eine  Zahl  Z  gesucht,  welche  mit 
D'  dividirt  den  Rest  /2',  mit  D"  dividirt,  den  Rest  RT, 
mit  ly  dividirt  den  Rest  N"',  mit  D'^  dividirt  den  Rest 
R^^f  U.S.  f.  lä^sst,  vorausgesetzt,  dass  sich  die  Diviso- 
ren Z>,  Z>',  D" ,  ry" »  Z)^^, ....  gegen  einander  prim  ver- 
halten, d.  h.  dass  keiner  derselben  mit  einem  der  andern 
einen  gemeinschaftlichen   Theiler  hat. 

Die  Auflösung  geschieht  sehr  leicht  nach  folgender  Formel: 

Hierbei  bedeutet  w!  diejenige  ganze  positive  Zahl  ans  der  natSr- 
liehen  Zahlenreihe  1,2,3,....,  womit  das  Product  WD^D^^ 
noch  multiplicirt  werden  muss,  damit  es  durch  />'  dividirt  1  als 
Rest  gibt;  ebenso  bedeutet  m"  diejenige  ganze  positive  Zahl  der 
natiirlichen  Zahlenreihe,  womit  das  Product  D'iy'D^^  noch  mul- 
tiplicirt werden  muss,  damit  es  durch  jy'  dividirt  wieder  1  als 
Rest  gibt;  ferner  m"'  diejenige  Zahl,  womit  D^Df'D^^  multiplicirt 
werden   muss,    damit   die   Division   mit  U"  1  als  Rest  gibt  etc. 
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Endlich  bedeutet  p  sMmmtliche  successiven  Zahlen  der  natürlichen 
Zahlenreihe,  die  Null  mit  eingeschlossen,  nämlich  succ.  0, 1, 2, 3, ...  od, 
jedoch  nur  für  das  positive  Zeichen  des  letzten  Gliedes  der 
Formel,  für  das  negative  gelten  nur  diejenigen  Zahlen  der  na- 
turlichen Zahlenreihe,  nofur  Z  nicht  negativ  wird. 

Es  seien  z.  B.  die  Divisoren  />',  D" ,  /)"',  D^^  beziehungs- 
weise =  2,  3,  5,  7,  so  hat  man  die  Producte: 

ITD^D^^^V»,    D'ir'D^^=:70,    D^iriT' =z30  und 

D'D"iy"Dtv^  210. 

Da  105  durch  2  dividirt  den  Rest  1  lässt,  so  ist  m'  =1; 

„     /O     „     3  '   „         „       „     1     „        „    „  m  ^I; 

„     42     „5       „        „       „     2  und  erst  3x42=126  den  Rest] 

lässt,  so  ist  }?t'^  =  3; 

„    30     „     7      „        „       „     2  und  erst  4x30  =  120  den  Rest  1 

lässt,  80  ist  m^^=4. 

Zufolge  unserer  Formel  haben  wir  mithin: 

Z=  105Ä'  +70/2"  +  126Ä'"  +  120/2^^+210/1. 

Sind  nun  die  zugehörigen  Reste  R' ,  R" ,  R'" y  R^^  beziehungs- 
weise =  1,  2,  3,  4,    so  ist 

Z=105+140+378+480+210;?  =  1103T2l()p. 

Setzt  man  p^S,  4,  3,  2,  1,  0,  1,  2,  3,....,  so  erhält  man  die 
gesochten  Zahlen:  53^263,  473,  683,  893, 1103, 1313, 1523, 1733,.... 

Der  Beweis  der  Richtigkeit  der  Formel  ergibt  sich  alsbald 
durch  die  blosse  Betrachtung  derselben.  Die  Division  mit  D' 
lässt  nämlich  im  ersten  Glied e  den  Rest  R' ^  in  allen  übrigen  Glie- 
dern den  Rest  Null,  ebenso  gibt  die  Division  mit  jy  im  zweiten 
Gliede  den  Rest  R"  y  in  allen  übrigen  Gliedern  dagegen  keinen 
Rest  etc. 

Anmerkung.  Soll  die  gesuchte  Zahl  Z  das  Product  aus 
sämmtlichen  Divisoren  nicht  übersteigen,  so  ist  die  Aufgabe  eine 
vollkommen   bestimmte. 


IL 

Auflösung  der  homogenen  Gleichungen    mit   zwei  Un 

bekannten. 

Hat  man   zwei  Gleichungen  von  der   Form: 
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Ax^  +  Baf^-^y  +  Ca:«- V  +....+  ü^r  V"* 
+  Vxy"^-^  +  Wy""  +  ZjrP^v  =  0, 

+  Pa:y"-i  +  JFV  +  Z'^rr^v  =z  0, 

welche  mithin  bis  auf  das  letzte  Glied  homogen  sind,  so  kann 
man  beide  Gleichungen  mit  solchen  Factoren  multipliciren,  dass 
der  Coefßcient  des  letzten  Gliedes  in  beiden  gleich  wird;  zieht 
man  sodann  beide  Gleichungen  von  einander  ab,  so  ergibt  sich 
eine  homogene  Gleichung  von  der  Form: 

üa:«  +  » j;«-^  +  tf.^;"- V  +  ••••+  Mar V"*  +  *>^y*«"*  +  IPy"  «  0. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  y^zvx^  so  erhält  man,  wenn  man 
mit  x^  dividirt,  die  Gleichung: 

Ü  +  Bö  +  tfr*  + . . . .  +  Up»"*  +  »»«-*  +  lPo«=0, 
in  welcher  somit  nur  noch  eine  Unbekannte  enthalten  ist. 
Man  habe  z.  B.  die  beiden  Gleichungen : 

%8  +  28^»r  - lyx'^  +  3a?»— 105  =0;  (2) 

so  darf  man  nur  die  letzte  Gleichung  mit  2  multiplicireo,  um  das 
letzte  Glied  in  beiden  Gleichungen  gleich  zu  macheu.  Ziebt  man 
sodann  die  letzte  Gleichung  von  der  ersten  ab,  so  erhfilf  matt 
nach  vorgängiger  Division  mit  2: 

6^»  +  %«ar  +  ya:«  — 2ar»=0. 

Setzt  man  nun  y^=.t>x  und  dividirt  mit  a;»,  so  ergibt  sich  die 
Gieiebung: 

6r»+13»2  +  t?  — 2  =  0, 
deren  Wurzeln  sind: 

fi  =  —  2,     »2  =  J ,     *^8  =  ""  i- 
Folglich  ist 

yi=-2a:i,    ya=J-^2>    ^8=— 4^8- 

Setzt  man  diese  Werthe  nach  einander  in  die  Gleichung  (2),  so 
erhält  man: 

1)  —24ar,HH2.rt»  +  14a:i»  +  3ar,8— 105  =  0, 

und  daraus  105ari*— 105=:0,   mitbin  a:i=l. 
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2)  t»»»  +  V«i»  -  IV  +  3ar,«  — 108  =0 , 

I 

folglich  a:a=V27  =  3. 

mithin  o:,  =  1/8=2. 

Demnach  hat  man  a?i=l,  0:2  =  3,  x^^=iiy  xmA  hiermit  (aus 
3f  =  t?ar):   y4  =  -2,  ^«  =  1,   ys  =  — 1- 

kt  eine  der  beiden  gegebenen  Gleichungen  bereits  homogen, 
80  ist  das  Verfahren  noch  einfacher,  denn  man  kann  aus  dieser 
den  Werth  von  ^  in  a?  und  alsdann  mittelst  der  anderen  Gleichung 
den  Werth  von  x^  also  auch  von  y  bestimmen. 


III. 

Ein    interessantes   Beispiel    von    Transformation. 

Aufgabe:    Es  soll   die  Gleichung 

nf-=: sin. neos. ueos./9 — cos.ncos.tfsin./9sin.(Jl— A:)  i 

-|-sin.usin./?cos.(A~A:)  ) 

ait  Hilfe  des  rechtwinkligen  sphärischen  Dreieeks 
iljBC  (Taf.  1.  Fig.3.),  in  welchem  der  Winkel  an  B:=zn,  die 
Seite  BC^qfs  ACz=^  und  ABz^X-^k  ist,    auf  die  Form: 

Tf-  =  s^n.nco8.(A — k)co8,(rp  —  ß)co8,(g> — ü)         f 
+  sin.(9)  — M)sin.(tf; — ß)  ) 

gebracht  werden. 

Auflosung:    Differentiirt   man    die   rechte  Seite   der  Glei- 
I    chung  (1)  nach  n,   so  erhält  man: 

1  cos. neos. UC0S./3  -f  sin.ncos.usin./?6in.(A — k), 

I     und  daraus  durch  partielle  Integration   [wenn  man  ben'icksichtigt, 
dass 

*S-9>  =  ^^^7^*    tg.i(;  =  sin.a~Ä)tg.n, 

cos.9>=^cos.'(f;cos.(A  — Ä:),    sint/;:=sin.9>sin.n 
ist] : 
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810. neos. u         ,  '      /^rfn.sin.n8in.j5sin.(il— ^)cos.ti 

cos.t/;  "^     t/  cos.^n 

oder  auch: 

; — cos.(i(;-/?)- ^^ 5^ ^+C.       (3) 

cos.if;  ^^     '^'^  C08.«  ^ 

Da  nun  die  beiden  Ausdrucke  (1)  und  (3)  identisch  sein  müssen, 
so  erhält  man,    wenn  man  nt=0  setzt, 

C=:sin.t£sin.j3cos.(A. — k). 

Der  Ausdruck  (3)  wird  mithin,  wenn  man  cos.n  zufolge  der  ersten 
in  Parenthese  stehenden  Gleichung  eliminirt,  nach  einer  leichten 
Reduction  (vermittelst  der  andern  eingeklammerten  Hilfsgleichungen): 

sin. neos. (t^ — j3)cos.(A  — ä)cos.m        8in.j3sin.(<p  —  u) 

. ^     i\\ 

cos.^  cos.i/;  ^  ^ 

1  ■ 

oder  auch  (weil  ^z=i\-\-i^,^  ist)» 

sin.7?cos.(if;  —  /J)cos.(A. — ^)cos.ucos.9>(l  +tg.*9)  \ 
—  sin./?sin.(9 — M)cos.tf;(l  +  tg.*i/;).  J 

Es  ist  aber:  ^ 

!sin.ncos.(i/;— j5)cos.(A, — k)  cob,  u  cos,  q>i^,^qt 
=tg.*itcos.(A,— A:)tg.*(A,— Ä:)cos.Msin.9Cos.9)(cot.t|;cos./J-|-sin.j5)i 
tg%i  cos  ,{}.—k)  tg.*(A,  —  k)  cos .  t«  sin .  9)  cos .  9  cot .  ^cos  •  ß, 
a)  ^  =:tg.n8in.(A. — Ä:)cos.ucos.j3sin.9Cos.if; 

=cos.usin.9>sin.i^cos.jß; 
tg.*«cos.(A,  —  Ä:)tg.*(A  —  ^)cos.t<sin.9>co6.9>9in.j3 
=  tg .  ^t^  cos .  u  sin .  9)  sin .  jScos .  t^ ; 
—  sin .  ß  sin .  (<p  —  u)  cos .  if;  ig  .^; 
= — tg.^sin./?cos.if;(sin.9>cos.«  —  cos.  9  sin. u); 
a')  —  tg.*V^sin./?cos.i(;sin.9)COs.M 

gleich  und  entgegengesetzt  dem  Ausdruck  h^; 

tsin .  ß  cos .  if;  tg .  ^  cos .  g)  sin .  n 
=:  sin .  j3  sin . «  sin .  n  sin .  1^  sin .  g)  cos .  (A.  —  k). 


b) 


2) 
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Die   Ausdrücke  a),  b),  a')«  b')    geben   mithin   zusaminenge- 
nommen : 

cos .  if  sin .  9  sin .  if;  cos .  j3 -|- sin . /?  sin .  u  61  n .  n  sin .  t^  sin .  9>  cos .  (il  —  Ä:) ; 
substituirt  man  dies  in  (4')«  so  ergibt  sich  für  ^  folgender  Ausdruclc: 

sin. 71  COS.  (il — A:)cos.(if^ — j3)cos.2«cos.9> 
~sin./?sin.(9>  — u)cos.if;-f-cos.usin.9sin.if;cos./}  }   (5) 
+  sin, neos, (X — Ä:)sin.usin./?sinif;. 

Endlich  ist 

f  sin  .neos.  (A— 'Ä:)  cos .  (if;  —  ß)  sin .  usin  g> 

3) 


{=.. 


sin.ncos.(X — k)  sin.Msin.9(cos.if;coS.j3 — sinif;sin/J).(a) ; 
siii .  n  cos .  (il  — -  ä:)  sin .  u  sin .  q>  cos .  if;  cos .  ß 


:=sin .  u  cos .  ^  sin .  iff  cos .  j3 ; 
b'^)  sin. neos. (il  —  A;)  sin.  tisin.g»  sin.  t^sinj? 

gleich  dem  letzten  Gliede  von  (5). 

Addirt  man  demnach  das  Glied  linker  Hand  der  Gleich,  a) 
zu  dem  Ausdrucke  (5)  und  subtrahirt  dagegen  die  beiden  Glie- 
der a^)»  h"),_^o^VLich  in  (5)  nichts  geändert  wird ,  so  erhält  man: 

-5^=  sin. neos. (il — k)  cos.(i(; — /5)  (cos.  m  cos.  9)  +  sin.usin.g)) 
du 

-f  (cos.tfsin.9 — sin.ucos.<p)sin.T^cos./3 
—  sin.(9> — M)cos.if?sin./J 
=      sin. neos. (A, — A:)cos.(if^— /J)cos.(g>— m) 
+  sin(9  — w)sin.(i>; — ß). 
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V. 


Elementare  Darstellung  der  Lehre  von  der  Quadratur 
der  Hyperbel    und   der   Theorie    der  hyperbolischen 

oder  natürlichen  Logarithmen. 


VOD 

dem    Herausgeber. 


So  oft  ich  zu  dem  Vortrage  der  Lehre  von  den  Kegelschnit- 
ten ohne  Voraussetzung  der  höheren  Analysis  zurückgekehrt  bin, 
ist  es  mir  immer  ein  drückendes  Gefühl  gewesen,  wenn  ich  bei 
der  Quadratur  der  Hyperbel  meine  Zuhurer  rücksichtiich  dieser 
Lehre  auf  die  Zeit  verweisen  musste,  wo  sie  in  die  OebeiniBisse 
der  Integralrechnung  eingeweiht  werden  würden,  und  dieses  Cr«* 
fühl  war  natürlich  um  so  drückender,  weil  sich  bekanntlich  die 
Quadratur  der  Parabel  und  der  Ellipse  in  so  leichter  und  stren- 
ger Weise  völlig  elementar  bewerkstelligen  lässt.  Es  hat  daher 
auch  keineswegs  an  vielfachen  Versuchen  von  meiner  Seite  (ge- 
fehlt, diesen  wichtigen  Punkt  in  der  Lehre  von  den  Regelschnit- 
ten auf  eine  für  den  Unterricht  erspriessliche  Weise  zur  Erledigung 
zu  bringen;  und  wenn  meine  Bemühungen  in  dieser  Beziehung 
auch  nicht  ganz  ohne  Erfolg  geblieben  sind,  so  hat  doch  keine 
der  von  mir  früher  gefundenen  Methoden  mich  vollkommen  li^  , 
friedigt,  weshalb  ich  dieselben  auch  nie  bekannt  gemacht,  dessen- 
ungeachtet nothgedrungen  hin  und  wieder  bei*m  Unterrichte  benutzt 
habe.  Ganz  neuerlich  habe  ich  aber,  da  ich  gegenwärtig  wieder 
die  Regelschnitte  vortrage,  eine  Methode  zur  elementaren  Qua- 
dratur der  Hyperbel  gefunden,  die  mich  vollkommen  befriedigt 
hat  und  mir  zur  Ausfüllung  einer  wesentlichen  Lücke  in  der  Lehre 
von  den  Regelschnitten,  wenigstens  in  methodischer  Rücksicht» 
sehr  geeignet  zu  sein  scheint,    was  mich  veranlasst,    dieselbe  im 
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Folgenden  der  gen  ei  gl  i 
rorzalegen.  Ich  stehe  i 
deshalb  eiueti  besondert 
beizulegen,    »eil  sie    ai 


II  Beurtheiliing  -der  Leser  des  Archivs 
jcht  an,  dieser  Methode  imnieiillich  auch 
n  Werth  Tür  die  Znecke  des  Uulerricbts 
if  eine,    nie  es  mir  scheint,    sehr  bemer- 


kenswertbe  GrSiiEeubetrachtuDg  luhrt,  die  auch  noch  deshalb  von 
»issenecbaftlichem  Interesse  ist,  vreil  man  durch  dieselbe  zugleich 
II]  einem,  wenn  auch  zur  numerischen  Berechnuni;  nicht  gerade 
sehr  brauchbaren,  aber  doch  sonst  benierkenswerlhen  analytischen 
Ausdrucke  für  eine  gewisse  franecendente  Grüsse  gelangt,  uovon 
nachher  weiter  die  Rede  sein  nird.  Wie  nichtig  es  ist,  dass 
der  angehende  Mathematiker  so  zeilig  nie  müglich  mit  dem  Wesen 
enlcher  Grßnzeiibetrachtungen  bekannt  und  vertraut  gemacht  werde, 
da  ja  bei  seiner  künftigen  Bescbäftigung  mit  der  Gogenannten 
hüberen  Mathematik  der  Begriff  der  Grüuze  sein  fortwährender 
Begleiter  bleibt,  ohne  welchen  er  nicht  das  Geringste  anratigen 
kann,  habe  ich  nun  schon  alt  genug  bemerkt,  Irene  mich  aber 
sehr,  dass  diese  Ansicht  immer  mehr  Hoden  und  immer  gröüsere 
Verbreitung  unter  den  Mathematikern  und  den  wahrhaft  tQchtigen 
und  einsichtsvollen  Lehrern  der  Mathematik  gewinnt'),  welche 
letzteren  hauptsächlich  auch  dahin  streben  und  zu  streben  haben, 
ihre  Schaler  für  künftige  höhere  theoretische  oder  praktische 
Stadien  zweckmässig  und  allseitig  vorzubereiten ,  und  nicht,  wie 
dies  erfahrungsmäsGig  hin  und  wieder  geschieht,  mit  einer  Menge 
von  Dingen  zu  quälen  und  geistig  zu  ermüden,  die  eben  deshalb 
nicht  selten  als  höchst  unnütz  bezeichnet  werden  müssen,  weil 
sie  zur  wahrhaft  soliden  Vorbereitung  auf  künftige  Studien,  die 
(loch  gewiss  bei  jedem  vernünriigen  Elementar -Unterrichte  immer 
zunäcbet  der  Hauptgesichtspunkt  bleiben  mnss,  weder  erforder- 
licb,  noch  besonders  geeignet  sind. 

Das  Folgende  wird  aber,  wie  ich  hoffe,  dadurch  noch  ein 
besonderes  Interesse  gewinnen,  dass  sich,  wie  ich  zeigen  werde, 
an  die  von  mir  gefundene  elementare  Quadratur  der  Hyperlicl 
auch  eine  vlHIig  strenge  und  ganz  elementare  Theorie  dfr  hyper- 
bolischen oder  natürlichen  Lniiarilhmen,  hauptsächlich,  wie  sich 
von  selbst  versteht,  eine  solche  Entwicklung  der  bekannten  loga- 
rithmischen Reihen  und  die  auf  dieselben  gegründete  Berechnung 
der  logaritbmiscben  Tafeln  anschliessen  lässt,  wobei  mir  wieder 
der  aus  meinen  im  Archiv.  Tbl.  XXIII. Nr.  1.§.2,(S.6.)  undNr.VIU. 


')  M.  8.  z.  K,   die   in    allrn   Beziehungen   hrji-hst   Busgeieichneti;   AIi- 
Inn;;    de»   Herrn    Dnclar    Heüermaon    in   Trier   über   umhüllende 
CD  im  Archiv.  Tbl.  XXIV.  Nr.  XXXI.,   namentlich  auch  die  von  allen 
Lehrern  sehr  m  beheriigendeD  Worte  am  Schluie  (S.  460.)  dravelhen, 
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II.  (S.  210.)  initgeth«ilten  Abhandlungen  bekannte  *)  wiclilige  arilh- 
metiscfae  Salz :     üass    die   Grüsde 


i«4.2m4-3«  +  ..,.4-„m  |B.-^,2'»-f  3"  +  ■■■■  +  (« -l)"» 


sich    der    Gr&nze    ■    ,  ■    nähert,   wenn  n  in's  Unendlichs 

wficbst,  die  vortrefflichsten  Uienate  geleistet  hat,  nas  mir  ein 
nencT  Beiveia  von  der  grossen  Wiufitiglceit  dieses  Salzes  lär  die 
strenge  elementare  Behandlung  der  Mathematik  gewesen  ist,  so 
dass  ich  fortwährend  der  Meinung  hin,  dass  dieser  Satz  von  jetzt 
an  in  keinem  muthenialischcn  Elementar- Leiirbuche  fehlen  sollte, 
da  sich  dcrselhe  Oherdies  auch  so  leicht  und  cinfnch  streng  be- 
weisen lässt.  Sülcho  SD  lief  in  das  eigentliche  \\'fsen  der  Ma- 
thematik einschneidende  und  so  ungemein  vieler  fruchtbaren  An- 
wendungen fähige  Salze,  die  eben  deshalb  als  wahre  mathematische 
Elomentarsätze  bezeichnet  werden  müssen,  sind  für  den  Elemen- 
tar-Unterricht  weit  wichtiger,  als  Vieles,  was  sich  jetzt  in  den 
Lehrbüchern  findet,  so  wie  ich  denn  überhaupt  immer  mehr  und 
mehr  in  der  Meinung  liestfirkt  werde,  &ün^  der  ganze  mathema- 
tische Elementar-Unlerricht  und  die  demselben  ui  (ärunde  liegen- 
den Lehrbücher  einer  Umgestaltung  nach  mehreren  Seiten  hin 
driiigencl  bedürfeiii  irenn  dieselben  mit  der  grossartigeii  Unige- 
staltung,  welche  gegenwärtii;  die  hiihere  Mathematik  immer  mehr 
und  mehr  erfiihrt,  einigermassen  gleichen  Schritt  hallen  und  auf 
dieselbe  zweckmässig  vorzubereiten  geeignet  sein  sullen.  M»aa 
ich  damit  hanptsäcblich  eine  Umgestaltung  des  arithmetischen 
Theila  der  Elemente  im  Sinne  der  Strenge  der  griechischen  Ma- 
tLemutiker  und  namentlich  der  an  diese  lebhaft  erinnernden,  ihr 
ganz  ebenbürtigen  und  mit  ihr  ganz  auf  gleiche  Linie  zu  stellen* 
den  Strenge  der  sogenannten  neuen  analytischen  Schule  nieiue, 
ist  wohl  kaum  nöthig,  noch  besondere  zu  bemerken.  IJass  aber 
eine  Umgestaltung  der  Elemente  in  diesem  Sinne  über  kurz  oder 
lang  sich  als  unabweisbar  nothwendig  herausstellen,  und  dass  da- 
mit zugleich  Manches,  was  sich  jetzt  in  den  Elementen  findet, 
als  unnütz  und  schädlich  liber  die  Seite  geworfen"),   manches 


*>  nBM  die  Eründunfi;  (lieaea  Salzes  mir  gebühre,  soll  hiermit  na- 
türlich  liciaeswegB  gejagt  sein;  die  HInveisung  auf  die  genannten  Ab- 
haudlungen  war  für  micli   hier  nur  die  bequeiuale. 

»*)  Sowie  z.  R.  diu  neuere  Analjaia  diu  sogenannte  Meihode  der 
unbe>iUmmlen  Coerfinienteii,  und  Allea,  van  damit  zusBrninenhängt,  be- 
reit! vollitländig  lieceitigl  hat. 


I 
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Neoe'*)  in  dieselben  aufgenomnieo  werden  wird  und  muss«  wenn 
die  Elemente  mit  der  neuen  Gestaltung  der  höheren  Analysis 
eioigermassen  gleichen  Schritt  halten  sollen:  davon  bin  ich  voll- 
kommen fiberzengt.  Einen  bescheidenen  Beitrag  zu  einer  solchen 
gewiss  nichts  ausbleibenden  Umgestaltung  der  mathematischen 
Elemente  zu  liefern  ist^  wie  bef  mehreren  meiner  früher  im  Archiv 
mitgetheilten,  dessen  Zwecke ^  wie  ich  glaube^  entsprechenden 
Aufsätze,  auch  der  Hauptzweck  der  vorliegenden  Abhandlung, 
und  ich  würde  mich  jedenfalls  sehr  freuen,  wenn  dieselbe  bei,  der 
Strenge  der  neueren  Analysis  huldigenden  und  mit  deren  Anfor- 
derungen gehörig  vertrauten  Mathematikern,  und  bei  Lehrern, 
welche  ^^n  mathematischen  Elementar-Unterricht  in  einer  auf  diese 
Anforderungen  zweckmässig  vorbereitenden  Weise  ertheilen,  eini- 
gen Beifall  finden  sollte. 


I. 

Elementare   Quadratur  der   Hyperbel. 

In  der  ohne  weitere  Erläuterung  gewiss  ganz  durch  sich  selbst 
verstäudri^fien  Fig.  4.  auf  Taf.  1.  sei  CQ=x,  PQ=y\  CQx=Xi, 
PiQi=ffi;  und  wenn  man  nun  die  Sehne  PPi  der  Hyperbel 
zieht»  80  werde  der  Flächeninhalt  des  geradlinigen  Trapeziums 
PQPgQi  durch  T  bezeichnet.  Sind  nun  wie  gewöhnlich  a,b  die 
beiden  Halbaxen  der  Hyperbel,  so  ist  nach  der  bekannten  Glei- 
cbong  derselben  zwischen  ihren  Asymptoten 


anf=: — j —  und  x^y^zn — j — ; 


also 

a«  +  62    1         j  a^  +  ö^     1 

y=— 4 «nd    2^,=— j-._. 

Ist  aber  ferner  a  der  Asymptotenwinkel,    so  ist  offenbar 

r=  4(a:i  — a:)  (yi  +y)8in  a, 
also,   wenn  man  die  vorhergehenden  Werthe  von ^  und  ^i  einführt: 

'-      8 
oder: 


(xi~x)(-  +  -)sina. 


*)  Wobei    strenge   Gränzenbetrach tutigen  jedenfalls  eine  Hauptrolle 
spielen  werden  und  müssen. 
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oder 


8  XüPi 


7"= — s —  •  -^ s"n  <»• 


Nuo  ist  aber 


t2  t&ns  ^  et  ^ 

sin«  =  ,  .  .        1-%»    «"d   bekanntlich   tangia  =  -; 
1  +  tang  4«*  « 

also,    wie  man  leicht  findet: 

und  folglich  nach  dem  Obigen : 

Für  zwei  andere  Abscissen  jr  und  x^   ^®>  ^  ^^''  (^l^cheninh: 
des  entsprechenden  Trapeziums,  so  ist  wie  vorher: 


Ist  nun 


,=  ,„!tü=,.,('a_t). 


artj:,  =jr:jr| ,  also  jri  =  — r; 


so  ist 


—1-  r* r^ 

folglich,   wenn  man  dies  mit  dem  Obigen  vergleicht: 

,  Wenn  also  die  Abscissen  x,  x^  und  jr,  jr^  einand 
proportiopal  sind^  so  sind  die  Flächenräume  T  und 
der   entsprechenden  Trapezia   einander  gleich.  . 

Man  fasse  jetzt  ein  den  Abscissen  x  und  X^  wo  X  grosi 
als  X  sein  soll,  entsprechendes  hyperbolisches  Trapeziuro,  dest 
Flächeninhalt  wir  durch  F  bezeichnen  wollen,  in*s  Auge»  i 
nehme,  indem  oo  einen  gewissen  Exponenten  bezeichnet,  die  Absclsi 
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»  ^1»      ^%9     ^3»      OC^i  .,,.  Xn9     ^n^l 

SO ,   dass 
.Tj  =  ooar,     ar^  =  (»•o? ,     x^  =  oo^a?,  . . . . ,  0?«=  a)"ar ,    OTn+i  =  to^^x 

und 

^n  <  ^  <  arji+i    oder    aol^x  <  Jf  <  a)"+^ar 

ist,  was  offenbar  immer  möglich  ist.    Weil  hiernach 

X    •  X\  «— ^  *^1.  *  x^ } 

»17|  •  X^  — ^  «««j  •  •■'8 »  .  » 

«T^  5^3  ^^  X^  *  «r4(> 

U.    S.    W. 

I 

j;«^!  iXn       =Xn      l  OTii+l 

ist,  SO  sind  nach  dem  oben  Bewiesenen  die  den  Abscissen 

entsprechenden  geradlinigen  Trapezia  alle  einander  gleich«  und 
mugen  daher  sämmtlich  durch  (T  bezeichnet  werden ,  indem  wir 
zugleich 

setzen  wollen.  Bekanntlich  ist  aber  nach  dem  Obigen  in  der 
jetzigen  Bezeichnung: 

XXi 

also,   weil  :ri  =  ci>a:  ist: 

^      ,    ,  (o^x^ — x^      ,    ,a)*--l 

*=  i«*  — ::r;Ä — =««^ — ;r"  • 

Folglich  ist 

CO  00 

Nm  ist  aber  nach  dem   Obigen: 
also 
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Xn  „,,       Xn^\  . 

X  X 

folglich,  weno  man  die  Logarithmen  nimmt: 

nloga)  =  log^,     (w  +  l)loga)  =  log-=^; 


woraus 


\ 


1       .       Xn  ,    ,  1       ,       Xn\\  , 

w=i log — ,    n  +  i=i log j 

log  (0    °  X  log  m     ^    X 

also  nach  dem  Obigen 

*  (ologco    ®  a:  ologoo     °    ar 
folgt. 

Lässt  man  nun  o  sich  der  Einheit  nähern,   so  nähern 

sich  offenbar  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen 
Grade  einer  stetigen  Reihe  von  Grössen,   und  weil 

ist»  so  nähern  a^fi  und  Xni^i  sich  unter  der  gemachten  Voraus- 
setzung augenscheinlich  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem 
beliebigen  Grade  der  Abscisse  X  als  Gränze.  Ferner  nähern  sich 
aber  unter  derselben  Voraussetzung  die  Trapezien -Summen  T  iind 
T'  offenbar  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen 
Grade  dem  hyperbolischen  Flächenstücke  F  als  Gränze,  so  dass 
also,  weil  das  hyperbolische  Flächenstück  F  eine 
endliche  völlig  bestimmte  Grösse  ist,  nach  dem  Obigen 
auch  die   Grössen 

iaö— 1 log —  und  iab—i log — — 

*  ologo    ^  X  cologoo     **    X 

sich  endlichen  völlig  bestimmten  Gränzen  nähern  müssen ,  wenn 
die  Grösse  oo  sich  der  Einheit  nähert,  welche  Gränzen  eben  der 
gesuchte  arithmetische  Ausdruck  des  zu  quadrirenden  hyperboli- 
schen Flächenstücks  F  sein  werden.  Weil  nun  aber  nach  dem 
Obigen  Xn  und  Xn-\-i  sich  der  gemeinschaftlichen  Gränze  Ji-nälieni, 
wenn  co  sich  der  Einheit  nähert,  so  ist  das  endliche  völlig  be- 
stimmte hyperbolische  Fläcbenstück  F  die  Gränze-,  welcher  die 
Grösse 
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lab  — i log  — 

*      (0  log  a     ^  X 

Hich  nähert»  wenn  o  sich  der  Einheit  nähert.  Da  also  vorstehende 
Grosse  sich  unter  dieser  Voraussetzung  einer  bestimmten  endii- 

eben  Gränze  nähert,   so  muss»    weil  |a61og —  eine  endliche,  vVA- 

Hg  bestimmte 9  von  o>  ganz  unabhängige  Grösse  ist,  offenbar  die 
Grosse 

09  log  m 

sich  für  sich' auch  eine'r  endlichen  völlig  bestimmten  Gränze 
Däbern,  welche  natürlich »  wie  aus  der  Natur  des  vorstehenden 
Ausdrucks  augenblicklich  ganz  von  selbst  hervorgeht,  nur  eine 
gewisse  bestimmte  unbenannte  Zahl  sein  kann,  die 
für  alle  Hyperbeln  dieselbe  ist;  und  im  Folgenden  durch 
C  bezeichnet  werden  soll,  so  dassfur  ein  der  Einheit  sich  nähern- 
des CD 

t7=:  Lim  — i , 

00  log  09 

und  nach  dem  Obigen 

F=JCa6  log  § 

ist. 

Was  die  constante  Grösse  C  betrifft,  so  bemerke  ich  zum 
vollständigen  Yerständniss  des  Vorhergehenden  hier  noch  beson- 
ders, dass  durch  die  vorhergehenden  Betrachtungen  zunächst  und 
vor  allen  Dingen  die  wirkliche  Existenz  oder  Realität  dieser  Grösse, 
d.  h.  das  wirkliche.  Vorhandensein  einer  bestimmten  endlichen 
Gränze,   welcher  die  Grösse 

o^— 1 

09  log  (0 

sich  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade 
nähert,  wenn  09  sich  der  Einheit  nähert,  nachgewiesen  worden  ist. 
Qjies  ist  ja  aber  in  der  Analysis  und  der  Mathematik  überhaupt 
nicht  selten  der  Fall,  dass  man  sich  zuerst  von  der  wirklichen 
Existenz  einer  £rösse  versichert,  und  erst  späterhin  zeigt,  wie 
diese  Grösse'  wirklich  bestimmt  werden  kann,  welches  Letztere 
freilich  nicht  immer  möglich  ist,  wie  z.  B.  in  der  Theorie  der 
Gleichungen,    wo  man  sehr  wohl   die  Existenz  der  Wurzeln  von 

der  Form  |?  +  ^  V  — 1  streng  nachweisen  kann,  aber  keine  allge^ 
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meinen  »Methoden    zu   deren   Bestiminung  besitzt.     Was    unsere 
obige   conslante   Grüase 


C^Lin 


:  io^^ 


ffir  ein  der  Einheit  sich  näherndes  i»,  betrifft,  so  wird  1 
zneiten  Abtheilung  dieser  Abhandlung  von  der  numerischen  Be- 
stimmung derselben  weiter  die  Rede  sein.  Wenn  man  aber  bei'm 
Unterrichte  bloss  den  Vortrag  der  Quadratur  der  Hyperbel,  nicht 
auch  der  vollständigen  Theorie  der  hyperbolischen  oder  natürlichen 
Logarithmen,  namentlich  der  Entwickelung  derselben  in  Reihen, 
beabsichtigt,  so  ist  es  durchaus  nicht  unbedingt  nüthig,  bis  zu 
der  zweiten  Abtheilung  dieser  Abhandlung  vorzuschreiten,  indem 
man  sich  sehr  nobl  damit  begnügen  kann,  zu  bemerken,  dtfss 
man  den  numerischen  Werth  der  Oonstanten  C  immer  genaner 
und  genauer  erhält,  wenn  man  in  den  Ausdruck 


-1 


<olog<o 

läher  und  nüher  kommende  Werthe  fi 
entsprechenden   numerischen  Werthe   dieses  AuS' 


enaner    ■ 


der  Einheit  i 
führt,    und  die 

drucks  berechnet.  Wenn  auch  eine  schnelle  Annäherung  : 
zu  bestimmende  (kränze  auf  diesem  Wege  nicht  erzielt  wird,  so 
scheint  mir  doch  ein  Verfahren,  wie  das  angegebene,  völlig  bia- 
reichend  zu  sein,  wenn  der  Zweck  des  Unterrichts  und  die  dem- 
selben zugemessene  Zeit  ein  Vorschreiten  bis  zu  der  allgemeinea 
Theorie  der  Logarithmen  nicht  gestalten.  Ja,  es  scheint  mir 
selbst  eine  recht  zwekmSssige  und  interessante  Aufgabe  für  die 
Schüler,  namentlich  auf  den  eine  mehr  praktische  Richtung  tof- 
folgenden  Lehransfalten,  zu  sein,  nenn  man  ihnen  aufgiebt,  für 
zwei  beliebig  angenommene,  und  nach  dem  sogenannten  tausend- 
theiligen  Maassstabe  mit  aller  nur  müglichen  Sorgfalt  aufzutragende 
Äsen  2a  und  2d  eine  Hyperbel  nach  den  aus  der  Theorie  der 
Kegelschnitte  bekannten  und  in  derselben  früher  schon  vullstKn- 
dig  gelehrten  Methoden  mit  der  griissten  Sorgfalt  und  Sauberkeit 
auf  dem  Reissbrett  zu  construiren,  deren  Asymptoten  zu  ziehen, 
auf  einer  derselben  zwei,  natürlich  mittelst  des  tausend theiligeD 
Maassstabes  genau  zu  messende  Abecissen  x  und  X  anzunehmei), 
und  den  Flächeninhalt  F  des  entsprechenden  asymptotischen 
Raums  der  Hyperbel  durch  Einschreibung  geradliniger  Trapezia 
nnd  anderer  Figuren  in  denselben  so  genau  als  nur  irgend  mOg- 
Hch  annShernd  zu  bestimmen,  ungefähr  ganz  auf  dieselbe  Weise, 
wie  der  Feldmesser  die  Flächenräume  der  von  ihm  aufgenomme- 
nen,   von  einem  bestimmten  Gesetze  nicht  folgenden  Curven  ba- 
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-Ünzten  Grundstücke  zu  beetimmen  gewohnt  ist.  Vielleklit  rauchte 
es  selbst  eine  gute ,  die  Schüler,  ivelche  Sinn  für  dergleichen  Dinge 
haben,  geiviss  intereesirende  Aufgabe  Kein,  wenn  sie  verantassl 
würden,  das  byperbuliscbe  Flächenstück  F  und  ein  der  Grüsse 
nach  bekanntes  Quadrat  aus  recht  sleichrürmig  dichtem  Papier 
oder  einer  anderen  recht  gleichfiirmig  dichten  Substanz  genau 
anezuschneiden,  beide  Figuren  auT  der  chemischen  Waage  mit 
der  grSssten  Genauigkeit  zu  wiegen,  und  aus  dem  dadurch  bekannt 
werdenden  Verhältniss  der  Gewichte  und  dem  bekannten  Flüchen- 
ranme  des  Quadrats  den  gesnchten  Flächeninhalt  des  hyperboli- 
schen Stficks  F  zu  ermitteln.  Dergleichen  Uebungen  scheinen 
mir  auf  Reahchulen  und  ähnlichen  Lehranstalten,  wo  der  prak- 
tische Sinn  geweckt  und  gekräftigt,  aber  auf  der  anderen  Seite 
auch  durch  die  strengste  Theorie  im  eigentlichen  Sinne  geschult 
werdensall,  einen  unbeschreiblich  grossen  methodischen  und  didak- 
tischen Werth  zu  haben,  weshalb  man  mir  es  verzeihen  möge, 
dass  ich  mir  im  Interesse  solcher  Lehranstalten  in  dieser  Zeit- 
schrirt  öfters  eine  Hiniveisung  anf  solche  Uebungen  erlaube.  Hat 
r  Schuler  nun  aber  durch  eine  der  obigen  Methoden  den  FlSchen- 
ioball  F  so  genau  ab  miigljch  ermittelt,  natürlich  immer  nurnShe- 
rungsweise,  was  hier  aber  keineswegs  ein  methodischer  Fehler 
Mst,  da  ja  alle  Methoden  ilberhaupt  nur  eine  annähernde  Bestim- 
mung der  Grüsse  C  gestatten,  so  hat  er,  wenn  er  aus  der  aus 
dem  Obigen  bekannten  Gleichung 


F=iCoöloB- 


ffftloe 


abieitel,  alle  Data,  welche  zur  Bestimmung  der  Constanten  C  er- 
fMderlich  sind.  Der  Schfiler  wird  zugleich  in  für  ihn  lehrreicher 
Weise  nicht  übersehen,  und  von  dem  einsichtigen  Lehrer  beson- 
ders darauf  hingewiesen  werden,  dass  dieses  letztere  Verfahren, 
mathematische  Consfaiite  C  zu  bestimmen,  in  seinem  We- 
sen ganz  dasselbe  ist,  dessen  die  Naturlehre  sich  überall  zur  Be- 
stimniung  der  in  dieser  Wissenschaft  so  häuGg  vorkommenden 
und  so  wichtigen  physikalischen  Constanten  bedient,  An  dem 
onaterblichen  Gauss  ist  es  mir  immer  als  eine  im  hüehsten  Grade 
zu  bewundernde,  und  insbesondere  von  mir  selbst  am  meisten  an 
diesem  seltenen  Manne  bewunderte  Eigenschaft  erschienen,  daas 
er  in  einem  Maasse,    wie  mir  dies   von  keinem  anderen   grossen 


.    • 
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Mathematiker  bekannt  ist,  die  strengste  und  tiefsinnigste  Theo- 
rie mit  der  fmchtreichsten  und  weitgreifendsten  Praxis  zu  ver- 
binden verstand 9  ein  grossartiges  Beispiel,  welches  unsere  Schul- 
männer wohl  veranlassen  sollte,  dieser  Seite  des  mathematischen 
Unterrichts  eine  weit  grossere  Beachtung  zu  widmen,  als  dies 
leider  bis  jetzt  geschieht;  der  Erfolg  des  mathematischen  Unter- 
richts, namentlich  auf  Realschulen  und  ähnlichen  Lehranstalten, 
wfirde  dann  gewiss  in  vielen  Beziehungen  ein  ganz  anderer  sein, 
wie  jetzt  *). 


*)  Ich  habe  gchon  oben  erinnert,  dass  mittebt  der  Formel 


r=Lim 


tu  log  M 

für  ein   der  Einheit   sich   näherndes  <»,   der  Werth  von  C  mittelst  einer 
schnellen  Annäherung  nicht  gefunden  werden  könne.    Setzt  man  z.  B. 

a>=  0,999999, 
so   ergiebt  sich: 

log  m  ==  0,9999996  —  l  ==  ~  0,0000004 

log  log  (u  =  0,6020600  —  Tn 

log .  w  log  w  =  0,6020596  —  7» 

log  ^ö/«  =  0,9999992  —  1 

w«  =  0,9999982 
w«  —  l  =  — 0,0000018 

Iog((ü2— 1)=  0,2552725  —  6« 

\o^ .  w  log  w  =  0,6020596 —Tn 

logC=  0,6532129 

(7=  4,500004. 

Durch  die  Methoden ,  von  denen  in  IL  die  Rede  sein  wird ,  hat  injin 
gefunden : 

C=  4,6051702 

und  wird  also  bei  der  Vergleichung  dieses  richtigen  Werthes  von  C  mit 
dem  durch  die  vorhergehende  Methode  gefundenen  Näherungswerthe  die 
obige  Bemerkung  gewiss  vollkommen  bestätigt  finden.  Will  man  daher 
nicht  bis  zu' den  in  II.  entwickelten  Methoden  fortschreiten,  so  scheint 
mir  immer  eine  solche  geometrische  Methode,  wie  die,  von  velcher 
oben  die  Rede  gewesen  Ist,  um  zu  einer  genäherten  Kenntniss  von  C 
zu  gelangen,  für  Anfänger  die  zweckmässigste  und  zugleich  lehrreichste 
zu  sein. 
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Man  pflegt  die  Formel . 

F=JCa6  log- 

noch  ^uf  einen  andern  Ausdruck  zu  bringen.     Bestimmt  man  näm. 
lieh  die  Zahl  e  so,  dass 

I  1        2 


IS 


c 


ist,  und  nimmt  die  so  bestimmte  Zahl  e  als  Basis  eines  logarith- 
mischen Systems  an,  welches  man  das  hyperbolische  Loga- 
rithmensystem zu  nennen  pflegt,  so  ist,  wenn  man  die  Loga- 
rithmen in  Bezug*  auf  dieses  System  durch  ioghyp  bezeichnet: 

X 

also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  durch  log.  bezeichneten 
Logarithmen  nimmt: 

log  ~=loghyp-.  löge, 

folglich  nach  dem  Obigen: 

X 

F=  4  Ca6  löge.  Ioghyp  —  • 

x 


Wegen   der  Gleichung 


loge  =  ^ 


ist  aber   Clog6  =  2,   also: 


2^ 

^   F=  ia6  Ioghyp  — . 

^Bezeichnet  man  in  Taf.  L  Fig.4.  a.  den  Inhalt  des  hyperboli- 
schen Flächenstticks  ABPQ  durch  f,  so  ist  nach  vorstehender 
Gleichung: 

X 

i^=io6loghyp  =  . 


Nun  ist  aber  AB=.CBy  und  bekanntlich 

CB,AB  =  Cß^=^-^ 

also 
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03  =  "^^^. 
folglich  nach   dem   Vorhergehenden : 

i  =  i«&loghyp^-^-^. 


Zieht  man  die  Linie  CP,  so  ist 

A  CAB  =  A  CPQ, 

weil  bekanntlich 

ÜB.AB:=zCQ.PQ 

ist;    also  ist  offenbar: 


'Ix 


CAP^  ABPQ=\ab\oghyi^^jj==:^^ 
Für  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  a=6,  ^Tc^W—  >f^=a>f% 


also 


i'isia^loghyp 
Für 


V^a«  +  6« 


CA  =  ^i?  == -^-^=^2-^-^  =  ' 


ist  bei  der  gleichseitigen   Hyperbel 


2    -y^ 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 


i'  =  ABPQ  =  loghypa:  =  loghyp  CQ. 

Wegen  dieser  Beziehung   zwischen    der   Abscisse   CQ  und  dem 

Flächenstuck  ABPQ  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  heisseii  die 
durch  loghyp.  bezeichneten  Logarithmen  hyperbolische  Logarith- 
men, deren  Basis  e  nach  dem  Obigen  durch  die  Gleichung 

loge  =  ^  =  2Liin^äT-j, 

für  ein  der  Einheit  sich  in's  Unendliche  näherndes  co,  bestimmt 
wird. 


ifpeiMi  ar.  der  Tkebrie  der  äyperdoi.  oder  mMri*  LogariikmeiL  95 

Bezeichnet  man  in  Taf.  I.^Fig.  4.  b.  den  FiScheninhalt  des  hy- 
perbolischen Stücks  ABPQ  wieder  durch  Jfy  indem  zogleich  auch 
wied<^r  CQ=a;  ist,   so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 


also 


i'  =  4a6loghyp— - 


ß  =  iab  loghyp ^ , 


und«    wenn  man  die  Linie  CP  zieht,    ganz  auf  ähnliehe  Art  wie 
vorher  auch 

Vaa  +  6« 


CAP=i  ABPQ  =  lab  loghyp       ^J  -    • 

Für  die   gleichseitige  Hyperbel,  ist 

a 
i«  =ia«  loghyp  ^;^- 

Für 
ist  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel: 


i'  =  ABPQ  =  loghyp  - = loghyp 


X        "^  -"^  CQ 

oder 


fi=:  ABPQ  =  —  loghyp  a:  = — loghyp  CQ. 

Bezeichnet  man  in  Taf.  I.  Fig;5.  das  hyperbolische  Flächen- 
stuck  APR  durch  F^ ,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden,  wenn 
jetzt  CR=a:,   PR=y  gesetzt  wird: 

Fi  =  ^CPR-CAP=ixy-iab  loghyp     :±^^. 

V  a*  +  6* 

Es  ist  aber 


CA:CD=CR:CS, 


also 


CA:AD=^CRiRS; 

aiVd^+b^  —  xiCS, 
a:b  =a::ÄÄ; 
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folglich 


Nun  ist 


a  a 


a 


und 


d.  i. 


AD:AB=SP:  \-g^  *), 

also  ^ 

und   folglich 

V"ö*TÄ*         V^äF+i*  ^ 

= 2^ (ar  +  Var«— o*).    . 


Also  ist: 


woraus  auch 


CQ  +  PQ=^^:., 


yTa^+b^ 


*)  Weil  AB  =  BCz=:BD  Ut,    so  ist  auch  PQz=zSQ. 
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CQ_bx-\^ay 
PQ~~ba:-ay' 

folgt,  was  hier  nur  beiläufig  bemerkt  sein  mag.     Führt  man  jetzt 

in  den  obigen  Ausdruck  von  F|  ein,  so  erhält  man: 

Fl  =  4a:y  —  4  ab  loghyp  -^^ 
oder 

Fl  =  Uy  -  lab  loghyp  0  + 1). 
Wenn  N  eine  beliebige  positive  Zahl  bezeichnet,  so  ist  immer 

also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  durch  log.  bezeichneten 
Logarithmen  nimmt: 

logiV=  loghyp  iV.  löge, 
folglich 

mittelst  welcher  Formel  loghyp  iV  immer  aus  logiV  leicht  berech- 
net werden  kann,  weil  die  mittelst  der.  aus  dem  Obigen  bekann- 
ten Formel 

2 
log^=^ 

zu  bestimmende  Zahl  e,  eben  so  wie  die  Constante  C,  als  bekannt 
zu  betrachten  ist.     Auch  kann  man  unmittelbar  setzen: 

loghyp  iV=jClogiV,       ^ 

was  wir  der  Kürze  wegen  nicht  weiter  noch  besonders  in  die  obi- 
gen Formeln  einführen  wollen. 


Theil  XXV. 
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II. 

Elementare  Theorie    der    hyperbolischeii    oder    natür- 
lichen Logarithmen,  namentlich  der  Entwickeinng  der- 
selben  in   Reihen. 

Die   in   Taf.I.  Fig.Ö.   dargestellte  Hyperbel   sei    gleichseitig, 
und  wie  früher  werde 

aB=cb=\ 

gesetzt. 


Setzt  man  dann  BQ^^x^  so  ist  in  TaLI.  Fig.  6.  a.  die  Abscisse 
CQ=l-f-a7,  und  da  nun  nach  I.  In  diesem  Falle 


ABPQ  =  loghyp  CQ 
ist,  so  ist 


ABPQ  ^  loghyp  (1  -f  x). 


Theilt  man  jetzt  BQ  in  n  gleiche  Theile  und  macht  die  Con- 
struction  ferner  wie  die  Figur  zeigt,  so  erhellet,  weil  bekanntlich 
allgemein  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen 

ist,  auf  der  Stelle,   dass  fär  ein  in's  Unendliche  wachsendes  n 


iBPe=Lim  1^.1+^.-^^+1-4 


1  +  -  1+  — 


X 


+  r 


n    I  ,  3a: 
n 


n.  s.  w. 


X 

+  - 


n         / 


oder 


BpptrM  u.  der  Theorie  der  huperbol.  oder  maürt.  LofartHmen.   flB 

ABPQ=Um.-  1 1  +  — —  +  — L-  +  —1^ 

«^        1  +  f     i+2£-^        3^ 

1 


n 

ist.    Nehmen  wir  nun  aber  ao,  da«s  ^r'Tl  sei^so  sind  diesämmt- 

I-  u       D  ..  L      ^       2ar       3ar       4ar  (w  — l)a:      ^    .        ,,  . 

liehen  Brucne    —  >     -— >     —  »     tt*  ••••* IT" —    offenbar  kleiner 

n         n        n         n  n  , 

als  die  Einheit,    und  nach  einem  bekannten  Elementarsatze  aus 

der  Lehre  von  den  geometrischen  Progressionen  *)  ist  folglich : 


ABPQ=Um.f^\    1 


■*"*''  n  +  w2  ^  n^   +   w*  ■"•  •• 

'        «  "■    n*         «^         n* 

u.  s.  w. 
_ (w-l)a?    (n~l)ga:^     (li-l)^^?^    (n-l)^r^ 


*)  Bekanntlich  ist  nach  der  Summation  der  geometrischen  Reihen 

1  —  «n+l  1  f^n+1 


l+tt  +  tt2+tt3+....+W«  = 


I  — M  1  — «I      .1~W 


Ist  nan  der  absolute  Werth    von   U    kleiner   als   die   Einheit, 

so  nähert  r sich  der  Null  bis   zu  jedem   beliebigen  Orade,   wenn  n 

l  u^-h^ 

in's  Unendliche  wächst.     Also  nähert oder  l+w+tt*+tt* 

1—  M       1  — II 

+•—+»•*  «ich  der  Gränce \m  zu  jedem  beliebigen  Grade,    wenn 

n  in's  Unendliche  wächst.    Feiglich  ist 

oder,   wenn  man  — U  für  u  setzt, 

1 


l—M  +  tt«—«9 +«*—.....= 


l  +  «l* 


T* 
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oder,   wenn  man  die  Vertikalreihen  summirt: 

l+2  +  3  +  ....  +  (n— 1) 


ABPQ  =L\m.^  j  n- 


n 


1    '  ZÄ  ^ 


n« 


n» 


144.24.|.34,|-,.,,4.(n-l)4^^ 


also: 


ABPQ=a:^x^L\m 


.    l+2+3  +  ....  +  (n-l) 


n« 


+  .»Lim^'  +  ^-^^'V'-^'-'^' 


n* 


+  ^*Lim ^5 


für  ein  in's  Unendliche  wachsendes  n.  Weil  nun  nach  dem  in 
der  Einleitung  angeführten  sehr  wichtigen  arithmetischen  Satze 
aligemein 

-^    l"'-f2"'+3"»+,... +  (w  — 1)"»  __     1 

w'»+*  m  + 1 

ist^   immer  für  ein  in's  Unendliche  wachsendes  n,  so  ist 


Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  oben  gefundenen  Gleichung 


ABPQ  =  loghyp  (1 + w) , 
so  erhält  man  unmittelbar: 

loghyp(l+a?)=a:— 4;i;*+4;i;''— ia?*+i;i;*— ...., 

vorausgesetzt,  dass  ^^1  ist. 


/ 
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1d  Taf.  1.  Fig.  6.  b.  ist»  wcdd  wieder  BQ  =  x  gesetzt  wird,  wo 
a:<l  *)  ist,   CQ  =  1— o?;   and  da  nun  nach  1.  in  diesem  Falle 


i<ßPe  =  -loghypOQ 
ist,  so  ist 


iiÄPQ  =  —  loghyp  (1  —  a:). 

Macht  man  jetzt  die  Construction ,  welche  durch  die  Figur  selbst 
hinreichend  erläutert  wird,  wieder  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vor- 
her, so  ist  offenbar  für  ein  in*s  Unendliche  wachsendes  n: 


^  f  n       '  w     ,      a:     n    , 


l-.-  1-f? 

n  n 


+? 


u.  s.  w. 


n    -     (n  — l)ar 
""       n         / 

oder 

n  n  n 

u.  s.  w. 


^  ^     (n-l)a; 
n 

also,   weil,   wegen  a:<l,   offenbar  die  Bruche 


X 

2ar 

3a: 

4a: 

■"> 

"^'  > 

9 

>  •••• , 

n 

n 

n 

n 

(w  — I)ar 


n 


*)  Dass  man  in  diesem  Falle  nicht  wie  im  Torhergehenden  auch 
X^='\  seUen  kann,  erhellet  auf  der  Stelle,  weil  für  diesen  Werth  von  X 
der  hyperbolische  Flächenraum,  auf  den  hier  Alles  ankommt,  keine  end- 
liche TÖllig  bestimmte  Grosse  mehr  sein  würde,  was  hier  nur  so  lange 
der  Fall  ist,  als  X<,\  ist. 
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sfimmtlioh  kleiner  ala  die  Einheil  «ind,   nach  dem  schon  oben  an- 
gewandten Satze  von  den  geometrischen  Progressionen: 


^ÄPQ=:Lim.J      1  \ 

X      x^      x^      x^ 

•  *  n      n^     n^     TT  ^ 

. ,     2a?     2^x^  .  i^x^  .  i^x^  . 
n        n*         w**         »* 

U.  ß.  w. 
+1-1 1 « 1 5 H X '+...  / 

•  '       71  w*  w'  n*  i 
oder>   wenn  man  die  Vertikalreihen  sunimirt: 

+  -2  ^ 


i 


13  +  2H33  +  ....  +  (n— 1)3    ,    >, 


«3 


.tr' 


|4  4.24  +  3^  +  ....  H^(n^l)^ 


also 


J2FpQ-=;r  +  a*Lim  l±2+3+.^.  +  («-j[) 


n» 


+  07**  Lira  ^ s- — 


n» 


^^j^.^P  +  2»  +  3i+^_H^-^ 


n^ 


W 
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und  folglich  nach  dem  schon  oben  angewandten  arithmetischen  Satze : 


Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  oben  gefundenen  Gleichung 


^Ä/^=-loghyp(l-a;), 
äo  erhält  man: 

-loghyp(l-.ar)=:ar  +  ia;«+Ja:«  +  la?*+ia:»+.... 
oder 

loghyp(] — a:)=--a:— iar*  — lar^ — \x^ — \x^  — ...., 

wobei  bekanntlich  vorausgesetzt  worden  ist,  dass  x  -^X  sei. 
Es  ist  also  hiernach,  indem  man  x  immer  positiv  nimmt: 

loghyp(l+a:)  =  ar— Ja:«  +  i;i:»— Ja?4  +  i:r*— .... 
füra:^  1,   und 

loghyp  (1  —  x):=z — x — ix^  —  \x^  -^  \ai^  —  \x^  — .. .. 

ffir  a?<l.  Mromt  man  nun  aber  x  positiv  und  negativ,  so  kann 
man  diese  beiden  Gleichungen  offenbar  in  die  eine  Gleichung 

loghyp(l  +  a:)=^-i;i;*+Ja:3  — lar*-fi;i;*— •... 

zusammenfassen,  wenn  man  nur  voraussetzt,  dass  x  stets  gros- 
ser als  — 1  und  nicht  grösser  als  -{-\  sei,  was  man  in  der 
Kürze  auf  folgende  Art  zu  schreiben  pflegt: 

Ioghyp(l+a-)U.T— ia;«+|a:3— ia:*  +  |a:*-.... 

Bezeichnen  wir  die  Basis  der  durch  loghyp  bezeichneten  hy- 
perbolischen Logarithmen  wie  in  I.  durch  e,  und  jetzt  ferner  die 
Basis  der  durch  log  bezeichneten  liogarithmen  durch  J?,  so  ist, 
wenn  N  einö  beliebige  positive  Zahl  bezeichnet: 

also 
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folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichang  zuerst  die 
durch  log^  dann  die  durch  loghyp  bezeichneteD  Logarithmen  nimmt: 

iogiV.logJ?  =  loghypi\^.loge,  , 

logiV.  loghyp  B  =  loghyp  N.  loghyp  e ; 

also^   weil  logfi=l,   loghyp e  =  l   ist: 

logiVrr:  löge  .  loghyp iV, 

woraus  sich  die  Gleichung 

1 


logc  = 


loghyp  B 
oder 

loge.loghypB=  1 

ergiebt.    Setzt  man  der  Kürze  wegen 

^    ""loghypß' 
so   ist    nach   dem  Obigen: 

log  Nz=i  M  loghyp  N, 

und  man  muss  folglich  die  hyperbolischen  Logarithmen  aller  Zah- 
len mit  der  für  jedes  logarithmische  System  mit  der  Basis  B  con- 
stanten  Zahl  M  multipliciren,  um  die  Logarithmen  für  die  Basis 
B  zu  erhalten,  so  dass  also  die  hyperbolischen  Logarithmen  ge- 
wissermassen  die  Grundlage  für  alle  übrigen  logarithmischen  Systeme 
bilden,  weshalb  man  die  ersteren  auch  natürliche  Logarith- 
men genannt  hat  und  durch  das  mit  loghyp.  gleichbedeutende 
Zeichen  lognat.  zu  bezeichnen  pflegt.     Die  Zahl 

—  ®S^ ""loghyp Ä  "~  lögnatS 
heisst  der  Modulus  des  logarithmischen  Systems  mit  der  Basis iff. 
Weil  nach  L  bekanntlich 

Cloee=2  oder    C=i 

"  logc 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 


t 
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und  die  Constante  C  kann  also  aus  dem  Modulus  M  immer  leicht 
berechnet  werden. 

Der  Modulus  M  wird  aber  mittelst  der  Formel 

loghypiB       lognatJ? 

auf  folgende  Art  berechnet. 

Es  sei  N  wieder  eine  beliebige   positive  Zahl,    die  gvOsser 
als  Null  ist.    Setzt  man 

und  bestimmt  aus  dieser  Gleichung  x^  so  erhält  man: 

iV— 1 

wo  der  absolute  Werth  von  x  offenbar  immer  kleiner  als  die  Ein- 
heit ist  9   und*  folglich 

iV-1 

also 

iv— 1  iv— 1 

lognat  iV=  lognat  (l  +  2^-|)  —  lognat  (l  — -^^^). 

Nun   ist  aber  nach  dem  Obigen,    weil   der  absolute  Werth  von 

JV— 1 

«T  .  1    kleiner  als  die  Einheit  ist: 
iV+1 

lognat(i+2^qpj)=^_pj-,(^2v"+iy  +'VzvqFTy  ""'ViV+i;  +••• 

lognat(l^^^j)— ^^j-a^^^^j^  ^^VJY+iy  ""'ViV+iy  +" 
also,    wenn   man  subtrahirt,   nach   dem  Obigen: 

lognatiV=2  j  ^^  +  i(j^j  +HIV+T;  +KiV+T)  +' ' 
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UDci»  wenn  man  hierin  N^  fCir  N  setzt,  wo  N  wieder  eine  Null 
übersteigende  positive  Zahl  sein  soll,   weil   '  ^ 

lognat.iVa=2lognatiV 
ist: 

mittelst  welcher  Formel  man  den  natfirlicben  oder  hyperbolischen 
Logarithmus  jeder  Null  übersteigenden  positiven  Zahl  N  iierech- 
nen  kann,  so  dass  also  diese  Formel  die  eigentliche  Grundlage 
der  Berechnung  der  Tafeln  der  natürlichen  oder  hyperbolischen 
Logarithmen  bildet. 

Will   man  logJY  für   die   Basis  ß  finden,   so  muss  man  den 
entsprechenden  Modulus  M  kennen^  weil  dann 

logiV  =  iiriognatiV 

ist.    Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen 

^=l^i^t2' 
also  nach  dem  Vorhergehenden,   wenn  man  B  für  N  setzt: 


M=: 


ß2+l+'Vß24.iy  ^\b^^^\J  "^ \b^^\J  ^"' 

Ueberhaupt  hat  man  für  logiV,    wo  immer  B  die  Basis  ist,    den 
folgenden  äusserst  merkwürdigen  Ausdruck: 


iV^l        /iVa-l\3        /iVg^l\5        /js^^iy 


mittelst  welches  sich  der  Logarithmus  jeder  beKebigen  Null  über» 
steigenden  positiven  Zahl  N  ^üt  jede  beliebige  Basis  B  berechnen 
lässt»  und  auf  dem  also  die  Berechnung  der  logaritbmischen  Tafelo 
ftir  aUe  logarithmischen  Systeme  lediglich  beruhet. 

Was  die  Constante  C  betrifft,    so  ist  nach  dem  Obigen  be- 
kanntlich 


lIl/perM  u.  der  Theorie  der  hyperbiil.  oder  natäri.  UigaHlhmen.  107 
ttUo 


iÄ»+l 


/ß^_iy      /ß^-iy      /ß^-iy 


mittelst  welcher  Formel  der  Werth  der  Coiistaiiteii  C  für  jedes  belie- 
bige logaritli mische  System  mit  iler  Basis  B  berechnet  irerden  kann. 

Aas  dem  Bisheri|;en  sieht  man,  dass  man  die  Lehre  von  der 
Quadratur  tler  Hyperbel,  und  in  Verbindung  damit  die  Theorie  der 
natörlicben  oder  hyperbolischen  Logarilhmen,  hauptsächlich  deren 
Darstellung  durch  unendliche  Reiben,  sn  wie  die  darauf  gegrOn- 
dete  .  vollständige  Theorie  der  Berechnung  der  loi^arith mische» 
Tafeln,  durch  ganz  elementare  Betrachlungen  mit  einer  den  An- 
sprüchen der  neueren  Analysis  vollständig  genügenden  Strenge, 
nnd  einer  vollsländigen  üebereinstimniung  mit  den  durch  diese 
letztere  Wissenschaft  gewonnenen  Resultaten,  entivickeln  kann, 
nozu  man  bisher  noch  keine  dem  Zweck  entsprechende  und  den 
neueren  strengeren  Ansprüchen  genügende  elementare  Methode 
besasB.  Ich  bin  daher  geneigt,  es  für  eine  wirkliche  Verbesse- 
rung und  wesentliche  Vervollständigung  des  mathematischen  Ele- 
mentar- Unterrichts  t.a  halten,  wenn  man  sich  entscbliesst,  das 
Obige  in  denselben  auTzunehmen ,  woztt  ich  dasselbe  tüchtigen, 
mit  den  neueren  Ansprüchen  der  Wissenschaft  gehörig  vertrauten 
Lehrern  daher  bestens  zu  empfehlen  mir  erlaube. 


Wenn  auch  die  elementare  Bestimmung  des  Inhalts  des  kör- 
perlichen Inhalts  eines  durch  Umdrehung  einer  Ellipse  oder  Hy- 
perbel um  die  Hauptaxe  entstandenen  Konoids  allgemein  bekannt 
ist,  60  will  ich  dieselbe  doch,  der  Vollstiindigkeit  der  vorher- 
gehenden elementaren  Betrachtungen  wegen,  dem  Obigen  in  der 
Kürze  noch  beifügen. 

Der  kürperliche  Inhalt  des  durch  Umdrehung  von  j^/^Q  (Taf.I. 
Flg.  7.)  um  AP^^x  entstandenen  Kilrpers  sei  V,  so  ist,  wenn  p 
den  Parameter  der  Ellipse  oder  Hyperbel  bezeichnet,  und  im  Fol- 
genden sich  immer  die  oberen  Zeichen  auf  die  Ellipse,  die  unte- 
ren auf  die  Hyperbel  beziehen,  indem  man  sich  x  in  n  gleiche 
Theile  getheilt  denkt,  nach  den  bekannten  Gleichungen  dieser 
Curven  in  Bezug  auf  den  Scheitel  als  Anfang  der  Cnnrdinaten,  für 
ein  in's  Unendliche  wachsendes  ri  offenbar: 
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+P 


fix 


4jr  ^  4^a?'\    )  t^ 


u.  s.  w. 


,     fnx  ^v^x^\ 

1+2+3  +  4+....+« 
=  Lim .  npx"^ 


«« 


=  ;r/?j:* 


_l»  +  2g+3«  +  4g  +  .».+n«  £^ 

j^.^^l  +  2+3  +  4  +  ....  +  n 
.p^^^.^i*+2«  +  3«  +  4«  +  ....-fn« 


also  nach  d^m  aus  der  Einleitung  bekannten  wichtigen  arithmeti- 
schen Satze: 

oder  auch 

weil  bekanntlich   für  die  Ellipse  und  Hyperbel 

_26^ 
'^""   a 

ist.  Auch  hier  sieht  man  von  Neuem«  wie  ungemein  leicht  der 
mehr  erwähnte  arithmetische  Satz  zu  den  gesuchten  Resultaten 
führt«  und  wie  sehr  derselbe  daher  die  Aufnahme  in  die  Elemente 
für  sich  in  Anspruch  zu  nehmen  berechtigt  ist. 
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VI. 

Zwei  geometrische  Aufgaben. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  /.  PA.  JVolfers 

za    Berlin* 


In  dem  letzten  Abschnitte  von  Leonhardi  Euleri  ,»Insti- 
tationiifn  caiculi  integralis  volumen  primum'^  wird  die 
Anflosiing  der  Differential -Gleichungen,  in  denen  die  Differentiale 
zu  mehreren  Dimensionen  ansteigen,  behandelt.  Den  dort  zur  Er- 
läuterung der  Methoden  angeführten  verschiedenen  Beispielen  will 
ich  die  zwei  folgenden  hinzufügen,  welche  auch  als  geometrische 
Aufgaben  von  einigem  Interesse  sein  dürften. 

Man  soll  die  Curve  bestimmen,  welche  die  recht- 
winkligen Coordinaten  AX  und  ^^Fin  gleichen  Abstän- 
den =:a  vom  Anfangspunkte  berührt  und  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  ihre  Tangente  stets  von  AX  und  AY 
Stücke  abschneidet,  deren  Summe  constant  und  =a  ist. 

Auflösung. 
• 
Ist  C  (Taf.  L  Fig.  8.)   ein   beliebiger  Punkt   der  Curve,    die 
Abscisse  AB:=.x,  die  Ordinate  BC^^y,  ED  die  Tangente,  so  soll 

AD+BE=za 

sein.    Bezeichnet  man  nun  den  Winkel  EDX  durch  cc,  so  hat  man 
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und  es   wird   die  Bedingungsgleichung 

dy  .  dy 

oder,    indem  man  dy  =  pda:  setzt, 

Differentiirt  man  diese  Gleichung  und  setzt  statt  dy  stets  seinen 
Werth  pda:,  so  erhält  man  ohne  Schwierigkeit 

2)  (.T  +  y  —  2pa:—a)dp=z0, 

welcher  einmal  Genüge  geschieht,    indem  man 

dp  =  0,   also  p  =  Const.  =  y 

annimmt.  Substituirt  man  diesen  Werth' von  p  in  I),  so  erhält 
man  als  Gleichung  der  gesuchten  Curve 

3)  y^r^+ipri' 

welche  keine  krumme,  sondern  eine  gerade  Linie  ausdrCIckt. 
Da  nun  ftlra?=:0  y=:a  und  für  ar  =  a  yzzO  werden  soll»  00  wird 
aus  3)  im  ersten  Falle 

a  =  — ^>    also  y  =  00« 
und  im  zweiten 

0  =  y«-t-    ^|>    also  y=:0. 

Die  Constante  /  wird  mithin  alle  Werthe  von  0  bis  od  annehmen 
können,  und  so  alle  die  geraden  Linien  darstellen,  welche  DE 
ähnlich  so  gezogen  werden»   dass  stets 

AE+AD=:a 

werde. 

Aus  der  Gleichung  2)  folgt  aber  zweitens  die  Bedingung 

jc  +  y  —  2pa:  —  a=zO, 
und  wenn  man  diese  mit  1)  verbindet: 

;,%_y  =  0   oder  p  =  g=^, 

und  aus  der  letzten  durch  Integration 

4)  V^=V^+/?. 
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Hier  ist  ß  die  Constante  der  Integration,  und  da  wieder  für  a:=0 
y  1=  a   und  flir  :r  =  a   ;y  =  0  wird ,  offenbar 

Macht   man  daher  nun  die  Gleichung 

Vy  =  \f'x±  STa 
rational,  so  kommt  man  zu  der  Gleichung 

welche    offenbar    einer    Parabel   angehurt.     Vergleicht    man    sie 
nämlich  mit  der  allgemeinen  Gleichung  vom  zweiten  Grade: 

so  ist  hier: 

A  a  f  ip  a  b  e    II. 

Man  soll  die  Curve  bestimmen,  welche,  unter  übri- 
gens gleichen  Umständen  wie  in  der  vorhergehenden 
Aufgabe,  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Tangente  einen 
Constanten  Werth  ==a  erhält. 

Auflösung. 

Aus  der  vorigen  Gleichung 

dy 

folgt  sogleich 

sina=:r7^===  und  cos  cc=:    ^  > 

und  es  wird   alsdann   die  Bedingung  der  Aufgabe  ausgesprochen 
durch  die  Gleichung 


yVT+p^ 


P 
oder 


—  .tV^I  +p^=za 


1)  (y  —  px)Vl+p^  =  ap, 

wo  die  Wurzel  als  zweideutig  betrachtet  werden  muss.  Diffe- 
rentiirt  man  diese  Gleichung  und  substituirt  statt  dy  seinen  Werth 
pdx,  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 
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-^M^^_,a^^rj^^^^, 


oder  indem  man  y  mittelst  1)  eliminirt: 

2)  rfp[o  +  ^(l+p«)«]=0. 

Aus  dieser  Gleichung  erbalten   wir  zunächst 

dp^=.^i    p  =  Const.=y, 
und  so  nach  1): 

3)  «)L 


^=^^+  VTT?' 


Da  für  j;  =  0  ^=a  und  fär  jr=a  :y=0,  so  wird  wieder  im  ersten 
Falle  y=OD  und  im  zweiten  ^  =  0,  und  es  drQckt  daher  die  Glei- 
chung 3)  die  unendlich  vielen  geraden  Linien  von  gleicher  Länge 
a  aus,  welche  man  ähnlich  wie  DE  legen  kann. 

Aus  2)  geht  aber  noch  die  Bedingung 

oder 

^      dx  x^ 

hervor.    Integrirt  man,  so  wird: 

4)  y  =  ^  +  V(ot-art)8. 

Für  die  bereits  mehrmals  erwähnten  Grenzwerthe  von  x  and  y 
erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  Constanten  ß 

a=:ß±a    und    0==/?; 

damit  also  ß  denselben  Werth  =0  erbalte,  wenden  wir  nur  das 
obere  Zeichen  an  und  erhalten  so  als  Gleichung  der  gesuchten  Carvet 

6)  y^  =  (al-:i:'0», 

welche,  wenn  sie  rational  werden  soll,  den  sechsten  Grad  erreicht 

Bemerkung. 

Zum  Schlass  möge  hier  noch  angefahrt  werden,  dass  diese  beide» 
Aufgaben  bei  Gelegenheit  eines  Wegebaues  entstanden  oder  mir  wenigw 
stens  als  solche  mitgetheilt  worden  sind,  indem  die  Ecke,  in  welcher 
sich  zwei  Wege  unter  rechtem  Winkel  schneiden,  nach  der  einen  oder 
andern  Weise  abgestumpft  werden  sollte. 


Eckharitl    IfbtriUuEitiflaaadexVurderthfiUfU.  der SeMffe ete.\\Z 


Ceber  den  Einfluss  des  Vordertheils  und  Hiiitertheils 
der  Schifie  auf  den  Widerstand  des  Wassers. 


Herrn   Geheimen   Ratb   Evkhardl 


■Schon  vor  beinahe  80  Jahren  haben  die  fraiizusisuhen  Alcade- 
niiker  d'Aileiiibert,  Bossut  un<)  Condorcet  Versuche  über  deii 
l  Widerstand  de«  Wassers  gegen  kleine  Schiffchen  angestellt,  nelche 
t  prismatischen  Vorder  ■  and  Mintertheilen  versehen  waren,  nnd 
lin  den  Memoiren  der  Pariser  Akademie  vom  Jahre  1778  pag.  353. 
I  beschrieben  sind.  In  demselben  Bande  lieferte  Euler  eine  Theo- 
I  rie  dazu,  die  aber  keineswes»  mit  den  Resultaten  der  Beohach- 
I  bifigfln  äbereinstimmte,  und  seitdem  ist  diese  ivicbti;;«  Materie, 
lila  za  vermckelt,  anerledigt  geblieben.  Diircb  eine  andere  wifi' 
I  genschafllicbe  Arbeit  darauf'  hingelenkt,  unternahm  ich  es,  dietie 
I  Versnche  und  Euler's  Theorie  einer  nochmaligen  Revision  zu 
I  «nterwerren.  und  ich  erlaube  mir,  das,  was  ich  gefunden  habe, 
lim  Folgenden  mitzutheilen.  Da  diese  Entwickelung  von  Enler 
I  neoit;  bekannt  zu  sein  scheint,  indem  bei  sonst  vorzüglichen  Schrift- 

em,  wie  Eytelwein,  Langsdorf  u.  A.,  gan«  abweichende 
I  Ansichtpn  vorkommen .  so  hatte  ich  es  ffir  angemessen,  eine  iviirt- 
I  flehe  Uelicrsetznng  derselticn  hier  vorauszuschicken: 


„Es  Hei  AC  (Taf.  I.Fig.!2.)  dieAze  des  prismatischen  Schiffs- 
lichnabele,    welche   die   breite  Seite   desselben    BB  in  C  halbirt. 
■  ditse  Axe  AC^a.    die  Seite  AB  —  b    und   den  Win- 
Ikel  BAC^a.   die  Tiefe  Aa  =  c,    so  erhalten  wir  ßC^bSioa. 


lli Eck/tort/l:    Ifter  den  Eirtfluts  de»  \orderUieiii  u.  UtniertheiU 

Hcnttgt  sich  naii  der  Schiffsschnabel  nach  der  UichtuDg  AC  mi( 
einer  Ge8chivindi|:keit  =v,  wo  r  den  in  einer  Sekunde  durchlau- 
feuen  Kaum  hezeichnel,  und  nennen  wir  die  Höbe,  von  weicher 
ein  kürper  in  derselben  Zeit  herabTrilU,   =g.  so  ergiebl  sich  A'w. 

Hübe,  welche  der  (ieechnindiglceit  r  entspricht,  /i=  j-:  wenn  da- 
her das  Wasser  in  der  senkrechten  Richtung  MN  mit  der 
Geficfawin<)igkeit  4)  auf  die  Fläche  ^£6a,  deren  Inhalt  be  ist,  einen 
Stoss  nusiltil,  so  vTürde  die  Stärke  dieses  Stosses  dem  Gewiehte 

einer  Wassermasse  ^=  -7 —    entsprechen.      Da   aber   dieser    Stoss 

unter  einem  Winkel  =(t  statt  ßndel,    so  wird  seine  Stärke   dnrcb 

— "Y'""    *"'  ••'«  senkrechte  Richtung  IVN  auf  die  Fläche  AB 

ausgedrückt  werden  müssen ;    hieraus  ergiebt  sich  die  Stärke  des 

Parallel  stoss  es  in  der  Richtung  AC  :=6cSiDor — -j ,  wo  6c8iaa 

die  Häirte  der  griissten  Breite  BB  ausdrückt.     Das  Doppelte  <U»- 

ser  Kraft  =2öcSino!  — : giebt  denjenif;en  Theil  des  Wida^ 

Standes,  welchen  der  Stoss  des  Wassers  auf  beiden  Seiten  de« 
Schnabels  ausübt,  welches  vollkomnien  mit  der  gewühnlicbea 
Theorie  übereinstimmt."    Soweit  Euler*). 

Da  diese  letzlere  Formel  nicht  mit  den  Versuchen  dberetn- 
slimmte,  indem  fiiir  (i=0  der  Widerstand  des  Wassers  nicht  eben- 
falls ^0  wurde,  so  suchte  £uler  den  noch  übrig  bleibenden 
Widerstand  durch  die  Reibung  des  Wassers  an  dem  ganzen  Kör- 
per ?,u  erklären,  und  gab  dafür  eine  sehr  verwickelte  Formel, 
welche  sich  ebenfalls  in  der  Ausübung  nicht  bewährte.  Betrach- 
tet man  aber  den  Zweck  näher,  welchen  sich  die  Akademiker 
vnrrresetzt  hatten,  so  bestand  er  augenscheinlich  darin,  die  Ab- 
nahme des  Widerstandes  zu  bestimmen,  welche  durch  Anbringung 
von  Schnäbeln  von  verschiedenen  Winkeln  an  der  Spitze  A 
bewirkt  wird,  wenn  die  Breite  des  Schiffes  BB  dieselbe 
bleibt.  Nun  ist  aber  offenbar  in  der  Formel  von  Euler  die 
Sfiite  AB  constant  und  die  Breite  BB  veränderlich,  welche 
letztere  für  o=:0  ebenfalls  Null  wird,  während  bei  den  Versuchen 
von  ßossut  das  Gegentheil  statt  fand.  Die  obige,  fiir  das  Prisma 
gefonilene  Formel  ist  daher  für  diesen  besonderen  Fall    riicht  an- 

weiulbar:    dagegen  gilt  die  allgemeine  Formel  -j— sinn»    fiir    den 


Jjl™.  *B  CAcad^nie  dw  «clfnca«  da  Parif  Je  1TT6.  |.ag.  5DT. 
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Parat lelstost*  iti  allen  denjenigen  Kfiilen,  tvo  die  Seile  AB^ti 
constaiit  ist,  wie  z.  B.  bei  dem  Steuerruder,  und  wird  ab  Theo- 
rem an  die  Stelle  der  bisherigen  Annahme  gesetzt  werden  niiis- 
eeo ,  wonach  sich  der  üchiefe  Stuss  wie  die  Quadrate  der  Sinus 
der  Ginfallswinkel  verhalten  sollte. 

Um  nun  dieses  Theorem  auT  die  Beobachtungen  vun  Boseut 
anwenden  zu  iiiinnen,  itiiissen  wir  zuvor  den  Apparat,  welcher 
dabei  angewendet  wurde,  etwas  näher  betrachten.  Derselbe  be- 
stand in  einem  4  Fuss  langen.  2  Fuss  breiten  und  eben  so  tiefen 
Parallelopipedum ,  an  dessen  Vorder-  und  HinterfUicbe  dreiseitige 
Prismen  mit  verschiedenen  Winkeln  an  <ler  Spitze  befestigt  wer- 
den konnten.  Dieses  Schiffchen  wurde  mittelst  einer  Schnur,  an 
welcher  ein  Gewicht  von  }6~i  Pfnnd  hing,  in  einem  '200  Fuss  lan- 
gen uad  lÜO  Fuss  breiten  Wasserhecken  fortgezogen,  und  die 
Zeit  beobachtet,  welche  dasselbe  brauchte,  um  einen  Weg  von 
96  FuBS  zurückzulegen.  Nennen  wir  den  Widerstand  des  Was- 
sers gegen  das  Schiffchen,  wenn  weder  vorne  noch  hinten  ein 
Priama  angebracht  ist,  ^  F,  und  denjenigen  Widerstand  des  Was- 
sers, wenn  blos  vorne  ein  solches  Prisma  angebracht  wird,  ^9, 
SD  haben  wir,  da  sich  die  Widerstände  wie  die  Quadrate  der 
Geschwindigkeiten,  und  bei  gleichen  Wegen  die  Geschwindigkei- 
ten wie  die  zum  Ourchlauten  derselben  gebrauchten  Zeilen  verhalten : 

F:ip=y^-.f"-i=T*:t^'). 

daher  p^^.  Mit  dieser  Formel  erbült  man  den  Widerstand 
der  schiefen  Flächen  in  Decimaltheilen  des  Normalstosses  F  aus- 
gedrückt, wie  er  in  der  Tafel  von  Bosstit  pag.  372.  der  Pariaer 
Memoiren  von  1778  angegeben  ist  und  keineswegs  mit  der  obigen 
Formel    von    Enler   fibereinstimmt.      Nehmen   wir  aber  den  Nor- 

malstosB  auf  die  Vordernäche  F=  — . —   als  die  constante  Einheil 

*ff 
an,   mit  welcher  der  i^chiefe  Stoss  verglichen  werden  soll  (wobei 
wir  den  Stoss  und  Widerstand    für  gleich  annehmen],    so  ist  die 
Differenz  unier  dem  Normal-  und  schiefen  Stoss  nach  dem  Theo- 
rem  von  Euler: 

F~ip:=m(l  —Sine^yF, 

wo  m  einen  besonderen  CoefQcientert  bedeutet,  der  aus  den  6e- 
obachtangen  bestimmt  werden  muss  und  von  der  Gestalt  i^ 
Kbwiminenden  KDrpers  abhängig  iNt.     Hieraus  folgt  aber  '  ,|q 

•>  För  Klpicliförinfpr  lie«rlili>iiniglc  {te<KPj!»o^. 


\\Q£eJf/iarde:    Itber  den  EinßitK  det  VordeitbeUt  w.  HinieTtlieilx 

f— «(1— Sin<(»)F=:{l  — m+H.S(m»>)f=q>. 

Sfitfeieii  (vir  \  —  m=C,  so  erhalten   «ir: 

• -  ••'    ■In-'"  l''{mSin«=+C)^(p 

\vfi  dcD  Beobachtuiifren  folgt  tti  ;:=  0,6  ond  hieraus  C^0,4; 
daher  ist  die  Formel,  welche  auf  item  Euler'schen  Theorem 
beruht  und  fHir  die  Beobachtungen  von  Hnssiil  eingf^ricbtet  ist: 

J  =  ÜX.Sin«'  +  0,4.  (I) 

Beslimmeii  wir  nun  die  W«rthe  von  p  für  die  verschiedenen 
Winkel  an  der  Spitze  der  Prismen,  sowohl  aus  den  Beobachtuii- 
aen  von  Bossut,  als  nach  dieser  letztern  Formel,  so  ergiebt 
sich  daraus  foli^enite  Zusaniniemstelliiiin: 


Kelaliv.  Widerstand 


Formt^l 


HeJHlif.  Widenland  ^. 
Itenbncht,       l''nrii>e( 


47",44 
47,22 
46,44 
45,35 
43.75 
il,84 
39,50 
38,05 


I.OUOO 
0,9908 

yssu 

9138 


I.OÜÜO 

0,1)892 
9610 
91Ö0 
1^566 
7H9.1 
7174 

0,6460 


420 


a5",7H 
34,85 
33,05 
31,61 
30,53 
30,23 

mm 

30,00 


0,S6t«) 
5397 
4853 
4440 
4142 
4061 
4003 


0,5794 
5218 
4750 
4402 
4174 
4054 
4001 

0.4000 


,  dass  die  auf  dem 
3  die  hishe^' 


Aus  dieser  Zusammetistelliing  ersieht  n 
Theorem  von  Euler  beruhende  Formel  (I) 

gen  uur  für  die  grossem  Winkel,  etwa  bis  zu  60°  herab,  mit  den 
[(eobachtungen  libereinstiiiimt,  sonilern  seibat  für  die  kleinsten 
Winkel  Resultate  liefert,  welche  mit  den  angestellten  Versuchen 
im  Einklang  sind.  Diese  L'ebereiastimmun^  bürgt  nicht  blos  ffir 
die  Richtigkeit  der  zum  Grunde  gelegten  Theorie,  sondern  gielit 
auch  noch  ein  schSnes  Zeu^^niss  ftlr  die  Sorgfalt  und  Genauigkeit 
ab,  mit  welcher  diese  Versuche  von  den  französischen  Akademi- 
kern angestellt  worden  sind.  Es  ist  nur  Schade,  dass  nicht  eben 
so  zahlreiche  Versuche  nuch  für  den  Fall  angestellt  worden  sind. 


der  selliffe  auf  den  Wiiteriiend  dtt  Wassert. 

die  Prismen  ani  Hintertbeile  des  Knhiffcfaeiis  angebracht  w«rea> 
bdera  nar  für  <lref  Winkel,  nämlich  fiir  48",  tX"  und  12».  Bedb^ 
»chtuDgen  vorhanden  sind ;  n-lr  Rollen  jedoch  versucben ,  aus  die- 
igen  Angaben  einige  alliremeine  Resultate  zu  aiehes. 
Betrachten  wir  das  Schiffchen  nährend  der  Vonvärlsbewegung, 
■ird  man  am  Hintentheil  einen  leeren  Raum  bemerken,  den 
das  von  Torne  nach  hinten  strömende  Wasser  auszufüllen  sucht. 
Hierdurch  entsteht  ein  .Stoss  auf  das  Hinlertheil  des  Schiffchens, 
ihnlich  dem  auf  das  Vordertheil,  nur  mit  verminderter  Geschwin- 
digkeit und  in  entgegengesetzter  Richtuni;.  so  dass  der  Stosa  auf 
das  Vordertheil  durch  den  Stoss  auf  das  Hinterlheil  eine  Vermin- 
derung erleidet  Pur  die  am  Iliutertheil  angebrachten  Prismen 
giebt  daher  die  Theorie  eine  ähnliche  Formel,  nie  die  oben  ent- 
icbelte,    nur  mit  einem  andern  CoelTicienten.    nämlich; 


F€r  m'  findet  mau  aus  den  Beobachtungen  den  Werth  : 
0.1P7,    woraus  C'  =  -j^  =  0,833  folgt.     Man  erhält  hiermit  fol- 
gende,   mit  den   Beob.ichtungen  gut  i'ibereinRtimmende  Resultate: 


dtdmx-r 

RHn 

v<rr  Wide» 

tand 

F 

/ 

Iteobnchl, 

Formel 

Diffet. 

44",80 

0,891s 

0.90T7 

0.0096 

43",85 

0.83H 

0,8445 

0,0099 

43'',49 

0,8404 

0,8348 

0,0056 

jqo 

indem  die  Abneicbung  der  Formet 
aebtangen  nur  höchstens  ^^^   beträgt,   womit 
Itann- 

Soll  endlich  die  Verminderung  des  Widerstandes  gefanden 
werden,  welche  durch  gleichzeitige  Anbringung  von  prismatischen 
Spitzen    sowohl  am  Vordertheil,    als   am  Hinterlheil    des  Schiff- 

IS  entsteht,   so   wird  es  am  bequemsten   sein,   die  Verminde- 


[  sowohl  für  das  Vordertheil  1  - 


Ibeil  I  —  ä*  =  "'    f^ör    die   verschiedenen  Winkel 
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lit  iii«n;tle  lA  TorkMifititaideD  FiUe*  MilAig  cMikiuii^n  kan«. 
lefa  setze  eine  soleh«  Tabelle  •suiiiHchloMeVditMfr  fidtrachtnagea 
faUrber,  wtelche  40 . lange  diente  kaen,  ble-4aiilMi  weitere  Beob- 
aektaiigen  bekaoDt  irerdeB. 


:  I  •  I .  • 
.1 


f. 


Vanaind«!;.  .an  d^m       V «^^ndfr«  l^l  Am 


...     an  der  9pitze 


<i     ; 


90« 

8^  . 

Tg 

• 

■■  ''Tt 
*  68 
00 
54 
48 
42 
86 

24 

12 


I  I 
I  t 


r.  ',1 


f . 


6 
0 


Vorder  tUeil 

,   Hintertheil 

-H» 

^                        1 

0,0000, 

'0,0000      . 

0,0096 

0,0028 

0,0365' 

o,oior 

0,0638 

0,0233 

<),1426 

0,0896 

0,2100 

0^0684 

0,2823 

0,0783 

0,3538. 

0,0983 

0,4203 

0,1162 

0,4782 

0,1328 

0^5250 

0,14A»      . 

0,5596 

0,1554 

0,5823  . 

0,161H.. 

0,5946 

0,1662 

0,5993 

0,l»6fc 

0,6000 

0,1667 
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•i 
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■■\»I 


■*.       V»", 


■■  ' 
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i  I.         • t , 
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•••'i'f 


•i- 
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VIII. 

M  i  8  c  e  I  I  e  n. 


Wenn  auch  die  Art,  wie  die  (irachtvolle  Sternwarte  zu  dlBJ 
II  Amerika  entstanden  ist,  gewiss  jedem  Mathematiker 
nnd  AiitTonomen  im  Allgemeinen  bekannt  ist,  so  glaube  ich  doch, 
dass  es  den  Lesern  des  Archivs  nicht  unangenehm  seia  wird,  wenn 
ich  ihnen  darüber  die  folgenden,  aus  dem  mehrfach  interessanten 
Buche:  Wanderungen  zwischen  Hudson  und  Mississippi 
1831  und  18S2,  von  Moritz  Bnsch.  Erster  Band.  Stutt- 
gart und  Tübingen.  1854.  S.  318-S.  t>23.  entlehnten  näheren 
Details  mittheile.   "  Gmiiert, 

„Wer  da  Zweifel  liegt,  dasa  die  Welt  aus  Kicitts  g^ichnlTen  vurija, 
der  f^eho  hin.  «ehe  iich  die  Sternwarte  von  Cincimiati  an,  laiae  lich 
ihre  Geacbichte  erzätiten  und  sage;  |iHter  peccHvi.  Sie  int  ihrem  Ur- 
•protige  nach  ein  ynl  Island  ige«  Wunder,  in  ihrem  Bestehen  ein  rnhm- 
Tellea  Monument  der  Kühnheit  und  Uaermüdlichbeil  ihres  Begrüadern, 
Dsd  in  ihrer  Ansstallnng  ein  lauter  Protest  gegen  die  Ansicht,  dam  di« 
AmeribancT  Verächter  der  Kunst  und  Wimcnschnft  seien.  Prefeasor 
Hitchel,  in  dessen  Kopfe  der  PJan  riaxn  entsprang,  ist  einer  von  den 
TjpeD  des  Yankeelhums,  an  denen  man  es  achten  lernt.  Zäh  wie  Gumini, 
nawid  ersteh  lieh  nie  ein  Steinliiihrer.  in  allen  Sätteln  gorecht,  drängen, 
winden  und  pressen  diese  Naturen  sich  durch  jedwedes  Hindcraiss  hin- 
darch  nnd  dem  Ziele  zu.  scheine  es  auch  unerreichbar.  Immer  *nll 
grossnrtiger  Clmie .  erkennt  ihr  eiserner  Wille  keine  Unüberwindlicfakail 
*a,  and  nie  verlegen,  baut  ihre  Klugheit  sirh  Brüchen  «elbsl  über  Un- 
ni«glicfakeiten.  Von  aruieu  Kitern  stammend  und  früh  verwaist,  sah 
Mitcfael  sich  im  iwölften  Jahre  gezwungen,  als  Ladendiener  in  ein 
Kfamgeschäft  zu  \eniu  ta  treten,  eine  Stellung,  die  seinen  aiifstrelien- 
den  Geist  nicht  hinderte,  fleissig  Griechisch  und  Latein  zu  trritien. 
Fänfaehn  Jahre  alt  bewarb  er  tiich  um  eine  Freistelle  in  der  Kriegs- 
achale XU  Weitpnint,  und  als  er  diese  durch  Verwendung  von  Gönnern 
erlangt,   wanderte  der  Knabe  durch  eine  Wildniss  vod  siebenhiindect  Mei- 


t 


len  iUB  Ohiu  an  den  llodoun,  Iraf  mit 
und  25  Cent  Iinar  Getd  In  der  Tanrh<^  ir 
nnti  dem  StDdinm  mil  untcliem  Eifer, 
Jahren  bpreiu  cnm  PrnfeMOT   reif  war. 


Sommer  leitete  er  die  Vermeisiinf; 
nen.  und  1832  call  man  ilin  am  G 
rida   ul>  Sachferwalter   {ilaidireii. 


ein  Ranzen  auf  dem  Rücken 
l.'al)Kiint  ein  und  widmete  sich 
*  er  nach  Verlauf  vnn  tier 
r  1829.     Im  fnlgenden 


ton  xwci  penntylvu 

erli'htRhofe  von  Sl.  Angumine  in  Flo- 
Dieiie«    Gescitäft   lutxle   er  «päter   in 

nh  einen  Kuf  al>  Lehrer  der  Mathe- 
inalik  und  Axtronnmie  einen  Wirkuoffiihreia  erhielt,  in  welchem  er  sei- 
ner Mimiinn  nüher  ([rrüi^kt  war.  In  diem'r  SteJIiinß  «lititand  und  reifte 
in  ihm  der  GedunliG  zur  6ründnn|;  eines  OliierTattiriuma,  Die«  war  allem 
Anseheine  nach  ein  «n  tolles  llnternehnien,  als  je  einea  im  (ichirn  ein« 
Sch«rmaerB  geiprnwt.  Weder  eio  PJati.  mich  field  inr  Errirhtung  einer 
derartigen  Aniitnit  wtir  vorhanden.  Dan  Inlereaiie  um  fernen  Sternhim- 
mel war  unter  Lenten.  die  bisher  nur  för  <tii'<  AlleniSrhste  Sinn  f^rhabt, 
erat  xu  weeken ,  und  fast  d reis «iR-tau send  [>i>llnr»  waren  allein  för  dai 
Gebäude  und  die  erforderlichen  Inntriimeiite  aufzutreiben.  Uaa  waren 
üblQ  Aussichten.  Aber  Mitchel  hatte  da«  Angc,  welches  diirrii  »lle 
Schwierigkeiten  hrnduri^hsdiaut.  Cr  luachti'  Heine  Bercrhiiun}( ,  griff  das 
Werk  an  und  —  Hut  al>  mr  Hniiter  unil  ftauleuten!  —  nach  vier  Jah- 
ren Bland  es  da,  so  sink  und  sn  volllininlnen,  wie  es  iif  dei  Idee.« 
Urhebers  vorf^ebildet  gewesen,  die  einzige  Sternwarte  anf  d 
iom  Viilke ,    von  den  Masgen  errichtet  worden. 


dei  Idee  f*iw> 


i'ivDrs   F.nit,    wnnin   Mitchel   zu   denken    hatte,    w, 
einer  Gesellschaft  für   seinen   Zwevk.     Diese   kam   1843 
seltsam  —  sie  zählte  unter  ihren   Mitgliedern  mehr   »Is 
HanSwerker  nnd  Kanf  lente.     Das  Nächste  w 
ä'nd  Boden  für  da»  Gebäude. 


die   Gründung 

I   Stunde,    aod 

n  mehr   iils    arhDiig  Procent 

r  ein  geeignetes  Stilrk  Grand 

Dich   an  inngwnrtli,    den 


reichen  I.andcigenlhümer,  und  er  hewilligle  e 
uhne  irjfcnd  tfrlrhe  Zahlung  dafür  zu 
arforderitiits  «arm  Instrumente,  und  e 
FraueLhoforsthe  Instttal  ge^rbrieh 
runjr  eines  grossen  TeIfsro|ja  abgcsrhlossen .  dessen  KiMten  sirfl  ttnt 
liJibt  wenige i'  nts  950«  Dollars  lielirfen.  Als  em  B,  Xnvcmlier  184»  der 
Grundstein  zum  Gel>üni!e  gelegt  wurde,  wnr  von  dieser  Summe  nach 
kein  Driilel  einn^er.nblt.  und  du  dieNellie  he!  VnTlendnng  des  iMstruinenta, 
«elehe  für  den  Juni  1B44  erwartet  wurde.  Tnllatfindig  abgr'führt  weMen 
■tauaste,  sn  war  die  Hatiptsnrge  znvürderst  die  Einiinmmlung  der  bU 
j'^tzt  hlnsB  anf  dem  Papiere  belindlirhen  TIeitrAge,  Diesem  Geschäfte 
hatte  sich  Mitchel  selbst  zu  unterziehen ,  und  obsrJion  das  Jahr  fdr 
Handel  owd  Wandel  ein  nngnnstigeH  war  und  er  in  Folgp  dessen  man- 
eher  Weigerung  mid  mancher  Vertröstung  auf  später  begegnete,  sah  er 
■ich  nach  Verlauf  eines  Monates  d«rh  im  Stande,  9ä<J0  Dollars  an  ela- 
dissirlen  Geldern  in  die  Hunde  des  Schatzmeister«  der  l^sellHchaft  ca 
legen,  üeborrlieas  hntle  er  fernere  rvcitnnsend  Dollars  in  Wechseln, 
iahlliar  „in  trade-,  d.h.  in  Zimmermanns-,  Maurers-,  Tischlers-  und 
GUsersacbeit ,     in  Stiefeln  nnd  Sehuhen,    in  Schnitt-   md  Eiienwi 


n  Strich  run  Tier  Acrdli. 
rnrhen,  Kiu  drittes  Ranpt- 
»  wurde  unigesäiiiut  an  das 


MUetUen. 


m 


in  Speck ,  Od  .  Mch) ,  Vnn  ~  hier  >u  Lande  ein  (ehr  fcewühnlichea  Ver- 
fahren, —  in  sllerlei  HiinilrUBtIibpJu  iiad  LeUlun);en ,  erhallen.  AllEin 
noch  immer  fehlten  drKitnuapnd  Dollara.  um  A\r  l«ti(e  Kimtiiae  Dudi 
Enrnpa  in  Ijeznhren.  ßiu»e  zu  eriivben,  entwarf  Milchel  «ne  Lialc 
der  retchgten  Biir^cr  CiocinnaCia.  Acht  Kamen  auf  derselben  hatten  den 
Betrag  von  300,  zehn  d{e  Siimnie  Tun  lOU,  die  LiEbrigen  60  Dollars  neben 
ticfa,  lind  KiehB  da,  der  ProfeiBur  der  Malbentsiili  hatte  go  genao  ge- 
rechnet, dnse  t\t  bei  Vorlegung  seiner  Liste  nur  in  einem  einzigen  Fallo 
■ich  gelauscht  fund.  Uie  hierdurrli  iiutfatlendeu  BOO  Dullars  wurden  an- 
drrweiltg  besrhafTt.  und  aU  der  '/nhlungslermln  erschien,  itar  das  er- 
fOt4erlichc  Geld   bereit. 

Hiermit  jecturh  waren  die  Aussichten  der  Geselliehaft  auf  Bciitcu- 
«rn  in  Baarzah hingen  erflchii[ifi  und  kein  Cent  rerblieli  in  der  Kasse,  iiin 
■in  G(-Mude  xii  errichten,  denen  Herstellung  mindestens  iiuf  sechstau- 
send Dollars  zu  Tera  nach  lagen  war.  Auch  hier  wussle  Mitchel  Ralh 
■■  schsOeu.  I)h  sich  kein  Rauraeialrr  g-ewinnen  liess,  unter  bewandten 
Bmst&ndeD  die  Sache  zu  äbernehnien ,  enluc^hlnas  der  Professor  sith  .  die 
nöthlgen  Arbeiter  tageneiBc  zu  dingen  and  ihre  Leistungen  selbst  xd 
ib«r»achen.  Gedacht,  gethan.  Am  1.  Juni  1844  begann  er  mit  zwei 
Haurern  und  einem  Kurren  den  Bau,  welcher,  in  dieser  bescheidenen 
Wslue fortgesetzt,  wenigstens  20  Jahre  zu  seiner  Vollendung  bedurft  bftlle, 
währwid  kraft  der  Schenkungsurkunde  der  Platz  an  Lonjjwoith  heim- 
Ael,  wofern  die  Sternwarte  nicht  bis  ziiin  Herbste  lä4ä  fertig  wurde. 
Unodert  andere  Schwierigkeiten  erbobeii  sich,  aber  nur,  um  dem  Genie 
Uilcliel's  augenlillnlilich  zu  weichen.  Man  forderte  einen  übermässi- 
gen Loho  fiir  die  Zufnhr  von  Ziegeln  uuf  die  Hube  von  Mouut  Adams, 
und  der  Professor  entdeckte,  dass  sich  das  Werk  auch  aas  Urucbsteinen 
auffähren  liesse.  die  oben,  guuz  in  der  Nähe  des  geiehenkten  Landes 
gcwunnen  weiden  konnten.  Man  terlaogte  ferner  zu  hoho  Preiae  für  die 
Herbeischaffung  von  Kalk,  und  Mitahel  errichtete  selbst  einen  Kalkofen, 
dsr  zwar  cIllEhe  Male  uinslürzte,  aber  dem  Bedürfniasc  ganz  wohl  enl- 
ajiraeli.  Man  beruchnete  die  Sandluhreo  zu  theuer,  und  siehe  da,  der 
tuknnflige  Direktor  de«  Ubservaloriuma  kaufte  ein  Paar  Pferde  und 
■dgte,  indem  er  die  Karren  selbst  vollschaufelte,  auf  den  ßerj;  trieb  und 
n  Ort  und  Stelle  ablud,  den  Arbeitern  praktisch,  wie  viele  Fuhren  bei 
gatam  Willen  in  einem  Tage  gelban  werden  konnten.  Kuch  ein  Nach- 
tbril  der  Lage  war  zn  überwinden.  Es  war  kein  Wasser  näher  zu  haben, 
■)(  am  Fasse  der  IlShe.  eine  halbe  Meile  entfernt,  und  ea  von  da  her- 
bBixnhalen,  wiirde  ausserordentliche  Kosten  gemacht  haben.  Auch  die- 
•mi  Uebetstande  wurde  flink  abgeholfen.  Der  Professor  zog  einen  Damm 
^■er  über  eine  Senkung  in  der  llügelwand  und  hatte  das  Vergnügen, 
dies«  rasch  hergestellte  Cis lerne  durch  einige  Regentage  ausreichead 
gefüllt   zu   sehen. 

Nach  diesen  Vorhereitungen  wnrde  mit  dem  Bau  selbst  angefangen. 
Die  erste  Woche,  wie  bemerkt,  mit  nur  zwei  Maurern  arbeitend,  er- 
möglichte Hitcbel.  der  nicht  bloss  hierbei,  sundern  auch  als  Sammler 
von  Beiträgen  die   rastloseste  Thätigkeit   entwickelte,   navh  Verlauf   (ou 
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■cht  Tagrn  dia  AnitBllang  einrr  dnppellBp  Zahl.  In  iler  dritten  Woche 
wuchi  dJMellie  zu  acht,  In  der  ¥ler[en  zu  zvanii);  Mann,  und  endlicli 
waren  niohl  weniger  aU  fünfzig  am  Werbe.  DIeae  ganze  Zeit  über  halte 
Hitchel  seinen  Pfllcfalen  ala  Profcs*nr  der  Malhematlk  und  Philoaophie 
nachKukomiueii ,  und  vnn  den  fünf  Ingllclien  Lelinlundea ,  diu  er  im  Col- 
lege in  ertheilen  hatte,  ward  nicht  eine  versümot.  Vor  8  Uhr  Morgena 
waren  bereit!  alle  Arbeiter  auf  dem  Bau|ilatze,  im  Steinbruche,  in  der 
Sandgrube  nnd  beiui  Knlknfen  inB|ilcirl.  Vnn  H  bia  I  tihr  hielten  ihn 
■eine  Obliegenheiten  im  College  feil,  und  ehe  die  zweite  Stund«  geachla- 
gen,  wnr  der  Unermüdliche  wieder  nitf  Arm  Baugerüste  oder  mit  Sam- 
meln TOn  lieiatcnern  bcAchiifligt.  Jeder  Samstag  erarhöpfts  alle  seine 
Fonda.  Aber  freudigen  Miilhea  brgann  er  die  niichatc  Worhe,  überzeugt, 
dua  Buch  in  ibr  der  Ausdauer  ihr  gebührender  Lohn  werden  müaae. 
Häufig  hiilte  er  naeh  einer  Schuld  an  TJele  Wege  zu  gehen,  bIb  sie 
Dnllnra  belrug.  Oft  inuaate  er  die  auf  Zahlung  In  Hnndelaartibeln  ans- 
gealellten  Wechsel  ein  halb  Dutzend  Mal  unilauichen.  ehe  ea  gelang, 
*ie  in  baHrea  Geld  nmzuaetzen.  Immer  jedoch  war  die  BuubaMe  in  der 
*on  den  Verhällniasen  geforderten  Vürfaaaung,  irud  ala  der  September 
Terdoaacn,  war  die  Sternwarte  unter  Darh .  ehne  dasa  auch  nur  cinea 
Dnllara  Werth  Schulden  darauf  laateCen. 

Die  innere  Auaalatlung  wurde  beinahe  lediglich  von  denen  beacbafft, 
welche  alch  ütntt  mit  Geld  mit  Arheilalageii  und  Naturalleistungen  un- 
terichrieben  hatten.  Die  eine  Thüre  besorgic  dieaer,  die  andere  jener 
Zimmermann.  In  gleicher  Weise  worden  die  Fenaterrabmea  getiefirt. 
Ebenae  die  Scheiben,  Bänder  i.nd  Wirbel.  Die  Mehrz.ihl  der  SchlSanr. 
den  grriaalen  Tbeil  der  Dielen  nnd  Treppenstufen,  der  Oefen  und  Kamin- 
aimac  bekam  man  unentgeltlich  mn  den  Fabrikanten  nnd  Handwerkern 
der  Stadt,  und  kaum  möchte  in  der  Sindt  ein  Hnua  aufzufinden  aein. 
welches  in  einer  Ausdehnung  wie  daa  Obiervalnrium  auf  Mnunt  Adama 
der  unmittelbaren  Belbeillgung  aller  Clasaen  der  BeTÜlkening  aein  Ent- 
liehen verdankt.  Wir  aind  herßcbraehterniaaaen  die  Intelligenlen  Uent- 
acheo.  Allein  ich  würde  mich  bedacht  haben,  mit  Ja  zu  nntwortmi. 
wenn  der  Amerikaner,  dem  ich  die  obigen  Kollzen  dnube,  mich  gefragt 
hätte,  <ib  ich  mir  getraue,  daheim  in  einer  Stadt  von  gleicher  Gröaee 
mit  Clneinnati  29  Tinchlcr,  IH  Holzhändler  und  (andere  Handwerker  nn- 
gereGlinel)  19  Mitglieder  einer  lobeaamen  Schneid erzunfl  an fzu treiben, 
welche  willig  wären,  für  ein  Ding  wie  eine  Sternwarte  Sumaieu  sn  an- 
lerachrelben ,  wie  ich  aie  hier  nuf  der  Liste  erblickte,  fiewias .  ich 
hätte  mich  bedacht  und  wahracheinlich  auch  efn  wenig  geschämt,  ob- 
gleich ich  ao  gut  wie  andere  Leute  In  Becker's  Weltgcacbicble  gele- 
•en  habe,  dasa  Kcppler  und  Kopernicua  in  Deutschland  geboren 
wurden. 

Eine  dctaillirte  Beachreibung  des  Obacrvatoriuma  möchte  za  weit 
führen.  Ea  genüge  daher  die  Bemerkung,  dass  ea  ein  maaslvea  Gebäude 
tat,  welchea  Im  Centrnm  drei,  auf  den  Flügeln  zwei  Stockwerbe  hat. 
daaa  es  ferner  mit  einem  dorisEben  Porticua  geziert  und  dasa  ea  nach 
a^  feilen  ebenso  aolid  ala  zweckmäaaig  euageataltet  ial-      Anaaer  l|]«B^ 
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Baum«,  in  welchem  lich  auf  ■(eineraem  FuMfte«(ell  dai  tlaiiplinalra- 
nent  der  AndHll.  dai  gownltige  Fernrohr.  IT|  Fi)aa  lang  nnd  bis  in 
1400 Mal  tergröaaerni).  erhebt,  Diid  aiitüer  mülireren  andern,  den  Zwecken 
der  Wisienicbsfl  gewidmeten  Sälen  lind  Ziniroern  enthnll  es  auch  die 
WohnDDg  des  Directnrs  Mitchel,  der  Hu«(er  diciier  Vergünitigung  durrh- 
aua  leine  Vergütung  für  aeioe  Hübe  hat  —  ein  Limdand,  der  aeioen 
Eifer  iät  (tsa  Ziislanilclinramen  dci  L'nlernehinena  in  um  »o  glorreirhe- 
rem  Lichte  eraohcinen  lätal. '' 


So 


reit  Herr  Morits  Bu 


Müge  der  treffliche  Mitchel,  der  Erhauer  und  gegenwärtige 
Directut  der  prai^htvollen  Slernwarte  zu  CincinDati,  aoch  lange 
die  Früchte  seines  in  der  lieschichte  der  Astronomie  ohne  Bei- 
spiel destehenden  Eifers  in  ungeschn'ächler  Kraft  und  Gesundheit 
geniessen !  G  r  u  n  ert. 


(Jeher  die  tratirit;e  Art  und  Weise,  wie  der  um  die  malfae- 
matiscben  Wissenschaften  «o  vielfach  verdiente  Vega  seinen  Tod 
in  den  Wellen  der  üonaii  gefunden,  erzählt  der  treffliche  Her- 
ausgeber der  Nouvelles  Annales  de  Mat heniatiques.  Herr 
0.  Terquem  in  Paris,  in  seinem  ausgezeichneten  und  für  die 
Fürderuog  des  iiiathematischen  Unterrichts  so  wichtigen  Journale 
Folgendes,  was  in  seinen  Einzeinbeiten  den  hesern  des  Archivs 
gewiss  theiliveise  anbekannt  nnd  deshalb  ohne  Zweifel  interes- 
sant sein  wird.  G. 

Note  du  Kedacteur.  En  \Wl  Vienne  Tut  consternee  en 
apprenant  la  niort  de  Vega,  nnye  dans  Ic  Danube  *).  On  pen- 
«ait  4  un  suicirle,  attribuä,  dit  on,  au  chagrin  qu'un  passe-droit 
faisait  ^prouver  au  cnlonel.  Teile  etail  l'opininn  publique  snr 
cette  calaslropbe,  lorsque,  sept  annees  apres,  en  läll,  un  r^gi- 
ment  d'artillerie  vint  ä  passer  Vienne.  E'oflicier  qui  surveillait  la 
salle  du  dessin,  Vit  entre  les  mains  d'un  canonier  un  rapporteur 
en  cttivre,  portant  le  nom  de  Vega,  et  le  canonnier  dit  que  le 
bourgeois  chez  lequel  il  logeait,  lui  avait  prete  cet  instrument,  et 
disait  vrai.  t^e  bourgeois  etait  un  meunier;  interrogö  sur  ta 
poBsession  de  cet  instrument,  le  meunier  fit  des  r^ponses  embar- 
lass^e«,  et  Ton  se  rappela  que  c'etait  chez  lui  que  Vega  ^tail 
descendu  pendant  son  s^jour  ä  Vienne.  Mis  en  prison,  et  apräs 
plasieurs  interrogatoires,  le  meunier  fit  cet  aveu:  „Lorsque  Vega 
Tiot  cbez  moi  en  1802,  j'avais  on  Ir^s-beau  cheval   auqnel  j'^tais 
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passionii^iuent  attsche.  Le  colonel  nie  ilemanda  k  diverses  fois 
de  le  lu)  vendre.  J'ai  con^taniment  refusä;  roais  il  finit  par  offrir 
un  si  haut  prix,  que  je  c^dai,  et  afin  que  je  ne  puisse  cbanger 
de  rösoiution,  il  me  paya  eomptatit  et  la  ÜFraisoD  devait  avoir 
lieu  dans  la  soir^e.  A  l'lieure  convenue,  nous  rendimea  ä  l'^curie, 
et  ponr  cela  II  fallait  passer  par-dessus  iine  pasäerelle,  jet^e  aur  . 
le  cours  d'eaa  dertve  du  Danube  et  qui  fait  aller  le  raoulin.  Ar- 
rive  sur  la  passerelle,  .j'eus  im  si  vlolent  regret  de  me  s^parer  d« 
mon  cbeval,  que  l'idee  diabolique  s'empara  de  moi  de  garder 
l'argenl  et  le  cheval.  Il  Taisait  tr^s-ohscur.  Le  coloDel  marchail 
devant  moh  je  iui  donnai  une  forte  secousse;  U  tomba  dans  l'eau 
et  disparut." 

Dapres  cette  däclaration  t'assasin  mourut  sur  la  potence.  Aiasi 
cet  incideiit  pruvidentiel  lava  d'un  eoupgoii  injurieux  la  memoire 
du  celebre  artilleur. 

En  France,  dans  l'etat  aetuel  du  Jury,  le  malheureux  nieunier, 
entraine  par  un  verti^e  momentane  de  febrile  cupidite,  aurait  ob- 
tenu  la  faveur  des  circonstances  attenuantes. 

(NauTclIes  Annuloi  de  Matb^mntiquri.    A>ril.   IB5Ö.    |i.  ätl.) 


Preisaufgabe  der  Berliaer  Akademie  der  Wisseaschatleo. 

Die  Differentialglcichuijgen  eines  um  einen  festen  Punkt  ro- 
tlrenden  Kürpers,  auf  ivelchen  keine  andere  beschleunigende  Krad 
als  die  Schwere  wirkt,  durch  regelmässig  fortschreitende  Reihen 
zu  integrireu,  welche  alle  zur  Kenntniss  der  ßevregung  erforder- 
lichen Griisseo  explicile  durch  die  Zeit  darstellen. 

Sprache:     Ueutscb.  Franzrisisch ,   Lateinlach. 

Einsendun^sterniin:     1.  März  1858. 

Preis:    lOU  Dücaten. 

Jede  Bewerbungsschrift  ist  mit  einer  Int^cbrift  zu  versehen  und 
diese  auf  dem  Aeusseren  des  versiegelten  Zettels,  welcher  deu 
Namen  und  deu  Wohnort  des  Verfassers  enthält,  zu  wiederholeo. 


S.  77.  'l.  8,  T.  o.  hinter  D'D'"ß'f  =  70  «chaUc 
„  IB.  „  13.  V,  u.  atatt  „DiviaiaH  mit  2"  seiit 
„  81.    ,,     8.  V.  a.  Blatl  „der  Gleich,  a)"   letzi 


ein:  D'0"D'r'=a 
I  „Division  mit  3". 
I   ,,der  Gleich.  (3)". 
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Vollständige  Bestimmung  der  Evoluten  doppelt  gekrümm- 
ter Linien  aus  ilirer  Evolvente. 

Von 

Herrn    R.  Hoppe, 
Dr.  pliil.  lind  Privalducenlen   an  iler  Laiversilät    \u  Berlia. 


Lässt  man  eine  Gerade  auf  einer  beliebigen  Curve  hinrollen, 
so  das8  sie  dieselbe  siefs  berührt,  ohne  auf  ihr  zu  gleiten,  so 
beschreibt  jeder  Punkt  der  Gerarlen  eine  Linie,  «elfhe  man  eine 
Evolvente  der  Curve  uenut,  ivühreiid  die  Curre  selbst  die  Evolute 
der  so  beschriebenen  Linie  beisst.  Ist  die  Evolute  eine  ebene 
Cuive,  so  ist  sie  bekannillth  identisch  gü»obl  mit  dem  geometri- 
Bchen  Orte  der  Krümniungsmittelpunkle,  als  aucb  mit  der  unibül- 
leoden  Linie  der  Normalen  der  Evolvente,  Eigenechaftcu.  die  man 
miluDler  zur  Definition  der  Evolute  )>etiulzt  hat.  Da  solche  De- 
finitionen auf  Curven  doppelter  Krümmung  nicbl  mehr  auuendbar 
sind  und  zu  Venvediselungen,  ja  sogar  zu  Irrthümern  (iTie  in 
SchlSniilcb's  „Compendium  der  hüheren  Matbematik") 
Veranlassung  geben,  so  sind  sie  zu  venverfen,  und  es  ist  notb- 
M-endig,  beim  ursprüngiichen  Bcgriflfe  stehen  zu  bleiben. 

Monge  war  der  Erste,  nelcber  die  Untersuchung  der  Evol- 
venten und  Evoluten  auf  beliebige  Curven  im  Räume  ausdebnie. 
Durch  ihn  sind  bereits  eine  Anzahl  licmerkensvtertber  Eigenschaf- 
ten derselben  bekannt  geirorden,  namenilicb  folgende:  Jede  Evol- 
vente bat  unendlich  viele  Evoluten.  Diese  iiegen  sämnitlicb  auf 
einer  und  derselben  abwickelbaren  Flüche,  deren  erzeugende  Ge- 
rade die  Pollinie  des  Krümmungskreiaes  ist.     Die  Pollinien  haben 
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eine  umhüllende  Linie,  welche  die  (Frenze  (l'arete  de  rebrousee- 
raent)  der  ahwickelharen  Fläche  bildet.  Durch  jeden  Punkt  dieser 
Fläche  lögst  sich  eine  Evolute  ziehen,  und  zvrar  \»X  letztere  die 
kürzeste  Linie  zwischen  je  zweien  ihrer  Punkte,  die  auf  der  Fläche 
niüglich  ist. 

Hiermit  ist  jedoch  die  Aufgabe,  zn  jedem  Punkte  der  Evol- 
vente P  den  zugehürigeii  der  Evolute  /*,  analytisch  nnd  allgemein 
anzugeben,  nicht  vollständig  geliist.  Bezeichnet  nänitich  P,,  den 
Krümmungsmittelpunkt  der  Evolvente,  so  ist  PPoPi  ein  in  P^ 
rechtwinkligem  Dreieck,  trovon  man  nur  eine  Kathete  PP^  kennt. 
Die  übrigen  Stücke  enthalten  eine  willkürliche  Constante:  es  han- 
delt sieb  darum,  eins  der  Stücke  des  Dreiecks  mittelst  der  Be- 
stimm ungsstficke  der  Evolvente  und  der  Oonstanten  auszudrücken. 
Monge  begnügt  sich  damit,  die  Dlfferenzialgleichuni;  anzugeben, 
aus  deren  Integration  die  vollstfindige  Bestimmung  zugleich  mit 
der,  die  einzelnen  Evoluten  unterscheidenden,  Constanten  hervor- 
gehen würde.  Ich  füge  deshalb  zur  Ergänzung  der  Theorie  den 
folgenden  Satz  hinzu. 

Der  Winkel  zwischen  der  Tangente  der  Evolute 
und  der  Hauptnormale  der.  Evolvente  P^PPi  enthält 
die  willkürliche  Constante'  als  einfaches  Increment, 
und  ist  das  Integral  der  Torsioo  der  Evolvente  nach 
dem  Bogen  genommen. 

Hiermit  ist  die  Lage  des  Punktes  P,  cxplicite  ausgedrückt, 
und  seine  Coordinaten  lassen  sich  ohne  weitere  Integration  oder 
.Auflösung  einer  Gleichung  angeben.  Den  zum  Beweise  nötbigen 
Formeln  lässt  sich  auf  folgende  Weise  die  grüsste  Uebereichi- 
lichkeit  und  Symmetrie  ertheiien.  Zwischen  den  Cosinus  der 
9  Richtungswinkel  dreier  auf  einander  senkrechter  Geraden  gegen 
ein  rechtwinkliges  Axensystem  finden  21  Relationen  statt.  Indem 
sich  diese  als  hinreichend  bekannt  voraussetzen  lassen,  bedarf  «s 
nur  der  geordneten  Aufstellung  jener  9  Grössen,  um  21  Formeln 
kenntlich  auszudrücken.  Nun  sind  die  Tangente,  Hauptnormale 
und  Pollinie  des  Krümmungskreises  einer  Curve  drei  auf  einander 
senkrechte  Gerade.  Stellt  man  die  Cosinus  ihrer  Richtungswinkel 
gegen  die  Axen  der  x,  y,  i  in  folgendes  Quadrat: 

Tangente  t' ,      y' ,      :', 

Hauptnorniale     qx"  ,     qy" ,     pi", 

Pnllioie  /,  m,        n: 


ff   den  Krümmungsrad  in 


iiid    die   Accente  die   DiBerenzial- 


doppelt  gekriimmter  Unien  aus  ihrer  Evolvente. 
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I  quotienten  nach  d^in  Bogen  i  genommen  bezeichnen,  bo  kann  man 
'  sSiDcnlliche  Formeln,  die  znischun  jenen  9  lirüssen  etatIGnilen, 
'chliessMcIi  der  Ausdrücke  von  $,'l,m,n,  ohne  Miihe  ablesen. 
In  Betreff  des  Vorzeichens  der  Determinanten  ist  nur  festzuhalten, 
dasä  die  aus  der  Diagonale  von  x'  nach  »  genommenen  Glieder 
als  positiv  betrachtet  werden. 

Setzt  man  Hie  Torsion  der  Curve,  d.  h.  den  unendlich  kleinen, 
Too  der  Osculationeebene  beschriebenen  Winkel  Bft,  dividirt  durch 
den   gleichzeitig  vom  Punkte  xi/i  beschriebenen  Bogen  Bs 


so   ist  bekanntlich 


./'M« 


Differenziirt  man  die  Gleichungen 

)   erhält   man    nach    Elimination   von    q' : 

t'=-Q\ea:"lx"'  +  (e'V+  z')!/-"  +  (pi"/- j')!«' 


fl,    y'  =  (/:"l—Qx"t 


Bildet  man  nach  Analogie  die  Ausdrii 


nitnmt  die  Quadrat wi 
sen,    so  kommt 


I  der  Quadratsumme  aller  drei  Grus 


OsB  Vorzeichen  der  GrOase  &',    welches  an  sieh  der  Willkür  un- 
terUegt,    sei  durch  diese  Formel   festgestellt.     IVlan  bat  demnach: 

{'——g&'x",     m'  =  —  Q&'i/",    «'  =  -p#'i'».  (T) 

Mit  HBIfe  dieser  drei  Formeln  ISsst  sich  der  aufgestellte  Satz  zu- 
gleich mit  den  Sätzen  von  Monge  beweisen. 

Es  miigen  sich  von  jetzt  an  die  eiogefilhrten  Zeichen  aus- 
schliesslich auf  die  Evolvente  beziehen,  und  die  ents|irechenden, 
auf  die  Evolute  bezüglichen  Grössen  durch  den  Inde.x  1  unterschie- 
den werden.  Um  derDefmition  gemäss  aus  der  Evolute  den  Punkt 
xyi  der  Evolvente  zu  bestimmen,  bat  man  auf  der  Tangente  vom 
BerOhruDgs)itankte  aus  in  der  dem  Laufe  des  Bogens  entgegenge- 
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setzten  Richtung 
des  Eodpunkts  n^i 


m   Stück  : 
rden  Bein : 


Diese  Gleichungen   drücken  die  Beziehung  zwischen  Evolute  und 
Evolvente  vollständig  aus.     Differenzürt  man  sie,    so  kommt 


»'=- 

Die  Quadrats 

nime  der  drei  Crossen  ist                                     ^H 

-CiS)"              - 

Die  Wurzel   l 

ann   man  stets   als    positiv   hetrachfen,    indem   ihr« 

Factoren  nur 

beim  Eintreten  von  Kuckkehrpunkfen,    und  zwar  n 

gleicher  Zeit, 

ihre  Vorzeichen  wechseln.     Demnach  ist 

so  dasB  die  Gleichungen  in   folgende   übergehen: 

x'  =  -eiXi'',    f/'  =  -eiyi",    i'=— Pill", 

und  in  dieser  Form  den  Umstand  ausdrücken,  dass  die  Hauptnor- 
male der  Evolute  parallel  ist  der  Tangente  der  Evolvente,  mithin 
senkrecht  steht  auf  ihrer  Kormalebene.  Da  sie  zugleich  auf  der 
Tangente  PPi  senkrecht  steht,  so  rausa  letztere,  somit  das  ganie 
Dreieck  P^PPi  in  der  Nornialebene  der  Evolvente  liegen. 

Bezeichnet  man  den  Winkel  PyPPi  durch  l  und  drückt  s^i' 
nen  Cosinus  durch  die  Kichtungsninkel  seiner  Schenkel  aus,  so. 
kommt : 

cos  i = ex"j:i '  +  e^"ff , '  +  ei"i, ' . 


Diess  differenzürt  gibt  mit  Anwendu 


lg  der  Gleichungen  (I): 


x"  =  |yi"ni- 


Bildet  man  nach   Analogie 
einerseits  die  drei  Werthe 
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nimmt  andererseits  ihreQiradratsumme,  so  ergeben  sich  die  Glei- 
chuugeo : 

,„,!_*  1       1  +  g.^.". 

und  nach  Elimination   von  «i : 

Da  noch  keine  Bestimmung  getroffen  worden  ist,  nach  welcher 
Seite  hin  X  positiv  sein  soll,  so  geschehe  diess  durch  die  Gleichung 

^i^i'  =  -tgA.  (2) 

Da  nun  q  und  «|  die  Seiten  des  Dreiecks  sind,  welche  den  Win« 
kel  X  einschliessen ,  so  folgt  aus  der  Gleichung  5|CosA=^,  dass 
das  Dreieck  rechtwinklig  bei  Pq  ist.  Folglich  steht  P^Pq  senk- 
recht auf  der  Osculationsebene  der  Evolvente  und  P^  '^^  ^'^  P^' 
ihres  KrSmraungskreises. 

Setzt  man  ferner  in  die  oben  gefundenen  Ausdrücke  von  x'\ 
y" ^  z"  die  Werthe  von  ^1*^1'  und  Si  ein,  so  kommt: 

Qx"z=:xi  cos  A  +  ^' sin A, 
^y  =yj'cosA  +  wii'sinA, 
Qz"  =Zi'cosA  +ni'sinil. 

Drfickt  man  jetzt  die  linke  Seite  der  Gleichung 

y  .Qz  —z  .gy  =i 
in  Elementen  der  Evolute  aus,  so  findet  man: 

l  =zli  cos  X — Xi'sinX. 
Diess  differenziirt  gibt  mit  Beachtung  des  Werthes  von  qx": 

-  ^^V  =  — (^i'^i'Ä:i''cosA  +  a:i"sinA)  ^--gx^X'. 

Die  Klammer  verschwindet  nach  Gleichung  (2)  und  es  bleibt 

^'  =  A'.    A  =  ^  +  c, 

was  zu  beweisen  war. 

Dm  jetzt  die  Lage  des  Punktes  Pi  anzugeben,  braucht  man 
nur  vom  Krümmungsmittelpunkt  an,  dessen  Coordinaten 
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sind,  auf  der  Pollinie  das  Stück  i^i^{^-{'c)  abiuschneiden,   dann 
erhält  man  zu  Coordinaten  des  Endpunkts: 

j:i=:a?  +  ^V--^/tg(^  +  c), 
Vi  =»  +  ^Y'— ^w»tg(^+c), 
2i  =:z  +  ^V  — ^wtg(^  +  c). 

Das  Vorzeichen  des  letzten  Gliedes  in  jedem  Ausdrucke,  welches 
die  Ableitung  unbestimmt  lässt,  durch  geometrische  Betrachtun- 
gen zu  ermitteln,  würde  höchst  umständlich  sein;  dagegen  er- 
weist sich  das  Minuszeichen  sogleich  als  einzig  gültig,  sobald 
man  die  Werthe  von  xi,  yi^  z^  ^^  ^'^  Grundgleichungen  einführt. 

Die  übrigen  Stücke  der  Evolute,  welche  sich  beiläufig  erge- 
ben, sind  folgende: 


__         9 
*i   ""cos(^  +  c)* 


^1   — *«  85""^      cos2(^  +  c)       '     . 
_^tgA_      1    sin('^  +  c)co8('^  +  c) 
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Ueber  das  Ikosaeder  und  Pentagonaldodekaeder. 

Von 

Herrn  C.  fVichcy 
Studios,  pbil.  zu  Ca  «sei. 


Bekanntlich  besitzt  eine  jede  Form  des  regulären  Krystall« 
Systems  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  eine  Fläche  derselben  (bei 
gehuriger  Vergrösserung)  wenigstens  zwei  Axen  schneidet,  dies 
imnier  in  Entfernungen  vom  Mittelpunkte  der  Krystallgestalt  ge- 
schieht, die  in  einem  rationalen  Verhältnisse  zu  einander  stehen. 
Nimmt  man  auch  beim  regelmässigen  Pentagonaldodekaeder  und 
Ikosaeder  drei  rechtwinklig  zu  einander  stehende  Axen  an ,  welche 
die  Mitte  gegenüberliegender  Kanten  verbinden,  so  ist  jenes  Ver- 
bältniss  zwar  kein  rationales,  aber  doch,  wie  wir  im  Folgenden 
sehen  werden,  ein  ganz  einfaches.  Auch  stellt  sich  heraus,  dass, 
bedingt  durch  die  Annahme  jener  Axen,  einige  interessante  Be- 
ziehungen zwischen  beiden  Körpern  stattfinden. 

Betrachten  wir  zunächst  das  Ikosaeder  und  denken  uns  das- 
selbe so  gestellt,  dass  die  eine  Axe  senkrecht  von  oben  nach 
unten,  die  zweite  horizontal  von  links  nach  rechts  und  die  dritte 
horizontal  von  vorn  nach  hinten  geht,  so  wird  z.  B.  die  Fläche 
links  oben  die  Vertikalaxe  in  der  Entfernung  ihrer  wirklichen 
Länge  vom  Mittelpunkte  schneiden,  mit  der  von  vorn  nach  hinten 
gehenden  Horizontalaxe  parallel  laufen  und,  gehörig  vergrossert, 
die  andere  Horizontalaxe  in  einer  Entfernung  vom  Mittelpunkte 
treffen,  die  wir  mit  X  bezeichnen  wollen.  Legen  wir  durch  diese 
verlängerte  Axe  und  die  Vertikalaxe  eine  Ebene,  so  erhalten  wir 
einen  Durchschnitt  acedb  (Taf.  IL  Fig.  L).  ab  ist  hier  die  Verti- 
kal-,  db  die  Horizontalaxe  =A,    ac  die  Höhe  des  gleichseitigen 

S 
Dreiecks,  cd  die  halbe  Kante  des  Ikosaeders  =  ^  vtndeb  die  ver- 


132     Wicke:    Vebtr  das  Ihosaeäer  und  Pentagonaidodehaeder. 

längerte  Horizontalaxe  =^9  die  im  Punkte  e  von  der  vergrosser- 
ten  Fläche  des  Ikosaeders  geschnitten  wird. 

Cm  zunächst  eine  Gleichung  zwischen  iS  und  A  aufzustellen, 
verlängern  wir  cd  und  ziehen  parallel  mit  db  die  Linie  af.  Es 
ist  alsdann 

ac'^={fd-cd)^-\-aP, 


d.  i. 


oder 


ac^  =  {A-^y^^-A^y 


ac2=2J«-^S  +  ^ 


Da  ac  auch  die  Hohe  eines  gleichseitigeti  Dreiecks  ist»  so  bat  man: 
Die  beiden  Werthe  von  ac^  gleich  gesetzt,  giebt: 

d.  i. 

mithin 

I)  5=^(V5— 1). 

Wir  wollen  jetzt  die  Linie  eb=-X  bestimmen.     Es  verhält  sich: 

abieb  =:cd:ed, 
d.  i. 

A: X  =z  -^ : (X  —  A)  f 

folglich 


2^— Ä* 
Substituiren  wir  in  diesen  Ausdruck  den  Werth  von  iS  aus  I) ,  so  ist : 

3— \^ 
Nenner  und  Zähler  mit  (34  V5)  multiplicirt,  giebt: 


\ 
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d.  i. 

Da  nach  I)  A(V6  —  l)  =  S,   so  ist: 

II)  X=:2A+^, 

d.  h.:  Eine  jede  Fläche  des  Ikosaeders  schneidet  eine 
der  Axen  in  einer  Entfernung  vom  Mittelpunkte,  welche! 
gleich  ist  der  Slumme  aus  dem  Abstände  zweier  ge- 
genüberliegenden Kanten   und  der   halben  Kante. 

Geben  wir  dem  Pentagonaldodekaeder  eine  dem  Ikosaeder 
analoge  Stellung,  vergrössern  ebenfalls  die  Fläche  links  oben  bis 
zur  verlängerten  Horizontalaxe  und  legen  durch  diese  und  die  Ver- 
tikalaxe  eine  Ebene,  so  erhalten  wir  den  Durchschnitt  ahkdb 
(Taf.  II.  Fig.  2.)-    ab  =  bd=a  sind  zwei  Axen,   ah  ist  die  Höhe 

des  regelmässigen -Fan fecks,  hdz=^  die  halbe  Kante  des  Penta- 
gonaldodekaeders und  kl  die  verlängerte  Axe,  welche  im  Punkte 
k  von  der  vergrusserten  Fönfecksfläche  geschnitten  wird. 

Wir  stellen  zunächst  wieder  eine  Gleichung  zwischen  s  und  a  auf. 

Da  ah  (Taf.  iL  Fig.  3.)  die  Hohe  eines  regelmässigen  Ffinf- 
ecks,  also  auch  eines  Dreiecks  alm  ist,  in  welchem  der  Winkel 
an  der  Grundlinie  doppelt  so  gross,  als  der  in  der  Spitze  ist,  so 
haben  wir  die  Proportion: 


d.  i. 


Es  ist  ferner: 


all  Im  =  Im :  (al —  Im) , 
al:s  =  s:(al — s), 


Den  Werth  von  al  aus   der  vorigen   Gleichung  in  diese  substi- 
tuirt,    giebt: 

ah  ist  aber  auch  Hypotenuse   des    rechtwinkligen  Dreiecks   ähf 
und  also: 
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Beide  Werthe  von  ah*  gleich  gesetzt,    giebt: 


'2(V5  +  2)  =  2fl«-«*  +  ^, 


^+J^..s=     *"' 


\^5  +  2         V6  +  2' 


mithin 


a 
52= 


2  +  V5 


5(— 1±^9  +  4V^), 


folglich : 

*=:fl(V"6-2)(Vn5  +  l), 
also: 

IH)  5=:a(3-V5). 

Die  Linie  Ä:6:=i^  <Taf.  II.  Fig;.2.)  berechnen  wir  ähnlich  wie 
beim  Ikosaeder  und  erhalten  dann  zunächst: 

2fl« 
''  =  2r^s' 

Setzt  man  für  s  den  Werth  aus  (II),  so  erhält  man: 

2« 

oder 

«(V^  +  l) 

d.  i. 

a(V6-l) 
a:=: 2 rfl- 

Aus  Gleichung  III)  folgt  (V^5  — 1)=2 — — ,  also,  wenn  man  sub- 
stituirt : 

IV)  j:  =  2a-|, 

d.  h.:  Jede  Fläche  des  Pentagonaldodekaeders,  welche  eine  Axe 
in  der  Entfernung  ihrer  Länge  vom  Mittelpunkte  trifft  und  mit  der 
anderen  parallel  geht,  schneidet  die  dritte  Aze  in  eineäi 
Abstände    vom    Mittelpunkte,    weicher   gleich    int    der 
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Differens  aus   der  Entfernung  zweier  gegenüberlie- 
genden Kanten  und  der  halben  Kante. 

Um  Beziehungen  aufzofinden,  welche  zwischen  dem  Pentago- 
Daldodekaeder  und  dem  Ikosaeder  besteben,  betrachten  wir  zu- 
nächst die   Formeln  1)  und  III). 

Die  Gleichung  III) ,  nämlich: 

*=a(3— V5), 
kann   man  auch   schreiben: 

5=0(2— (V5—I)). 
Nun  ist  nach  I): 

1^5--!  =  ^; 

diesen  Werth  in  die  vorige  Gleichung  substituirt,  giebt 


,=:a(2-5) 


oder 


V)  .  ,  +  ^.S  =  2a, 

d.  h.:  Die  Summe  aus  einer  Kante  des  Pentagonaldo- 
dekaeders und  der  des  Ikosaeders,  letztere  mit  d6m 
Verhältnlss  der  Axen  beider  Körper  multiplicirt,  ißt 
gleich  der  Entfernung  zweier  gegenüberliegenden  Kan- 
ten  des  Pentagonaldodekaeders. 

Wird  in  V)  ^  =  a,  so  hat  man: 

VI)  *  +  Ä  =  2a, 

d.h.:  Haben  Ikosaeder  und  Pentagonaldodekaeder 
gleiche  Axen,  so  ist  die  Summe  aus  einer  Kante  des 
Pentagonaldodekaeders  und  einer  Kante  des  Ikosae- 
ders  gleich  dem  Abstände  zweier  gegenüberliegenden 
Kanten  eines  dieser  Körper. 

Eine  andere  Beziehung  zwischen  unseren  beiden  Körpern  folgt 
aus  III)  9  I)  und  der  Formel  für  die  Diagonale  des  regelmässigen 
Fünfecks  t  welche  erstere  wir  schon  oben  entwickelten.  Bezeich- 
nen wir  letztere  mit  d,  so  ist: 

d=|(l+V5). 
Nach  III)  ist: 
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I 

i=ff(3— VB). 

$  in  den  Ausdruck  fiir  d  substituirt,  giebt: 

.      a(3-Vö)(l  +  ^5) 
d= 2 . 

folglich : 

rf=a(V"6  — 1). 
Die  Gleichung  1)  lautet: 

Ä  =  .I(V5-1). 
mithin : 

VII)  d:S=La:A, 

d.  h.:  Die  Diagonale  eines  Fünfecks  des  Pentagonal- 
dodekaeders und  eineKante  des  Ikosaeders  stehen  im 
geraden  Verbältnisse  zu  den  Axen   beider  Korper. 

Relationen  zwischen  dem  Ikösaeder  und  Pentagonaldodekae- 
der in  Bezug  auf  die  Flächenwinkel  derselben  lassen  sich  leicht 
aus  Taf.  IL  Fig.  4.   herleiten. 

Es  sei  aö  =  bd=:a=:A,  kb=:x,  eb=zX,  ^eabzzz^zzz  dem 

halben  Flächen  Winkel  des  Ikosaeders ;    ^kab=i^z=z  dem  halben 

Flächenwinkel  des  Pentagonaldodekaeders;  cd  =  ^,  hd=z^* 
Es  sei  ferner  dg  =  db. 

Den  Gleichungen  II),   IV)  und  VI)  zufolge  ist: 


Es  ist  nun: 


^!/  =  o  »     5^*  =  rt »     A:c/  =  7^  • 


kd 
tangMrf=T-i> 


d.  i. 
VIII)  tang|  =  |, 

dih.:  Haben  Ikösaeder  undPentagonaldodekaeder  gleiche 
Axen»   so  ist  die  Tangente  des  halben  Flächenwinkels 
des    Pentagonaldodekaeders    gleich    dem    Quotienten 
aas  der  Kante  des  Ikosaeders  und  der  des  Pentagonal-     i 
dodekaeders.  [ 


3 
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Ferner  ist: 

S      $      S 

cd         ""         S 


tang«cd  =  -^ — -^ = e 


folglich : 

* ?_o . _ 


IX)  tang?=2+| 


d.  h. :  Haben  Ikosaeder  und  Pentagonaldodekaeder 
gleiche  Axen^  so  ist  die  Tangente  des  halben  FiSehen- 
Winkels  des  Ikosraeders  gleich  dem  um  2  vermehrten 
Quotienten  aus  der  Kante  des  Pentagonaldodekaeders 
und   der  des  Ikosaeders. 


Verschiedene  mathematische  Bemerkungen. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 

PriTatdocenten  der  Mathematik  am  k.  k.  polytechnischen  Institute  zu  Wien. 


I. 

Integration    der    partiellen   Differentialgleichung 

ff^z  d^z  8*2 

mittelst  bestimmter   Integrale. 
Ich  setze  voraus,  es  sei 


"'    ■  '=/■■/"• 


eux^vy  Wdudv 


138       8pit%€r:    VerscMedene  maiäemaäicke  Bemerßnmffm. 

ein,  der  vorgelegten  Gleichung  Genüge  leistender  Werth,  noter  W 
eine  Function  von  u  und  v  und  unter  Ui,  ti^»  Vi,  V2  von  x  und  y 
unabhängige  Zahlen  verstanden. 

Behufs  der  Substitution  des  Werthes  von  z  in  die  vorgelegte 
Gleichung  hat  man  folgende  Ausdrucke  zu  bilden: 

Bz  /*«»/*«'» 


tt,  r, 

8«z 


d^d^ 


=/•/•" 


M«?e«*+«^  IFcftic/r , 


tfi 


8^z  /*«»    /*» 

8y 


^    =/    *  /    *  »2««*+«'^  PTiff ttdfü , 


«1 


Werden  nun  diese  Werthe  substituirt,  so  erhält  man: 
/    '  /    %«*+«'»  ff{(ai+6ia:+Ciy)+(oa+6aa:+c«y)M+(a8+63ar+C8y)t 

+(«6  +  *6^  +  CQy)v^  +  "']dudv, 

was    durch    schickliche  Functioiiswerthe   von    W  und  durch   be- 
stimmt gewählte  Grenzen  verschwinden  soll. 

Setzt  man  der  leichtern  Uebersicht  halber: 
80  hat  man: 


»1 
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Nun    lassen  sieb  die   beiden  Integrale 

11^  e'^^^'vWMxdudv,      f        f^  e^^^vWNydudv 


aucb   so  scbreiben: 


und  geben  nach  der  Methode  des  theilweisen  Integrirens  behandelt: 


rr 


euxivy  WMxdudv 


^p  {üfR^e-+",)-;rf„ -/•*/"•  .«+.v?(^^)d^,. 


»1 


II     ^  e^^'^WNydudv 


tfi 


wenn    man    unter    ( Jlf  IFe^^+^z/ j  *    dasjenige    versteht ,    was    aus 

I 

üfPFc«*+»y  wird,  wenn  man  dem  tc  die  speciellen  Werthe  Ui  und 
«2  beilegt  und  vom  Resultat  der  ersten  Substitution  das  Resultat 
der  zweiten  abzieht. 

'  Durch  diess  nimmt  die  Gleichung  (2)  folgende  Gestalt  an: 
f^p  e^^^^nLW-'-^-'-^-^^dud. 

»1  tti 

Man  genfigt  derselben,    wenn  man  TF  so  wählt,    dass 

(3)  LW-'^-l^'-^^^ 

wird,  und  die  Grenzen  t£|,  t<2,  v^,  r2  so,  dass  der  Gleichung: 

(4)  C''^  \M  We^'^n r* dv^  r^'^N We^'-\-y^ |^^ rft£=0 
»1  «1 
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Genfige  geschieht. 

Die  Gleichung  (3)  ist  eine  partielle  Diilerentialgleichang  und 
lässt  sich  leicht  nach  bekannten  Methoden  auflösen.  Entwickelt, 
stellt  sie  sich  so: 

und  ihre  Integration   erfordert  die  Auflösung  folgender  zwei   ge- 
wöhnlichen Diflferentialgleichungen : 

Ndu^-Mäv—O, 

(^)  SM     dN  - 

Die  erste  derselben  gibt,    da  M  und  N  Functionen  von  u  and  v 
sind,  wenn  man  integrirt: 

(6)  9(u,  t>)  =  a; 

sucht  man  hieraus  u  und  setzt  den  gefundenen  Werth  in  die  zweite 
der  Gleichungen  (5),   so  findet  man  durch  Integration  derselben: 

und  dieses  ist  das  Integral  der  Gleichung  (3),  wenn  man  für  6 
eine  willkührliche  Function  von  a  setzt,  und  unter  a  den  in  (6)  ge- 
fundenen Werth  versteht.  Nachdem  man  W  gefunden,  substituire 
man  den  Werth  desselben  in  (4),  und  findet  man  für  t«|,  u^»  Vj,  9^ 
von  a:  und  y  unabhängige  Werthe,  welche  die  Gleichung  (4)  iden* 
tificiren,  so  hat  man  offenbar  das  Integral  der  vorgelegten  Glei- 
chung gefunden;   es  ist  nämlich 


Ul  »1 


»3 


oder,  eine  Summe  solcher  Ausdrücke,  jede  mit  einer  anderen 
willkührlichen  Function  versehen,  wenn  man  mehrere  Werthe  für 
die  Grenzen  des  Integrales  findet. 

Die  hier  aus  einander  gesetzte  Methode  lässt  sich  auch  auf  den 
Fall  ausdehnen,  wo  in  der  Differentialgleichung  eine  beliebige  An- 
zahl von  unabhängig  Variablen  auftreten.  Wäre  nämlich  die  ge- 
gebene partielle  Differentialgleichung  von  der  Form : 


8pU»€r:    Venckieäene  ma/kemaiiscAe  Bemerkungen.        141 
und  ihre  CoeOicienten  bezüglich  Xi,  x^,  x^..,,Xn  linear,  nämlich 

SO    setze  man : 

«i  §\         y\ 

wo  W  eine  Function  ist  von  i<|,  t/29  113....?^,  und  wo  die  Gren- 
zen von  ^1,  0729  0:3,.... oTn  unabhängig  sind.  Man  gelangt  dann, 
denselben  Weg  wie  früher  einschlagend,  zu  einer  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung erster  Ordnung,  die  das  IF  liefert,  und  zu  einer 
Gleichung,  woraifls  die  Integrationsgrenzen  zu  bestimmen  sind. 

Eben  so  ist  einleuchtend,  dass  derselbe  Weg  auch  einge- 
schlagen werden  kann,  wenn  in  der  vorgelegten  Gleichung  statt 
partieller  Differentialquotienten  partielle  Differenzquotienten  stehen. 


II. 

Entwickelung  des  Werthes    von   dem   unendlichen   Ket 

1 


1  + 


tenbruchc 


2  + 


1 


^  +  4+:.- 


Setzt  man 

I      ^       1  1  .    1  1 

(1)    9>W='+5  +  2!-a:(a;  +  l)+3!"ar(a:  +  l)(a:+2)+-- 


so  ist 


i\  +  oi- 


aj  +  1  ■»"  2!  ■  (a;  + 1)  (a:  +  2)  ^  3!  ■  {x-\-l)  (a:+2)  (iC+S) 


-f-.... 


9(ar  +  2)_1  +  jq72  +  2!  (a:+2)  (a:  +3)  +  3! '  (a:+2)  (a:+3)  (a:+4)+-' 
and   folglich : 

.(2)  ^(^)_^(^  +  l)  =  ||±|. 

Setzt  man  nun  weiter: 

TUeil  XXV.  10 
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(3)  ^(^)=^-^^y' 

so  ist 

1       (fix +  2) 

(4)  *(^+i)=^+'r^^+"i)' 

und  wenn  man  aus  (3)  den  Werth  von  q>(x),  aus  (4)  den  Werth 
von  (p(x  +  2)  sucht,  diese  gefundenen  Werthe  in  (2)  substituirt, 
und  redacirt,   so  erhftit  man: 


and  daher 


^(^)=jqHKi+T)' 


^(^+^^=a:  +  l  +  ^(x+2y 

I 


nnd 


t(;(a:)= j- 


^+1  + f 


X+2  + 


AT +  3  +  .... 


Hieraus  folgt: 

I 

g,(2)-*  + 

das  heisst: 

.  .     1 

1  + 

2+J 


3+    * 


4  +  .... 


L        '  1 

_^ l!l!+2t2!'*^3!3!  "*"' ^ 

^^^  .      1  ^  +  ir2!  +  2r3!  +  3r4!+- 

+  4  + 

Man  sehe  hierüber:  die  Zusätze  zu  Legendre's  Geometrie 
und  auch  den  Aufsatz  von  Amoretti,  der  in  den  „Nouvelles 
annales  de  mathematiques'S  rädigäes  par  M.  Terquem, 
Jan  vier  1855,   steht. 

Nun  ist  aber: 
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111  l    p^ 


lf2!^2!3?^3!4! 


n  J 


wie  man  sich  sehr  leicht  überzeugen  kann,  «renn  man  statt  e^^^^^ 
seinen  Werth 

_      -              4cos^  .  Scos'm      16cos*t«  , 
1-f  2C0SU-I- — 2r~"  ■'■""3!"  + — 4! '"••* 

setzt,  dann  Glied  ffir  Glied  integrirt,  stets  die  bekannten  Formeln 

/^  ^        P^  n    (2«)! 

cos  *"+^t<rfw = 0 ,      /       COS ^udu = jj  •  -j — f 


0  o 

benfitzend.    Es   ist  somit: 


o 


1  ""  p^ 

^+4+::::    " 


cosue^^^^^dn 


m. 

Note    über    Gleichungen. 

Die  Aufgabe,  sämmtliche  Wurzeln  einer  numerischen  Glei- 
chung zu  berechnen,  wird  bekanntlich  auf  folgende  Weise  gelöst. 
Man  sucht  zuerst  eine  Wurzel  der  Gleichung,  dividirt  dann  das 
vorgelegte  Gleichungspolynom  durch  den,  dieser  Wurzel  ent- 
sprechenden Wurzelfactor,  und  erhält  so  eine  Gleichung,  die  um 
einen  Grad  niedriger  ist,  als  die  vorgelegte;  mit  der  verfahrt  man 
eben  so,  wodurch  man  eine  Gleichung  erhält,  die  um  zwei  Grade 
niedriger  ist,  als  die  vorgelegte;  mit  dieser  um  zwei  Grade  nie- 
drigeren Gleichung  verfahrt  man  wieder  so,  u.  s.  f.  u.  s.  f. 

Die  Divisionen  durch  die  Wurzel factoren  sind  aber  eine  lästige 
Arbeit,   sobald  die  Wurzeln  der  Gleichung  irrational,    oder  ga 
irrational  und  imaginär  sind;  ich  will  daher  zeigen,  wie  man  sich 
dieser  Mühe  fiberheben  kann. 

Sei 

a?" + Aiüc^-^  +  A^aH^"^  +  . . .  +  ^w-aur*  +  An^ix  +  ^»  =:  0 

die  vorgelegte  Gleichung  und 

10* 
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a  «.  flo  +  lö  +  IJ5Ö  +  1 000  +  10000  "•"•  • 

eine  Wurzel  derselben,  die  wir  uns  nach  der  Homerischen  Me- 
thode berechnet  denken.  Wir  kommen  mittelst  derselben  succes 
sive  zu  Gleichungen,  von  denen 

die  erste   jede  Wurzel  um  Oq, 
„    zweite    „  „         „     Oq  +  jq» 

^  ...  -  I  ^1  i_  _??. 

„    (iritte      ,,  ,,         „     Oq  -f-  IQ  -f-  lAQ » 

„    vierte     „  „         „    «o  +  jg  + jqo+ 1000' 


kleiner  hat  als  die  vorgelegte  Gleichung;  sei  die  letzte  der  von 
uns  so  gebildeten  Gleichungen 

so  ist  offenbar  ßn  sehr  nahe  gleich  Null;  lässt  man  diese  Zahl 
also  fort,   so  geht  diese  Gleichung  über  in 

und  sämmtliche  Wurzeln  derselben  sind  (sehr  nahe)  um  a  kleiner, 
als  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung.  —  Nun  ist  aber  eine 
Wurzel  derselben  a?  =  0,  die  andern  ergeben  sich  aus  der  Auflö- 
sung der  Gleichung: 

a:n-i  ^  Bicv^-^  +  B^a:^-^  +  ....  +  Bn-2a:  +  Bn-i  =  0, 

deren  Coefficienten  uns  bekannt  sind,  da  wir  ja  zu  denselben  bei 
der  Auflösung  der  vorgelegten  Gleichung  nach  der  Hörn  er 'sehen 
Methode  gelangten. 

Wir  sehen  also,  dass,  wenn  wir  eine  Wurzel  a:=a  der  vor- 
gelegten Gleichung  nach  Horner's  Methode  berechnen,  wir  durch 
den  Mechanismus  dieser  Methode  zu  den  Coefficienten  der  Gleichung 

a;n-i  +  B^a^-^  +^aa:"-H  ...  +  B„^^  +  ^„-i = 0 

geführt  werden,  welche  vom  (n  —  l)ten  Grade  ist  und  Wurzeln  hat, 
die,  um  a  vermehrt,  die  n  —  1  übrigen  Wurzeln  der  vorgelegten 
Gleichung  liefern.  Wenn  wir  nun  auf  dieselbe  Weise  die  letzter- 
haltene Gleichung  behandeln,  eine  Wurzel  a:  =  ß  derselben  finden 
und  zu  der  Gleichung 
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a:»-a+Cia:«-»+C2a:"-* +  ....+  C„-2  =  0 

geführt  werden,  so  kann  man  sagen,  dass  die  vorgelegte  Gleichung 
die  beiden  Wurzeln 

besitzt,  und  dass  die  anderen  n  —  2  Wurzeln  um  a-f|?  grösser  sind, 
als  die  Wurzeln  der  eben  aufgeschriebenen  Gleichung  vom  (n — 2)teD 
Grade  u.  s.  f. 


Ich  habe  in  meinem  Werke:  ,,  Allgemeine  Auflösung 
der  Zahlen gleichun gen"  bewiesen,    dass    zwei  Gleichungen 

fp{x,  y) = 0 ,    t/;(a;,  y)  =  0 

entweder  nicht  wesentlich  von  einander  verschieden  sind  oder  sich 
widersprechen,   falls  folgende  Gleichung  identisch  statt  findet: 

^  ^  dx'dy      dy    dx 

(Man  sehe  auch  hierüber  den  Aufsatz  von  Dienger  im  Archiv. 
Band  XXL  S.  219.) 

E»  kann  manchmal  der  Fall  eintreten,  dass  die  Gleichung  (1) 
nicht  identisch  ist,  aber  identisch  wird  für  jenen  Werth  von  y, 
der  aus  (p(x,  y)z:iO  folgt;   alsdann  ist 

H^y  y)  =  A^.  y) '  9>(^>  y)  +  a, 

unter  a  eine  constante  Zahl  verstanden.  Denn,  bildet  man  ^  und  -^ 
und  substituirt  deren  Werthe  in  (1),    so  erhält  man: 

da:      ''dx^'dx' 

dy     ''  'dy       ^  *  8//  ' 

folglich : 

85   ö;^_8^  &V^_  rSgp    y_^   CI5P-I 

dx  '  Sy      dy  ' dx     ^^  *  ^     iJdx   dy     dx'  ByA* 

was  gleich  Null  ist,   weil  (p(x,y)=^0  ist. 

Das  System  der  beiden  vorgelegten  Gleichungen  kann,   wenn 
a^O  ist,    zusammen  nicht  bestehen;   wird  hingegen,  falls  a  =  0 

ist,  für  alle  jene  Werthe  befriedigt,  die  der  Gleichung  g>(x,y):=zO 
genügen. 
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XII. 

Discussion  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten  Gra- 
des zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen. 

Von 

dem   Herausgeber. 


Die  Discussion  der  allgismeiiien  Gleichung  des  zweiten  Gra- 
^  des  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen»  so  wie  sie  in  den' 
Lehrbüchern  der  analytischen  Geometrie  nach  dem  Vorgange  der 
französischen  Geometer  gewöhnlich  gegeben  wird,  nimmt  eine 
ziemlich  grosse  Anzahl  verschiedener  Coordlnaten-Transformationen 
in  Anspruch,  und  hat  sich  mir  namentlich  dann  immer  als  man- 
gelhaft, wenigstens  als  unbequem,  fühlbar  gemacht,  wenn  es  auf 
die  wirkliche  Entwickelung  der  einfachsten  Gleichung  des  betref- 
fenden Kegelschnitts,  nicht  bloss  auf  die  Bestimmung  der  Art 
oder  Form  desselben  im  Allgemeinen,  ankam.  Ich  will  daher 
diesen  wichtigen  Gegenstand  im  vorliegenden  Aufsatze  einer  neuen 
Behandlung  unterwerfen,  die  sich  sowohl  in  Bezug  auf  die  leichte 
Uebersichtllchkeit  des  Ganges  der  Entwickelung  im  Allgemeinen, 
als  auch  riicksichtlich  der  Einfachheit  und  Eleganz  der  eine  leichte 
weitere  Anwendung  gestattenden  Resultate  der  Untersuchung» 
vielleicht  der  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  einigermassen 
empfehlen  durfte. 

Die  zu  discutirende  allgemeine  Gleichung  äes  zweiten  Grades 
swiscben  zwei  veränderlichen  Grössen  sei,  x  und  y  als  recht- 
winklige Coordinaten  vorausgesetzt. 

Legen  wir  nun  durch  ^inen  Punkt,   dessen  polare  Coordinaten  in 
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dem  primitiven  Systeme  der  x,  y  wir  doreb  «,  q  bezeichnen  wol- 
len, ein  neues^  dem  primitiven  Systeme  der  xy  paralleles  Coor- 
dinatensystem ,  und  bezeichnen  in  diesem  neuen  Systeme  die  po- 
laren Coordinaten  im  Allgemeinen  durch  9i »  r^ ,  so  muss  man,  um 
von  dem  primitiven  Systeme  der  xy  zu  diesem  neuen  Systeme 
polarer  Coordinaten  überzugehen,  nach  der  Lehre  von  der  Ver- 
wandlung der  -Coordinaten  offenbar  im  Allgemeinen 

a:  =  pcosa-i-t*iCOS9i,    ^:=96inir-|-r|Sin^i 

setzen,  wodurch  die  zu  discutirende  allgemeine  Gleichung  des 
zweiten  Grades  zwischen  zwei  veränderlichen  Grossen  die  folgende 
Grestalt  annimmt: 

0=:     fl(pco8a  +  ^iCOsg>i)* 

-f  6  (p  sin  a-\-Qi  sin  g?i)^ 

-|- 2c  (^  COS  a + r|  cos  (jPj )  (^  sin  a + ri  sin  9i ) 

-|-  2d(9  cos  a  +  ri  cos  q>x ) 
-|-2e(^  sin  a + ri  sin  tpx) 

oder  nach  gehöriger  Entwickelung  die  Gestalt: 

0=  (aco8a*  + 6sina*+  2csinacosa)^* -|- 2(rfcos«-|-esiDa)9  +  /' 
-|-2t  (o^  cos  a-|-c^sin  a -f  <Q  cos  91 -f  (6^sin  a -f  c^  cos  tt-|-e)  sin  9|  )ri 
+(a  cos  9i*  -|-  6sin  qpi*  +  2csin  g?i  cos  9i)ri*. 

Vfit  wollen  nun  die  Grössen  et,  q  so  zu  bestimmen  suchen, 
dass  das  zweite  Glied  dieser  Gleichung  im  Allgemeinen  ver* 
«chwindet.  Dies  giebt  zur  Bestimmung  der  beiden  in  Rede  stehen- 
den Grossen  die  folgenden  Gleichungen: 

aQ  cos  a  +  c?^  sin  a  +  rf  =  0 , 

6^sina  +c^cosa  +  c  =  0; 

aus  denen 

d       _  e  , 

^         acosa-|-csintf'     ^         ösintf-f  ccosa' 

also 


e 


acosa-|*csina       6 sin a  4*  c cos a 


oder 
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acosa  +  csina  _  d +  ctangtf d 

bsma-i-  ccosa  ~"  f;  +  6tanga       e 

folgt,    woraus  sich  ferner 

.  ae  —  cd 

taug  a  =  Tj 

°         od—  ce 

ergiebt^  mitteist  weiciier  Formel  der  dGO^  nicht  übersteige! 
Winkel  a  immer  bestimmt  werden  kann^  wobei  man  jedoch 
bemerken  hat>  dass  diese  Formel  fiir  a  jederzeit  zwei  um  l! 
von  einander  verschiedene  Werthe  liefert.  Welchen  dieser  bei< 
Wertbe  man  aber  zu  nehmen  hat,  kann  immer  leicht  und  sie 
entschieden  werden.     Aus  den  Formeln 

_  rf  _      e 

^~'      acosa  +  csinof'     ^~~      6sina+ccosa 

erhellet  nämlich  auf  der  Stelle,  dass  den  beiden  in  Rede  steh 
den,  um  180^  von  einander  verschiedenen  Werthen  von  a  je< 
zeit  zwei  Werthe  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  von  q  < 
sprechen ;  und  da  nun  q  seiner  Natur  nach  nur  positiv  sein  k£ 
so  kann  nie  ein  Zweifel  übrig  bleiben,  wie  man  den  360^  n 
übersteigenden  Winkel  cc  zu  nehmen  hat. 

Leicht  erhält  man  auch  mit  Beziehung  der  oberen  und  u 
ren  Zeichen  auf  einander : 

ae  —  cd 

sin  a  =  4-     r- 9 

\f(ae  —  cd)^  +  (öd  -  ce)^ 

öd — ce 
cosa  =  4- 


V(ae  —  cd)^  +  (öd  —  ce)^ ' 
und  hieraus    ferner: 

_  ^  V(äe  ~  cd)^  +  (öd  —  ce)^ 

WO  die  Zeichen  jederzeit  so  zu  nehmen  sind,  dass  q  positiv  aus! 

Für  die  jetzt   bestimmten  Werthe   von  cc  und  q  wird  nun 
obige  Gleichung  unserer  Linie  des  zweiten  Grades: 


2 — 


ri-  = 


(acofi  cc^  +  ö  smci^  -\-2c8in  cccosä)  Q^+2(dcoaci  +  e  sin  a)  q 
a  cos  <)Pi*  +  6  sin  g?i*  +  2c  sin  qp^  cos  q>i 

Bemerkt  man  nun  noch,    dass,    wie  aus  den   beiden  Gleichni 

\aQCosa  +  CQ8\ncc  +  d=zO, 
6jjsina  +  cq  cos  ai-  e  =0 


»meiien  Grades  zwischen  %wei  veränderlichen  Grössen,        149 

auf  der  Stelle  folgt  : 

(öÄ  —  c*)  ^  Cos  «  =;  cc  —  6d , 

(ab  —  c^)  Q  sin  a  =zcil  —  ae, 
also 

ce  —  bd  ,  cd — ae 

ist>  80  findet  man,  wenn  man  diese  Grössen  in  den  Zähler  des 
obigen  Werths  von  T]^  einfuhrt,  fiir  diesen  Zahler  mittelst  leich- 
ter Rechnung  den  folgenden  Ausdruck: 

ae^  +  bd:^  +  fc^  —  abf^  'lade 
""  «6-c« 

woraus  sieb  nun  nach  dem  Obigen  die  folgende  merkuürdige 
Gleichung  unserer  Linie  des  zweiten  Grades  ergiebt: 

ae'^  +  6rf3  +  fc^  —  abf—  2cde 
*        (ab  —  c*)(acosg>i*  +  6sing>i^  + 'icsinopi  cosflpi)' 

Hier  dringt  sich  nun  aber  schon  ganz  von  selbst  die  Bemer- 
kung auf»  dass  alle  obigen  Ausdrucke  unendlich  werden»  und  da- 
lier die  ganze  vorhergehende  Entwickelung  ihre  Gültigkeit  verliert,^ 
die  Wegscbaffung  des  zweiten  Gliedes  aus  unserer  obigen  Glei- 
chung der  Linie  des  zweiten  Grades  folglich  überhaupt  unzulässig 
und  unmöglich  ist,  wenn  die  Grösse  ab  —  c^  verschwindet,  so 
dass  wir  also  von  jetzt  an  zu  der  Annahme  genöthigt  sind,  dass 
die  Grösse  ab  —  c^  nicht  verschwinde,  indem  wir  zu  dem  Falle, 
wenn  ab  —  c*=0  ist,    späterhin  besonders  zurückkehren  werden. 

Weil  nun  bekanntlich 

_     1  +  cos  2g),         .              1  —  cos  2(pi 
cos(pi^^= ö >     smcpi^zzz— — ^ 

und  8in29>£  =2sin9)|  cos^i  ist,  so  ist 

a  -{-  b      a  —  b       ^ 
flco8g>i*+6sin<)pi*  +  2csinqpicos9i  = — ^-  -\ o~"cos2g)j+csin2g>i 

a  +  b      O'-b  2c     .   «     x 

=  — 2"  + -2— (cos  2<)Pi  +  ^3^  sm  2g)i ) , 

«Lbo,  wenn  wir,  den  Winkel  2(i  positiv  und  nicht  grösser  als  360^ 
nehmend, 

tang2fi=^3^ 
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setzen : 

acoBfpx^  +  b  sin  <pi^  +  2c  sin  q>i  cos  <pi  =  — ^ — I — ö~  sec2fico82(fA— 9>i)j 
und    folglieh : 


(ab—c^)  i^^  +  -2-sec2ficos2(fi— 9i)| 
Es  ist  aber  ferner 

-"2"  +  — 2"- sec2^cos2(fi— yi) 

a-f-6  1 — b 

=-2-tcos(^-yi)Hsin(^-9i)*!+-2"sec2fAlcos(fi-9i)2-sin(^-^,)«| 

=^^2"+"2'^®^''^'*/*^®**^'*"'^i)*+V^^2 ^  sec2fij6in(fi-g>i)», 

folglich : 

ac«  4-  6cg^  +  fc^  -  abf-  2cde 

^  ab — c^ ^ 

(^^+^2~8ec2fiJcos(f*-yi)«+^^  -  ^-sec2fAjsin(fi-g)|)« 

Wenn  man  das  Product 

/a  +  b  ,  a  —  b       ^\/a  +  ^      a—b       ^  \ 

entwickelt,   indem  man 

sec  2^«  =  1  +  tang2^a  =  ^""^^ly 

setzt,  so  findet  man  leicht: 

und  schliesst  also  hieraus,   dass  die  Grössen 

g+^ , a—b                     a+6      a— 6       ^ 
— 2 — I 2~®®^"^  **°"  — 9 o~8®^*f* 

gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben,   jenachdem 


nwHtem  Craäet  twiicken  utef  reränderHehen  Grasten, 

06  — c*>0   oder   fi6--c«<0 
[    ist. 

Id  dem  Falle 

a6  — ca>0 

kann  man  also  immer  setzen: 
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A^=^± 


ae^  +  öd^  +  fc^ — abf  -  2cde 


(#16— c«)( 


a  +  6  ,  a  —  6 


j-  sec  2f*^ 


^=± 


ac« + ÄrZ* + /c«  -  üÄ/—  2crf« 


^.,,^?+Z>^^Zl? 


(ab  -  c«)  (^ 


sec 


2j*)' 


indem  man  die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen  nimmt,    jenacb- 
dem  die  Grosse 

ae^-i-bd^  +  fc^^abf-2cde 

mit  den  beiden  Grilssen 

a+b  ,  a^b       ^^            a+b      a-^b        ^ 
-5 — |- — ^Bec^I^  und  —5 — rt— sec'ifi 

gleiches   oder  ungleiches  Vorzeichen  hat,    und  erhält  dann  nach 
dem  Obigen: 


ri«=± 


1 


C08(ft— <pi)^      sin(fA~y|)a 


oder 


ri*cos  (^  —  9i)*  .  n^sin  (ft— «Pi)^       ,  , 


^4« 


ß2 


das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem 

«6«  +  6rf«  +  /c«  —  abf"  2cde 
mit  den  beiden  Grössen 

a  +  b  .  a — 6       ^  j    a  +  6      0  —  6 

gleiches  oder  angleiches  Vorzeichen  hat. 
In  dem  Falle 

«6— c*<0 

kiDD  man  immer  setzen: 
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D^_-     «g* +bd^  +  fc^  -  tthf—  Icde     . 

indem  man^  was  immer  möglich  ist,   die  Zeichen  so  nimmt 
A^  und  B^y  wie  es  erforderlich  ist,  positiv  werden.     Dann 


ri*  =  ± 


cos  (fA  —  <pi  )*      si  ri  (ft  —  q>i ) 


A^  B^ 

oder 

ri^cos(|^-yi)g       ri^8in(ft--yi)^_  ,  , 

Legt  man  durch  den  durch  die  polaren  Coordinaten  a, 
stimmten  Punkt  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  J 
welchem  der  positive  Theil  der  Axe  der  X  mit  dem  pc 
Tbeile  der  ersten  Axe  des  durch  denselben  Punkt  gelegten 
winkligen  Systems,  auf  welches  sich  die  polaren  Coor< 
q>ii  7*1  beziehen,  den  auf  gewöhnliche  Weise  genommenei 
kel  f*  einschliesst,  so  erhellet  leicht,  dass  in  völliger  Allgem 

Jt  =  ri  cos  {q>i  —  ft) ,     F=:  rj  sin  (<pi  —  jit) 

ist.     Also  ist,   wenn 

ö6  -  c2  >  0 


ist: 


und  für 


ist: 


©^©■=±-' 


a6  -  c*  <  0 


0)'- ©■=*■• 


Für  ab — c^>0  ist    folglich  die  Linie  des   zweiten  Gradi 
Ellipse  oder  imaginär,   jenachdem 

mit  den  Grössen 


M 


tmeittm  Grmdes  %wiichen  %wei  veränderticAen  €rÖ9$en,        1B3 

— o — I — ö~  sec2ft  und   — 5 5—  seczfi 

gleiches  oder  ungleiches  Vorzeichen  hat.  Fflr  06  —  c^<0  ist  die 
Lioie  des  zweiten  Grades  eine  Hyperbel. 

Die  Formel 

tang2^  =  ^33^ 

liefert  ffir  den  360^  nicht  übersteigenden  positiven  Winkel  2ft  zwei 
um  180^  von  einander  verschiedene  Werthe,  von  denen  im  Vor- 
hergehenden beliebig  der  eine  oder  der  andere  genommen  werden 
kana;  und  weil  nun  nach  dem  Obigen 

ist,  so  wird  man  offenbar  den  Winkel  2fi  immer  so  nehmen  kön- 
nen, dass  sec2fc  mit  a  — 6  gleiches  Vorzeichen  hat,    also 

a — b 
■—5—  sec2|iA 

fositiv  ist.  Ist  nun  a6  —  o^>  0,  so  haben  a  und  b  offenbs^r  gleiche 
TorzeicheD,  und  nimmt  man  nun,  wozu  man  augenscheinlich  he- 
reehtigt  ist«  a  und  6  als  positiv  an ,  so.  sind  in  diesem  Falle  die 
Grössen 

a  +  b      a—b  ,    a  +  b      a^b       ,, 

— ö — I JT"  sec  ifi  und   — ^ ö~  sec  ijiA » 

welche  bekanntlich  gleiche  Vorzeichen  haben  ^  offenbar  beide  po- 
sitiv. In  dem  Falle  ab  —  c^>0  wird  man  also,  unter  der  stets 
znlässigen  Voraussetzung,  dass  a  und  b  beide  positiv  sind,  nach 
dem  Obigen  auch  sagen  können,  dass  die  Curve  des  zweiten  Gra- 
des eine  Ellipse  oder  imaginär  ist^  jenachdem  die  Grösse 

ae^  +  bd^  +  fc^  —  abf—  2cde 

positiv  oder  negativ  ist. 

Bisher  ist  offenbar  stillschweigend  vorausgesetzt  worden ,  dass 
dBe  Grösse 

ae^  +  bd^  +  fc^ — abf  -  2cde 
nicht  verschwindet.     Ist  aber 

fle«  +  bd^ + /c«  —  abf—  2cde  =  0 
und  daher  auch 
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(acoaa^-\-b8ina^  +  2csinacosa)Q^  +  '2(dco8a't-es\na)Q  +  f=0, 

so  Ist  nach  dem  Obigen  die  Gleichung  unserer  Curve  des   zwei- 
ten Grades  eigentlich 

und  daher  entweder 

oder 

acos^i^-f  6sin9i^-f  2csin<)P|  co89>i  =rO. 

Nach  dem  Obigen  kann  man  diese  letztere  Gleichung  auch  unter 
der  Form 

/a  +  b  .   a-b        ^  \ 

l  — ^  +  —2"  sec  2(1  J  cos  (f*  -  tpiY 

\  =0 

darstellen,  und  weil  nun  in  dem  Falle  a6  — c^>0  bekanntlich  die 
Grössen 

V 

a-i-ba—b       ^          ,    a  +  b      a--6       . 
—3 — I — ö~  sec'ift   und    — ^ o"  sec2fi 

gleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist  in  diesem  Falle  die  Gleichung 

acos9i*  +  6sin<jpi'-*  +  2csing)i  cos<)pi  =0 
oder 

^^"2-  +  ^^—  sec2fij  cos(f*—<)Pi)« 

=  0 
+  [^ ^^  sec  2(1  J  sin  (^  —  tp^)^ 

offenbar  unzulässig.     Für  a6  — c*>0  kann  also  nur 

ri=:0, 
für  ab  —  c*<0  dagegen  kann. 


a  +  b  .  xt—A 

— 2~  +  —2"  ®ö^2|iA 

ri=0    und    tang(f*-9i)=+ %/     ~  ^TjTg — ^^Tg 

—2 2"*®^-** 

sein,  wo  im  letzteren  Falle  also  (pi  ein  constanter  Winkel  ist.    Dia 
Gleichung  ri=0  repräsentirt  den  Punkt  (ag),  die  Gleichung 
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tang(|Ä— 9,)  =  ± 


a+6      a—b 
■"2"  +""2~®®^^ 
a  +  6      cT^hS       7" 
-2 2"'*''''^'* 


welche  nur  in  dem  Falle  ab — c^<0  zulässig  ist,  repräsentirt, 
weil  der  Winkel  q>i  constant  ist,  zivei  durch  den  Punkt  (cr^) 
gehende  gerade  Linien. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Betrachtung  des  Falls,   wenn 

ist  In  diesem  Falle  wollen  wir  zeigen,  dass  sich  im  Allgemei- 
nen immer  eine  gerade  Linie  und  ein  Punkt  von  solcher  Beschaf- 
fenheit finden  lassen«  dass  die  beiden  Entfernungen  eines  jeden 
Punktes  der  durch  die  Gleichung 

da:«  +  by^  +  Icxy  +  2dx  +2ey+f=  0 

cbarakterisirten  Curve  des  zweiten  Grades  von  der  in  Rede  stehen- 
den geraden  Linie  und  dem  in  Rede  stehenden  Punkte  einander 
gleich  sind,  woraus  sich  dann  von  selbst  ergiebt«  dass  in  dem 
Falle  ab — c*  =  0  die  Curve  des  zweiten  Grades  im  All&remeinen 
eine  Parabel  ist,  deren  Directrix  und  Brennpunkt  die  in.  Rede 
stehende  gerade  Linie  und  der  in  Rede  stehende  Punkt  sind. 

Um  dies  zu  beweisen,    sei 

Ax+By  +  C-0 

die  Gleichung  der  gesuchten  geraden  Linie,  und  X,  Y  seien  die 
Coordinaten  des  gesuchten  Punktes.  Die  Entfernung  des  Punk- 
tes (jxy)  in  der  Linie  des  zweiten  Grades  von  dem  Punkte  (XY) 
ist  bekanntlich 

ond  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  {xy)  in  der  Linie 
des  zweiten  Grades  von  der  im  Allgemeinen  durch  die  Gleichung 

cbarakterisirten  geraden  Linie  ist 

{Ax  +By  +  C)^ 

Also  liefern  uns  die  Bedingungen  der  Aufgabe,  indem  (xy)  immer 
siDSD  Punkt  in  der  Linie  des  zweiten  Grades  repräsentirt,  die 
GieichuDg 
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welche  man  leicht  auf  die  Form 

bringt;  und  weil  nun  wegen  der  Bedingungen  der  Aufgabe  diese 
Gleichung  offenbar  mit  der  Gleichung 

aa?«  +  6y2+2ca:y  +  2Är+2cy+/*=0 
identisch  sein  muss,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen 

Ä2=a,    A^=b,    AB-=z^c 
und 

AC\{A^\B:^)X=-d, 

C*  -  (^2  _,.  ^2)  (^2  ^  K«)  =  -/; 

WO  sich  nun  fragt,  ob  die  fünf  Grössen  A,  B,  C,  X,  Y  so  be- 
stimmt werden  können,  dass  diesen  sechs  Gleichungen  genügt 
wird ,    was  wir  nun  untersuchen  wollen. 

Weil  nach  der  Voraussetzung 

ab  —  6*^ = 0   oder    ab  =  c^ 

ist,  so  haben  a  und  b  gleiche  Vorzeichen,  und  wir  sind  daher 
offenbar  anzunehmen  berechtigt,  dass  diese  Grössen  beide  positiv 
sind.     Aus  den  beiden  Gleichungen 

A^  =  b,     B^  =  a 
folgt  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander: 

A  =  ±Vb,    ß  =  +  V"a 
oder 

A  =  ±y/"b,    B=TV^a, 

wo   V^a  und   VTf  reelle  Grössen    sind.     Im  ersten  und  zweiten 

Falle  ist  respective 

'         . 

AB=^V^ab    und    AB=:^Vab. 
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Weil  Dun  wegen  der  Gleichung  a6=c*>  die  hier  immer  die 
Gmiidlage  der  Untersnchung  bildet,  jenachdem  c  positiv  oder  ne- 
gativ ist,  c^zSTab  oder  c=—  VoÄ  ist,  und  bekanntlich  AB=—c 
sein  soll,,  so  muss  man  mit  Besiehung  der  oberen  und  unteren 
Zeichen  auf  einander 

oder 

setzen,  jenachdem   die  Grösse   c  positiv  oder  negativ   ist  *),   so 
dass  sich  also  die  drei  Gleichungen 

immer  in  reeller  Weise  erffillen  lassen ,  wie  aus  dem  Vorhergehen« 
den  sich  in  ganz  unzweideutiger  Weise  ergiebt. 

Nachdem  wir  A  und  B  bestimmt  haben,  wollen  wir  nun  auch 
die  drei  Gleichungen 

AC+(A^+B^)Ä=z^d, 

C»—  (A^  +  B^)  (Ä^  +Y^)-^f 
aanOsen.    Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt: 

d+AC  e  +  BC  ^ 

folglich 

Y«  .  V2 - (d+AC)^  +  (e  +  BC)^ 

also^   wenn  man  dies  in  die  dritte  Gleichung  einfährt: 

(d  +  AC)^+(ei-BC)^ 

^  ""  A^+B^  ■"     ^* 

worans  sich  leicht 


♦)  Der  Fall,  wenn  c,  und  wegen  der  Gleichung  ad — €*=iO  also 
ssch  eine  der  beiden  Grossen  A,  ö  verscliwindet,  erledigt  sich  von  selbst, 
iadeni  es  in  diesem  Falle  ganz  gleichgültig  ist,  wie  man  die  Zeichen 
siniiit,  weil  die  dritte  Gleichung  AB  =:  —  C  dann  immer  erfüllt  ist» 
Wir  werden  daher  auch  im  Folgenden  diesen  Fall  nicht  weiter  beson* 
den  hervorheben. 

Theil  XXV.  11 
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Also 


ergiebt.    Daher  hat  man  zur  Bestimmung  von  C,  X,  Y  die  Formeln : 

^""         2idA+eB) 
^_     d  +  AC      y e  +  BC\ 

mittelst  weicher  sieh  die  in  Rede  stehenden  Grossen  im  Allge- 
meinen  immer  in  reeller  Weise  bestimmen  lassen,  wodurch  also 
bewiesen  ist,  dass  unsere  Linie  des  zweiten  Grades  im  vorliegen- 
den Falle,  wo  a6--e^=:0  ist,  in  der  That  im  Allgemeinen  eine 
Parabel  ist»   mit  der  durch  die  Gleichung 

Aa:  +  By+C=:0 

charakterisirten  Directrix  und  dem  durch  die  Coordinaten  X,  T 
bestimmten  Brennpunkte. 

Wegen  der  doppelten  Zeichen  in  den  Ausdräcken  von  A  und 
B  könnte  es  scheinen,  als  wenn  es  zwei  Directrixen  und  zwei 
Brennpunkte  gäbe.  Dass  dies  aber  nicht  der  Fall  ist,  kann  leicht 
auf  folgende  Art  gezeigt  werden,  wobei  wir  die  absoluten  Werthe 
Ton  A,  B  respective  durch  A' ,  B'  bezeichnen  wollen« 

Für  ein  positives  c  ist 

A=±A\    B-TB*, 

folglich 

r^,f(A'^  +  B'^)^(d^-^e^) 

^— ±  2{dA'-eB')         -"±^  • 

d  +  A'C  e-^BC, 

also  die  Gleichung  der  Directrix: 

±A'xTB^y±C'=Q 
oder 

%o  dass  man  also  zur  Bestimmung   der  Directrix  und  des  Brenn- 
punkts bloss  die  Formeln 
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d  +  Ä'C  e-B'C 

4'^  +  B'^'  /t'H^'* 

hat»   welche  doppelte  Zeichen  nicht  mehr  enthalten. 
Ffir  ein  negatives  c  ist 

A  =  ±A',    B=^±B', 
folglich 

^~"*  2(dA'+eB')         — ^^'  ' 

d^A'C  e  +  B'C 

A'^  +  ß'^'      '^"^      /4'«  +  ^'a' 

also  die  Gleichung  der  Directrix: 

±A'x±B'y±C'=zO 
oder 

A'x  +  B'y+CzziO, 

so  dass  man  also  zur  Bestimmung  der  Directrix  und  des  Brenn- 
punkts bloss  die  Formeln 

A'j:  +  B'y+a=:0, 

d  +  A'C        ^._      e  +  B'C 
A'^'+B'^'  A'^+B'* 

hat,  welche  doppelte  Zeichen  nicht  mehr  enthalten. 

Weil  durch  das  vorhergehende  Verfahren  unmittelbar  die  Di- 
rectrix und  der  Brennpunkt  der  Parabel  bestimmt  werden«  also 
auch  leicht  deren  Axe  durch  die  gewöhnlichen  F'ormeln  der  ana- 
l3rtischen  Geometrie  gefunden  werden  kann,  so  scheint  mir  die 
vorhergehende  Methode  vor  der  gewöhnlichen  Methode  der  Dis- 
cussion  auch  aus  diesem  Grunde  wesentliche  Vorzüge   zu  haben. 

Nun  sind  aber  noch  zwei  Ausnahmefalle,  in  denen  die  obigen 
Formeln  ihre  Anwendbarkeit  verlieren,  zu  betrachten. 

Der  erste  dieser  Fälle  ist  der  Fall,  wenn  A^-i-B^=0  ist,  wo 
X  und  Y  unendlich  werden.  In  diesem  Falle  ist  A=zO,  J?  =  0, 
also  d^O,  6  =  0,  und  folglich  wegen  der  Gleichung  ab — c^=0 
auch  c  =  0,  so  dass  also  die  zu  discutirende  allgemeine  Gleichung 
des  zweiten  Grades  zwischen  zwei  veränderlichen  Grossen  in 
diesem  Falle 


160        Grünere:    Discussion  der  allgemeinen  Gleichun§  dee 

ist«   und  folglich  eine  gerade  Linie  darstellt. 

Der  zweite  der  beiden  in  Rede  stehenden  Fälle  ist  der  Fall, 
wenn  dÄ-{-eB^:i(i  ist,  in  welchem  Falle  C,  und  demzufolge  auch 
X  und   F,  unendlich  werden.     Wenn  c  positiv  ist,  so  ist 

sowie  c=  V^.  Wegen  der  vorausgesetzten  Gleichung  c?^  +  e/?=0 
ist 

</  V^6  -  e  VT*  =  0, 

also  '  ^ 

-     vT  V« 

e=zd —p=i  und   il^^e—j^z^i 
yfa  V6 

so  dass  sich  also  die  zu  discutirendc  Gleichung  auf  eine  der  bei- 
den Formen 

ß^*  +  %^  +  2  VaÄ . ary  +  2<to  +  2€i -7=^3^ +/=0, 

V  a 

aa:«  +  63^2  +  2  V^.a:^^  +  2^^a:  +  2ey  +  /•=0; 
also  auf  eine  der  beiden  Formen 

bringen  iSsst.    Wenn  c  negativ  ist,   so  ist 

so   wie    c  =  —  Va6.      Wegen    der    vorausgesetzten    Gleichung 
dA\eB=z^  ist 

also 

folglich  die  zu  discutirende  Gleichung 
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, Vr 

V  a 
aar«+ 6jya  -  2  Va6  .ary  — 2c -p=:  a:  +  26iy  + /=  0 


oder 


V  a 

Da  sieb  oun  die  vorstehenden  GleichuDgen  in  Bezog  auf 

xSTa-^-y^h   oder   xSfa — ySTb 

ab  anbekannte  Grosse  wie  quadratische  Gleichungen  aufluseo 
lassen,  so  ist  klar,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  durch  die  zu 
discutirende  Gleichung  des  zweiten  Grades  dargestellte  Curve  durch 
zwei  gerade  Linien  repräsentirt  wird  oder  imaginär  ist«  welches 
heides  davon  abhängt,  ob  die  Wurzeln  der  in  Rede  stehenden 
quadratischen  Gleichungen  reell   oder  imaginär  sind. 

Im  Obigen  ist  freilich  die  Gleichung 

ax^  +  by^  +  "Icxy^ldx  f  ley  +  /•=0 

nur  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  bezogen  worden, 
was  aber  auch  ganz  zulässig  und  vüllig  hinreichend  ist;  denn  aus 
der  bekannten  Form  der  allgemeinsten  Formeln  zur  Verwandlung 
der  Coordinaten  in  der  Ebene  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  die 
obige  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen  zwei  veränderlichen 
Grössen  ihre  Form  im  Allgemeinen  nicht  im  Geringsten  ändert, 
wie  man  auch  das  Coordinatensystem  transforniiren  mag. 


Nachdem  wir  hiermit  unsern  Zweck,  die  allgemeine  Gleichung 
des  zweiten  Grades 

aar«  +  hy^^'Lcxy  +  Idx  +  2eiy  +  /=  0 

zwischen  zwei  veränderlichen  Grossen  zu  discutiren,  erreicht  haben, 

wollen  wir  nur  noch  in    der  Kürze  bemerken,    dass  man  in  dem 

Falle,  wenn 

a6  — c2=0 

ist,  wo  sich  aus  der  Gleichung 
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O=:(acosa^  +  6 sin «•  +  2c sin  «cos «)  p*+  ^(dcos a  +  e sin a) p  +  /" 
+  2t(o^co8a  +  c^sina  f  d)co3q)i  -|-(6psina  f- r ^ cos o -f  ^ sin <;e>|  j r| 
f  (rt  cos  9i *  f  Ä  sin  9i*  +  2r  sin  cpi  cos  g>i ) r| ^  ^ 

bekanntlich   das  zweite  Glied  nicht  ivegschaffen  lässt^  aus  dieser 

Gleichung  immer  das  erste  Glied  wegschaffen  kann.  Weil  c=4:  V^aö 
ist«  so  ist  die  vorstehende  Gleichung»  wie  man  leicht  findet: 

0  =  (cos  a  V^rt  dt  sin  a  V^6)*p*  +  2  (dco»  a-i-e9mci)Q+f 
+  2 1  (cos  a  V^rtisin  aV^b)  (cos  (pi  V^.fsin  <pi  V^Ä)^  -(-c^cos  «pj  -|-^sin  g>i  Jrj 
+  (cos  91  V^a  +  sin^i  V^)*r,®, 

also 9   wenn  man,    um  das  erste  Glied  wegzuschaffen, 

cos  a  V^a  +  «in  «  V  Ä  =  0, 

2(eZcoscK-|-  esina)^  +/'=0; 
folglich 

tang«=TV?'     g=-2(rfcos/+e8in«)' 
wo  die  Wurzelgrösse  reell  ist,    .setxt: 

1 2 (cZ cos 9i  +  <? sin «jPi )  +  (cos ^i  V^  +  sin (pi  V6)*ri I rj  z=  0, 
worauc^  sich   r|  =  0  oder 

</cos9i -f  ^sin(p] 

Ti 2 yr= -pz — 

(cos  <3P,  V  a  db  sin  g>|  V  0)^ 
ergiebt. 

Setzt  man 

» 

Ti  oos  9i  =  j;i ,    ri  sin  g>i  =  t/i, 
so  ist  obige  Gleichinii^  uuch: 

(X,  Sra±yi  Vh)^+2(da;^  +  eyi)^0. 

Diesen  hier  nur  beiläufig  berührten  Gegenstand  weiter  sa  ver- 
folgen»  namentlich  alle  einzelnen  möglichen  Fälle  zu  unterscheiden  md 
gehörig  zu  discutiren,  ifi»t  jetzt  nicht  meine  Absicht,  da  dem  eigODt- 
liehen  Zwecke  dieser  Abhandlung  im  Obigen  schon  vollständig  ge- 
nügt ist. 


Z  §ma€k:  UmiersucAung  des  FeMert,  wenn  die  Ebenen  eU.      1Q3 


XIII. 

Untersuchang  des  Fehlers,    wenn  die  Ebenen  eines 

Glasspiegels   nicht   parallel  sind. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Ignatz  Lemoch 

an  der  Universität  zu  Lemberg. 


Sind  (Taf .  11.  Fig.  5.)  die  Ebenen  AB,  DE  parallel,  DE  die 
belegte  Seite,  so  wird  der  von  S  unter  dem  Winkel  SCF  auffaU 
lende  Strahl  n^ch  CJ  gebrochen,  und  da  nach  dem  Gesetze  der 
Reflexion  der  Winkel  CJG=  KJH,  somit  auch  GCJ=JKH,  und 
der  letztere  der  Einfallswinkel  nach  der  Reflexion  an  die  Ebene 
AB  ist,  60  bildet  auch  der  aus  dem  Glase  austretende  Strahl  KO 
mit  seinem  Einfallslothe  KL  denselben  Winkel ,  unter  dem  er  auf 
die  erste  Fläche  aufgefallen  ist;   es  ist  somit  SCF=^LKO. 

Sind  jedoch  (Taf.  II.  Fig.  6.)  LMR  und  BMN  die  beiden 
Flächen  eines  Spiegels,  diese  somit  unter  dem  Winkel  BML^=y 
geneigt,  BAL  ein  Durchschnitt  beider  Flächen  mit  der  Einfalls- 
ebene, diese  auf  die  obere  Fläche  MN  senkrecht,  der  Neigungs- 
winkel zwischen  den  Ebenen  BML  und  BAL,  nämlich  MBA=b 
und  der  Winkel  BAL=iA,  so  denken  wir  uns  aus  A  mit  dem 
Halbmesser  Eins  eine  Kugel  beschrieben,  welche  die  Ebenen 
iK/V,  LA  und  LAß  schneidet,  und  bekommen  dadurch  das  sphä- 
rische Dreieck  abc,  in  welchem  bc=A,  bac=y,  a^=90— e,  acb 
ein  rechter  Winkel  ist;  aus  diesem  Dreiecke  folgt  cose=  cotgytgA, 
also 

tangil  =  cos€tangy,  (1) 

nod  weil  A  und  y  sehr  kleine  Winkel  sind,  so  kann  man  die  Tan- 
genten den  Bügen  gleich  setzen,  und  bekommt: 

A=:^y  cos  e.  (2) 
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Zur  Erklärung  der  ferneren  Rechnung  wird  es  besser  sein,  ' 
wenn  wir  uns  in  Taf.  11.  Fig.  7.  das  Dreieck  ABL  in  die  Ebene 
des  Papiers  umlegen;  <$  ist  dann  der  Punkt,  von  dem  der  Strahl 
ÄC  kommt,  CF  das  Einfallsloth,  somit  SCF:=a  der  Einfalbwin. 
kei;  der  Strahl  wird  beim  Eintritte  in  das  Glas  zum  Einfallsloth 
gebrochen,  und  wenn  der  Brechungswinkel  FCV  =  ^  heisst,  so  ist 

sina=-nsin/3.  (3) 

Der  gebrochene  Strahl  wird  an  der  spiegelnden  Ebene  AL  unter 
demselben  Winkel  m  reflektirt,  unter  dem  er  aufgefallen  ist,  macht   - 
nach  der  Reflexion  an  die  Ebene  AB  mit  dem   Einfallslothe  GE 
den  Winkel  GEH=a',  und  wird  beim  Austritte  nach  O  gebrochen; 
daher  ist,  wenn  der  Brechungswinkel  GEO^=ß'  gesetzt  wird, 

sin|3'=wsina'.  (4) 

• 

Ferner  ist  ACJ=.90^ — ß  und   zugleich  der  äussere  Winkel  des 
Dreiecks  CÄ/4 ,  daher  9(P'-ß  =  A+m;  der  Winkel  EDL=m  ist 
ein  äusserer  des  Dreieckes  £/>/! ,  somit  m=9()^— a'-f /4;  aus  die-    : 
sen  beiden  Gleichungen  folgt  \ 

«'  — /3=:2A  (5)       I 

Der  Fehler  wegen  der  nicht  parallelen  Begränzung  des  Spiegels 
Ist  ß'  —  cr=^,    somit  ist 

ß'=ci-\-a:.  (6) 

Um  X  zu  bestimmen  ist  sinjS'  —  sin  a  =  tz  (sin  a'  —  sin/j);    werden 
diese  Unterschiede  in  Produkte  aufgelöst,    so  erhält  man : 

und  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (4)  und  (5) : 

.    an        /2a4-x\  ,     ,        ,»  .    a^  ^v 

sm^'cosf — ^ — J=:nsm/icos(p -f^).  (7) 

Wegen  der  Kleinheit  der  Winkel  ar  und  A  kann  sin^=;^,  sin^  =  il 

gesetzt,    ferner  x  gegen  2a,    A  gegen  ß  vernachlässigt  werden; 
dadurch  verwandelt  sich   die  Gleichung  (7)   in  a:costt=:2nylcos/?, 

.    .  /Qx         ^      V^^-singg^  ,  ^        .  2^V:n^~sin«g, 

und  da  aus  (3)  cosp  = folgt,  so  ist  a:= ; 

'  n  °  cosa 

wird  hier  für  A  der  Werth  aus  (2)  substituirt,   so  ist  der  in  Se* 

künden  ausgedrückte  Fehler  ß' — a  oder 

2y" cos 6  V"«*  — sin*«  ,_ ^ 

cos«  .    ^  ' 
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Anmerkung.  Beim  Durchgange  eine«  LichUtrahlet  darch  ein 
prumatMche«  GlaMtöck  betragt  der  Fehler  nur  die  Hälfte  des  eben  ge- 
fiudenen,  a'  und  ß'  sind  dann  der  Einfall«-  und  Brochungsvinbel  an  der 
iweiten   Ebene. 

Da  n  immer  grosser  als  die  Einheit  ist,  somit  in  Gleiehaog  (8) 
II* — sin^  nicht  Null  werden  kann«  so  folgt,  dass  a:  nur  dann 
Terschwindet,  wenn  entweder  y=0  oder  e  =  90^  wird,  d.  h.  wenn 
entweder  die  Gränzflächen  des  Glases  parallel  oder  wenn  die 
Sinfallsebene  mit  der  Durchschnittslinie  der  Gränzflächen  paral- 
lel ist. 

Lässt  man  bei  demselben  a  und  y  die  Lage  der  Einfallsebene, 
also  e,  variabel  sein,  so  wird  für  £  =  0  und  €=180^  der  Feh- 
ler ein  Maximum,  för  e>yO^  aber  <270^  wird  x  negativ,  die 
Ponkte  iS  und  A  liegen  sodann  zu  verschiedenen  Seiten  des  Ein- 
hllslothes. 

Nimmt  man  in  (8)  bloss  a  veränderlich,  so  beträgt  für  a  =  0 
der  Fehler  2)^cos€,  und  wenn  noch  €=0  ist,  2yn;  nimmt  mit 
dem  Wachsen  des  Einfallswinkels  zu,  wird  fär  a=90^  unendlich 
gross. 

Um  den  Werth  j:=qo  zu  bestimmen,  muss  man  zu  der  For- 
mel (7)  zorilckgehen;  aus  dieser  folgt,   wenn  a  =  90^  ist, 

—  sin*^ = II  sin  A  cos  (|3  +  -4) , 

und  wenn  noch  in  (1)  statt  der  Tangente  der  Sinus  gesetzt  und 
in  diese  Gleichung  substituirt,  ferner  A  gegen  ß  vernachlässigt 
wird,  so  bekommt  man: 

— sin^^=:nsinycos€COsj3.  (9) 

Diese  Gleichung  giebt  für  x  nur  dann  reelle  Werthe,  wenn  das 
Glied  rechter  Hand  des  Gleichheitszeichens  negativ  wird,  was 
wieder  nur  dadurch  möglich  wird,  dass  €>90^  und  <270^  be- 
deute; es  kommt  daher  auf  die  Stellung  des  leuchtenden  Punktes 
an,  ob  für  a=:90^  von  der  belegten  Fläche  reflektirtes  Licht  durch 
die  obere  Glasfläche  herauskommt  oder  nicht. 

Das  eben  Gesagte  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  sei  (Taf.  II. 
Fig.S.)  €=1800,  der  Winkel  BAL=y=2a' ,  der  Einfallswinkel 
SCF=a  =  90o,  n  =  i,  so  ist  /5  =  4P  48' 35"4,  CDL  =  EDA 
=48oir53",  DEG=:a'=4l^iTS7"  und  G£0=|3'=  88^32' 16, 
der  Strahl  tritt  somit  durch  die  obere  Ebene  aus  dem  Glase 
heraus. 


Vulfisttc/tii/w  des  Fehlers. 


t  die  Eberten 


Ist  dagegen  (Tal.  U.  Fig.  0.)  f=0,  CAL=30f' .  SCF—u  =  m>, 
so  ist  wieder  ß  =  41"  W  35"  4,  CDA  =  48"  10'  54"  6,  DEG  ~  «' 
=:41''49' 33"  4,  aber  sm(3'  si-hon  grilsser  als  die  Einbett;  dw 
Slrah)  erleidet  somit  bei  E  eiue  (olale  Kellexion. 

Aus  der  Gleichung  (8)  folgt  lörE=0,  y  =  ^W,  o=60".  n  =  |. 
"«=2' 27".  und  «enn  e  =  30»  ist,  f,  a,  n  ihre  VVerthe  beihehal- 
ten,   so  ist  ,r:=I'  10"  5;    der  Fehler  ist  also  bedeutend. 

Will  der  Mechaniker  uutersuchen,  ob  die  Ebenen  eines  (jla- 
ses  einander  parallel  sind,  so  bedient  er  sieb  hierzu  des  Spbae- 
rometers,  das  ist  dnes  Instrumentes,  mittelst  dessen  er  den  Ab- 
stand beider  Flächen  an  jeder  Stelle  sehr  genau  bestimmen  Itann. 

Uer  Geomeler  kann  die  besagte  Untersuchung  beim  unben 
legten  Glase  auf  Tolgendo  Art  vomehmenr  er  legt  das  GlamtlMc 
auT  eine  nahe  horizontale  l%ene.  oder,  was  hesser  ist,  auf  drei 
6xe  Spitzen,  vislrt  durch  ein  Kernrnbr  auf  ein  an  der  vorderen 
Ebene  sichtbares  Bild  eines  gut  begränzlen  Objektes  und  Ifisst 
das  Glas  auf  den  Spitzen  um  die  ganze  Peripherie  drehen.  Bleibt 
das  Bild  an  derselben  Stelle,  so  ist  das  Glas  parallel  bekränzt, 
sind  dagegen  die  Glaselienen  gegen  einander  unter  einem  VVinkel 
y  geneigt,  so  wird  bei  der  Drehung  des  Glases  das  auf  die  obere 
Ebene  gefällte  Einfallsloth  eine  nach  aufnürts  gekehrte  Kegel- 
flache  beschreiben,  die  Achse  dieses  Ke<:;el5  steht  auf  der  fixen 
Ebene  senkrecht,  der  Scheitel  liegt  in  der  oberen  Ebene  und  der 
Winkel  am  Scheitel  ist  =2)'. 

Wegen  der  Bewegung  des  Einfallslothes  tvird  sich  auch  die 
Einfaltsebene,  somit  auch  das  an  der  oberen  Ebene  durch  Reflex 
entstandene  Bild  ändern,  diess  letztere  daher  im  Fernrohre  eine 
krumme,    in  sich   zurückkehrende   Linie    beschreiben. 

Die  Bahn,  welche  das  Bild  durchläuft,  wollen  wir  durch  die 
Fig.  10.  aufTaf.il.Tersinnlichen;  die  Kugelfläche  ist  aus  dem  Schei. 
tel  des  Kegels  beschrieben  und  schneidet  die  lixe  Ebene  in  /fA. 
die  Achse  des  Kegels  in  P,  das  Einfallsloth  iiälirend  der  Drehung 
in  der  Kreislinie  »bcdff....t  (a,  b,  c,  ....  t  sind  die  einzelnen  PtMi- 
tionen  des  Einfallslothes),  und  endlich  den  einfallenden  Strahl  in  8. 

Offenbar  sind  Sa,  Sb,  Sc,  S/,  ....  Si  die  Maasse  der  Einfalls- 
Winkel  während  der  Drehung  des  Glasstückes;  sind  slso  SaA, 
SbB,  ....  StZ  die  Schnitte  der  Einfallsebenen  mit  der  Kugelfläcbe 
und  ist  Sa  =  aA,  Sb—6B,  Sc  =  cC,  Sf=fF,....Si  =  zZ.  bo 
sind  A,  B,  C.  D.  F,....Z  die  entsprechenden  Punkte,  in  nel- 
chen  der  reflektirte  Strahl  die  Engeltläche  trifft,  also  ist  ABCD....Z 
die  vordere  Hälfte,    A  der   bi'iciihte,    Z  d.cr  niedrigste  Punkt  d« 
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Baho»  welche  das  Bild  im  Fernrohre  beqshreibt.  Der  Wiokel, 
unter  welchem  der  höchste  und  tiefste  Punkt  vom  Mittelpunkte 
der  Kugel  erscheint,  wird  durch  den  Bogen  AZ  gemessen,  und 
weil  ^Z=iSZ— iS2l=2Sz— 2iSa=2az  und  az—^  ist,  so  ist 
AZr=^Ay,  also  erscheint  der  Fehler  in  der  Neigung  der  Glas« 
flächen  viermal  vergrussert  in  der  Bewegung  des  Bildes  und  kann 
somit  nicht  nur  leicht  erkannt,  ja  sogar  gemessen  werden. 

Bei  einem  belegten  Glase,  bei  einem  Spiegel  also,  bleibt  das 
ganxe  Verfahren  bis  auf  den  Umstand  dasselbe,  dass  die  vordere 
imbelegte  Ebene  des  Spiegels  fixirt  werden  muss,  was  dadurch 
geschieht,  dass  man  die  drei  Spitzen  nach  abwärts  gekehrt  be» 
festigt  und  den  Spiegel  an  diese  anliegend  unterstötzt.  Das  durch 
Reflex  entstandene  Bild  wird  auch  hier  bei  der  Drehung  des  Spie* 
gels  dieselbe  Bahn  beschreiben. 


Untersuchung  des  Fehlers,    wenn  bei  einem  Spiegel- 
instrumente  die  Spiegel  auf  dem  Limbus  nicht  senk- 
recht stehen. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Ignatz  Lemoch 

an  der  Unirersität  zu  Lemberg. 


Der  Fehler,  welchen  eine  geneigte  Stellung  beider  Spiegel 
bei  einem  Sextanten  auf  die  Genauigkeit  der  Messung  äussert, 
Ist  meines  Wissens  noch  in  keinem  Werke  vollständig  untersucht 
SU  finden^  ich  glaube  demnach,  dass  die  Mittheilung  der  nach- 
folgenden Untersuchung  dieses  Fehlers  allen  Freunden  des  Spie- 
gelsextanten und  Jenen,  welche  Vorträge  über  praktische  Geome- 
trie zu  halten  haben,   willkommen  sein  könne. 


lQS^">iocA:    l'ntersuchuny  des  Fehlers,  d 

Wir  wollen  vorer«t  den  Kall,  .dass  bei  einem  Winkelmesser 
8(vei  ebene  Glasspiegel  vorkommen.  Einnehmen;  der  Fehler,  wel- 
cher bei  Instrumenten,  die  nur  einen  Spiepel  haben,  ivegen  Aa 
geneigten  Stellung  desselben  entsteht,  erscheint  dann  als  «in 
■pezieller  Fall  des  eben  behandelten  Fehlers. 

Es  sei  (Taf.  II.  Fig.  Tl.)  cd  .das  Binfallsloth  auf  (lern  Spiegel 
,ib,  CD  auf  dem  Spiegel  AB,  beide  Lothe  mit  dem  Punkte  S, 
von  welchem  der  Strahl  .Sr  auf  den  Spiegel  ab  fällt,  in  einer 
Ebene,  demnach  beide  Spiegel  auf  die  Ebene  ScC  senkrecht. 
Wird  der  Einfallswinkel  Sctl^^ß  gesetzt,  so  kommt  der  Strahl 
.Sc  nach  der  ersten  Reflexion  in  C  an.  sobald  Scd  =  dcC  ist, 
und  zwar  unter  dem  Einfallswinkel  cCd,  welcher  wieder  dem  Re- 
flexionswinkel DCIl  gleich  iet;  der  Strahl  bat  also  den  Weg  ScCR 
zurück  gelegt, 

Werden  beide  Spiegel  verlängert,  bis  sie  sich  schneiden,  und 
Bind  aM,  A3f  die  Schnitte  der  verlängerten  Spiegel  mit  der  Ebene 
Sc€,  so  ist  aIVA  =  ti  ihr  Neigungswinkel,  der  Winkel  cCJU  be- 
trögt 90»— (ß  +  ^),  somit  cCD=a  +  ß,  und  wenn  cCR='2a  ge- 
settt  wird  ,    so  ist 

20=2(v.  +  ß).  (I) 

Nehmen  w'a  nun  an,  beide  Spiegel  »erden  aus  der  voraDB- 
gesetxten  vertikalen  Stellung  gebracht,  der  Strahl  nehme  ftodann 
den  Weg  ScC'R',  auch  sei  cC'R'=:2(o',  na  ist  wegen  der  un> 
richtigen  Stellung  beider  Spiegel  der  in  der  Messung  des  Winkele 
begangene  Fehler 

2ra— 2m'  =  3:.  (2) 

Des  Folgenden  wegen  wollen  wir  noch  auf  den  Umstand  aul- 
merksam  machen,  dass  die  Einrailstolbe  beider  Spiegel  eine  ent- 
gegengesetzte Kichtung  haben,  dass  der  Strahl  cC  auf  den  Spie- 
gel AB  so  auffallt,  als  käme  er  von  einem  Punkte  Sf  her,  der 
eben  so  weit  hinter  dem  Spiegel  ab  liegt,  als  >S  vor  demselben  ist. 

Zur  Erklärung  der  Rechnung  nehmen  wir  Taf.  11.  Fig.  12.  zu 
Hülle.  In  dieserFigur  ist  ö(Zß  die  Ebene,  auf  welcher  vorerst  die  Spie- 
gel ab  und  AB  senkrecht  gestellt  angenommen  werden;  Cd  ist 
das  Einfallsloth  auf  ab;  CD  auf  AB;  CQ  die  Verlängerung  von 
CD,  somit  dQ^a  der  Neigungswinkel  beider  Spiegel;  iS  der 
Punkt,  von  welchem  der  Strahl  SC  auf  ab  unter  dem  Einfallswin- 
kel Sd  =  ß   aufi^llt,  SiC  der   reflektirte  Strahl,    somit   SSi  =  2ß. 

Wird  SjCnach  >$3  verlängert,  so  ist  S^  der  Punkt,  von  wel- 
chem die  Strahlen  anl'  den  Spi^el  AB  sufiEufallen  «ebeinen,    dm 
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EiBfalUwiukel  S^ü  ist  gleich  Ueni  Reflexionswinkel  ÜR,  soiiiil 
S^R  =  'ia>;  ist  ferner  CP  die  Verlängerung  von  SC,  so  ist 
P,Sa=ÄS,=2/J.     PD=iQS  =  ß—a,    daher   «»0=:«  +  ^    trnd 

Sa/i=2w  =  -i(«  +  |5).    also  wieder  die  Gleichung  (1). 

Krimml  der  Spiegel  ab  aus  der  aiigenumnieneu  Stellang,  an 
tritt  das  Einfallsloth  aus  der  Ehene  SAB  heraus;  ist  nun  d'C 
dasselbe  nach  der  Verstellung  des  S|)iegels,  so  ist,  da  iS  seinen 
Ort  nicht  hindert.  Sil'^=ß'  der  gegenHärtigeEinrallswinkel;  denken 
ivir  uns  durch  SCd'  eine  Ebene  Sd'PSi  gelegt  und  die  sämnil- 
licbeii  Ebenen  durch  eine  Kugelllüche  geschnitten,  ivelche  aus  C 
mit  einem  beliebigen  Halbmesser  beschrieben  ist,  so  liegt  der 
reflektirte  Strahl  in  der  lotztgenanuten  Ebene,  und,  Sd'^d'Sg 
vorausgesetzt,  so  ist  CSj  die  Richtung  des  reflektirten  Strahles 
und    ■$•$]  =  2ß' . 

Für  den  Spiegel  AB  ist  die  Verlängerung  des  Strahles  S^C, 
nSjiilich  S4,  der  Punkt,  von  dem  die  Strahlen  aurzufallen  schei- 
nen, und  bei  der  senkrechten  Stellung  dieses  Spiegels  S4O  der 
Eii>rallswii>kel. 

Wird  jedoch  das  EiDfallsloth  CD,  somit  auch  der  Spiegel  AB 
verstellt,  und  hat  das  Einfallsloth  sodann  die  Richtung  CD',  so 
ist  S^D"  der  Einrallsirinkel,  der  rellektirte  Strahl  liegt  in  der  durch 
.%CD'  gelegten  Ebene,  nfimlich  S^D'St,  und  wenn  SiD'=D'R' 
varauji! gesetzt  und  mit  w'  bezeichnet  wird,  so  ist  S^B'^2a' ,  da- 
her S^R — S^R' ,  also  2w — 2w' =  ,t  der  gesuchte  Unterschied. 
Diess  vorausgesetzt,  betrachten  n  ir  in  dem  Dreiecke  Sdd'  die  Seite 
dd'  =  Y,  Ärf  =  (3,  den  Winkel  Sdd' =  e  als  gegeben;  y  ist  das 
Maass  des  Winkels,  um  wie  viel  der  Spiegel  aus  der  vertikalen 
Ebene  verstellt  worden  ist,  e  der  Neigutigsivinkel  zwischen  den 
Ebenen  rfrf'Cand  dCS;  bezeichnen  wir  den  Winkel  dSd'  mit  m,  so 
ist  dieser  und  Sd' =  ß'   zu  bestimmen;    man  hat 


iB|3co8/  +  sin^sinj'Co8«, 


"  cosysmp  —  coapsioycost 

In  dem  Dreiecke  FDD'  ist  DP=:  ß~a,  nehmen  i 
rWer  DD'  =  6,  den  Winkel  PDD'  =  e'  als  gegeben  an. 
^ir=v.    den  Winkel  ßPÖ' =  11,    so  ist 

C06v  =  cos{^ — ii)cosä  -f  8in(^ — ft)sindcosi'. 


m 

(4) 


ir  hier 
setzen 


iBdEin()3— «)  — cos(fi— ii)sindco8i'' 
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n  Spiegel- 


Aas  dem  Dreiecke  S^PD' ,  »o  PD'  =  v,  S^P=2ß' ,  StPD' 
=  n-|>in  bekannt  sind,  ist  S^D'  =  o>'  zu  bestimmen:  man belconinit 

COH  a'  =  cos  2(3'  cos  v  +  sin  'iß'  sin  v  cos  (n  +  m),  (7) 

Wollte  man  noch  den  gegennärtigen  Neigungswinkel  beiderSpie- 
gel  bestimmen,  nas  »ir  jedoch  bfi  unserer  Anfgabe  als  Neben- 
sache betrachten,    so  setze  man  den  \^  inkel  PS^IJ'  =  s,   so  ist 


Dann  folgt,  wenn  noch  D'C  nach  Q'  verlängert  wird,  aus  dem 
Dreiecke  Sjt/'O'.  in  welchem  die  Stücke  d'Sa^ß',  SiQ'  =  m', 
d'S^Q'=:s   Iiekannt  sind,    für  die  Seite  d'Q'^u'   die  Gleichung: 

cos  o'  =  cösß'  cos  u'^-^in  ß'  »m  a'  cosj,  (9) 

und  o'  ist  der  Neigungswinkel  beider  S)>iegel. 

Wir  Hollen   hier  einige  nach    diesen    (ileichungen    gerechnete 
Beispiele  beirügen,  wobei  ß  stets  20"  angenommen    worden  ist 


-■ 

. 

•■ 

. 

' 

X 

l 

86 

85 

80 

+  10' 

+  10' 

+  1'37''! 

2 

SS 

85 

60 

-10' 

-10' 

-1'68' 

3 

85 

85 

0 

-10' 

—10' 

— ffäs'e 

i 

85 

85 

0 

■n« 

-10' 

+  6'9- 

5 

85 

85 

0 

-10' 

+  10' 

— ß'S" 

6 

85 

85 

20 

-10' 

+  10' 

— 2'S"3 

Nun  "äre  u'  in  Gleichung  (7)  durch  die  Grossen  a,  ß,  y,  i, 
c  und  c'  auSKudriicken,  allein  der  vollständige  Ausdruck  wird  sehr 
komplizirt;  zu  unserem  Zwecke  ist  es  jedoch  hinreichend,  dia 
Abhängigkeit  des  Fehlers  ron  den  eben  genannten  Griisüen  nur 
durch  einen  genäherten  Ausdruck  ersichtlich  zu  machen,  was 
allerdings  inrigliih  ist,  weil  y  und  d  immer  als  sehr  kleine  Bogen 
vorausgesetzt  werden  können,  und  m,  so  auch  w,  in  sehr  vielen 
FStlen  entweder  sehr  spitze  oder  nahe  an  !ttO"  liegende  Winkel  sind. 

Zur  Ableitung  der  NaherungsTormeln  setzen  wir  ß  —  ß's^tn 
BO  bekommen  wir  aus  (3)  nach  einer  leichten  Reduktion,  bei  wel- 


cher einu 


M=l, 


isy^l  —  ^,  sin }'=' 7  gesetzt  worden  I 
ist,  mit  hinreichender  SchMe  u  =  j'cosi  — ^cotg^,  somit  ist 
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y=ff-~y^co8g+y    ^^'   cotgg.  (10) 

ie  Gleichung  (4)  übergebt  bei  dieser  Voraussetzung  in 

/sine 

m=:-^  .    Q    ■  (11) 

sinp  ^    ' 

ei  den  Ausdrücken  (5)  und  (6)  muss  man  jedoch  auf  den  Um« 
and,  ob'  o  grSsser  oder  kleiner  als  ß  ist,  Rücksicht  nehmen. 

Setzen  wir  v— (j5  — a)=tii,  wobei  unter  {ß — a)  stets  der  po- 
tive  Unterschied  verstanden  wird,  so  bekommen  wir  aus  (5) 
itweder 

V  =  (!?-«)  -  a^cose'  +  ^-Y^cotgOJ  -  «) ,         (12) 


ler 


d^^sinP 
V  =  {a^ß)  +  i"  C08S'  + 2 ^^^Siß-^h         (13) 


e  erste  dieser  Gleichungen,  wenn  /?>«,  die  letztere,  wenn  tt>/3  ist. 
Aus  (6)  folgt: 

n  =  -r—7ö X  •  (14) 

sin(p  —  a)  ^    ' 

lese  Gleichung  giebt  das  Resultat  jedoch  nur  so  lange  mit  hin- 
ichender  Schärfe,  als  (|3—  o)  positiv  ist  und  wenigstens  einen  Grad 
»trägt;  wird  z.B.  {ß — a)  =  P,  5=10',  €  =  80^  angenommen, 
^  folgt  aus  (6)  n=56'35",  aus  (11)  w=56'25"7;  wird  dagegen 
— a)=30',  ^^W ,  £=80<>  gesetzt,  so  giebt  die  Gleichung  (6) 
=  190  12'  'Sfly  jene  (14)  aber  w  =  18o  48'  31"3;  in  diesem  Falle 
fferiren  die  Resultate  schon  um  24  Minuten. 

Ist  €i>ß,   so  wird  in  (6)  tangn  negativ,   dann  ist 

Ä"sinf' 

n  =  1800-  .   ,       .,;  (16) 

sin  (a  —  p)  ^    ' 


dlich  ist  wegen  (1)  und  (2): 


X 


a,'  =  («  +  /3)-2-  (16) 

Ein  Weg,  auf  welchem  man  für  x  einen  genäherten  Ausdruck 
halten  kann,  ist  folgender:  In  dem  Falle,  als  /?>«  ist,  sind 
und  n  sehr  spitze  Winkel,  man  kann  somit  cos(m-fyt)=-fl 
teen,  dann  übergeht  die  Gleichung  (7)  in  cos  o»' =  cos (2j3' — y), 
BD  ist  io'  =  2|3'— v;  werden  in  diese  Gleichung  die  Werthe  aus 
B)«  (10)  und  (12)  gesetzt,  so  bekommt  man: 
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(I) 

Ist  jedoch  a>  j3,  so  ist  in  Gleichung  (15)  n  nahe  an  180^>  in  ein 
kleiner  Winkel «  man  kann  somit  cos(n-fi)  =  — 1  setzen;  dann 
iiberaeht  die  Gleichung  (7)  in  cos  co' =  cos  (2/?' -f  ^) »  somit  ist 
cd' =  2/3'  -f  Vy  und  aus  diesem  Ausdrucke  folgt  mit  Rucksicht  auf  die 
Gleichungen  (16),  (10)  und  (13)  wieder  die  Gleichung  (I). 

Ffir  j?  =  a  wird  x  in  Gleichung  (I)  unendlich  gross ,  worauf  wir 
später  kommen  werden. 

Will  man  jedoch  auch  den  Einfluss  der  Winkel  m  und  n  be- 
rücksichtigen, so  setze  man  entweder  die  Werthe  aus  (10),  (11), 
(12),  (14)  und  (16)  oder  aus  (10),  (11),  (13),  (15)  und  (16)  in  (7); 
bei  der  Entwickelung  der  Ausdrücke  kann  man  offenbar  wieder 
alle  Glieder  vernachlässigen,  in  welchen  die  Summe  der  Exponeo- 

ten  von  y  und  d  mehr  als  zwei  beträgt,  zugleich  cos^-sl,  sin^s^* 

setzen,  so  bekommt  man  für  die  Fälle,  dass  ß  grösser  oder  Idei- 
ner  als  tt,   folgende  Gleichung: 

x"  =  iy"  cos  €  —  25"  cos  c' 

iy^d"  sin  1" 
+  -^T— 7 — r-pT-{cos(a  +  ß)cos€cos€'  —  cos/?sin€sin€' } 

Sin(a  +  P)    «  ^      ■  r/  r 

ft /?«  .    iw.rt     *   /    ■  Ä\       «  ■     *   fl     sin*esin(a— /J)cotg/jA.  (11) 

—  2y''*sin  F{2cotg(a+p)cos*f+cotg^ .  \    .  jL — ^^][ 

'  o\    ■•'  »Ol-  sin(a+p)-         '* 

-  ^"«sinncos  Vcotg(a+/5)+cotg(«-/5) — .  f'"^£^.'",^^.  ^J 

ftv    ir/i       ov      r/     sin(a— j5)sin(a+/S)\ 

Wird  a=0  gesetzt,    so  übergeht  diese  Gleichung  in 

x"  =  4y "  cos  i — 25"  cos  c'  j 

-cotg/?sinF{4y"*+2y"2cos€  +  d"«sinV~4/'5"cos(f  +  e'))i 

Auch  die  Gleichung  (11)  wird  unbrauchbar,  x  wird  nämlich 
unendlich  gross,  sobald  «  =  /?  wird;  für  diesen  Fall  bekommen 
wir  aus  (5)  v  =  d,  aus  (6)  n  =  180<>  — f';  /3'  und  m  behalten  ihre 
Werthe ;  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  v  und  n  folgt  ans 
(7)  nach  einer  der  vorhergehenden  analogen  Reduktion: 

a;"  =  4/'cos£ — 25"  cos  e'  \ 

.    •   i//ij  nxn     L  oö  /      2/'5"  sine  sing'    ^  „^        J 

+  8inrM47"ö"GOtg2/?COS£COS€' ' r-g 2/'^cotgß\ .  (IV) 

— 4/'acotg2/3cosaf— d"»cotg2/J)) 
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NilD  Hird  eä  erklärlich,    warum   der  We^,    aur  nelchcm   fvit 
e  Gleichung  (I)  erhalten  haben,    nicht  anch   Biif  dm    Fall    a=ß 
( tinTendbar  iut. 

Sind  jedoch  e  und  e'  rechfe  Winkel,  so  werden  die  Aus- 
ftdrOcbe  viel  einfacher,  und  (II),  (I").  (IV)  Cbewreht  der  Ordnung 
(nach  in 

sinl" 

x''=-^^rß^\if6"cosß\iy"^<:<}sticnsß\i"^cMa-\-ß)\,  ')  (V) 

a^=_  cotft ß^m  I " (■2^"  +  Ä")*.  (VI) 


1^'" 


|3+4y"acos»/3+d"acos2pl.  (Vll) 


Diese  letzte  Gleichung  hütten  v.  ir  auch  buü  (V)  erhalten  künnen. 
IKe  Cmstaltung  dieser  fileichimgen  fiir  den  Fall,  als  y  oder  i 
NaII,  e  oder  c'  rechte  Winkel  sind,  unterließt  keiner  Schwierig- 
keit Der  Winkel  &  kann  nicht  A'ull  sein,  denn  dann  würde  der 
fitrahl  auf  den  ersten  Spiegel  senkrecht  aufl'allen  und  würde  in 
sich  selbst  zurück,    also   nicht   auf  den  zweiten  Spiegel  reflektirt 

K erden;  ß  ist  uherdiess  ein  Ijonstanter  Winkel  und  beträgt  bei  den 
eisten  Spiegeleextanten  nahe  'IM";  weil  ferner  'ia^'i{a-\-ß) 
imer  kleiner  als  180",  also  a-\ß<,^°  sein  nniss,  so  ist  auch  u 
«in  spitzer  Winkel;  die  möglichen  Werthe  desselben  sind  von  Null 
bis  6U  tirade;  in  (V)  ist  also  cos(a+^)  stets  positiv;  endlich  wol- 
len wir  noch  erwähnen,  dass  y  und  6  negativ  zu  nehmen  sind, 
sobald  das  entsprechende  Einfallslnth  unterhalb  der  Llmbuseliene 
Regt,  nnd  dass  die  ersten  zwei  Glieder  in  den  Gleichungen  (II) 
bis  {IV)  über  die  folgenden  der  Art  vorherrschend  sind,  dass  die 
Werthe  der  ülirigen  Glieder  nahezu  unberücksichtigt  bleiben  ken- 
nen j  bei  diesem  Umstände  kann  der  Fehler  sehr  nahe  als  bloss 
Ton  y,  d,  E  und  e'  abhängig  betrachtet  und  die  Abhängigkeit  nach 
i^esen  zwei  Gliedern  beurtheilt  werden.  ISininit  man  also  bei  den 
Gleichungen  (I)  bis  (IV)  bloss  auf  die  ersten  zwei  Glieder  Rück- 
licht, so  folgt: 

1)  dass,  SD  lange  e  und  e'  gleiche,  aber  spitze  Winkel  sind, 
der  Fehler  viel  grosser  ausßillt,  wenn  y  und  5  ungleich  bezeichnet 
sind,  und  dass  x  mit  y  eine  gleiche,  mit  6  eine  entgegengesetzte 
Bezeichnung  erhült; 

•  )  Diese   Gteichiing    habe    ich    auch   arif  einRin   andern,    aber   weil- 
llioSgern  Wege   erhallen,    vie  in  der  treten  <liiflBgE   meiner   .,Fraliti- 
en  Geometrie"    eriicbttich  Ut. 


174  /-entoc/t:    Vnirrsuchung  des  FeMem,  tctnn  bei  einem  Spiei 

2)  dass  der  absolute  Wertli  des  Fehlers  nahe  derselbe  bleibt, 
so  lange  y  und  S  gleich  beseichiiel,  also  beide  positiv  oder  beide 
negativ  sind;  diess  bestätigen  auch  die  oben  gerechneten  Beispiele. 

Sind  jedoch  «  und  e'  rechte  Winkel,  so  wird  der  Fehler 
bedeutend  geringer,  wie  die  nacbfolgenden  IielB)ilele,  wobei  wie- 
der ^=^20"  angenommen  wurde,   zeigen. 


« 

r 

e 

X 

0 

+  10- 

tw 

—  IS" 

60 

-10' 

+  10' 

3" 

0 

0 

+  10' 

-4»8 

0 

+  10' 

0 

-19" 

In  diesem  Falle,  oJinilich  e  =  i'=.'äQfi,  verursacht  die  unrich- 
tige Stellung  des  unbeweglichen  äpiegels  einen  grii^sern  Fehler, 
als  der  de&  beweglichen;  ferner  haben  gleich  beieicbtiete  Wertbe 
von  y  und  S  einen  grüssern  Fehler  xur  Folge,  als  ungleich 'be> 
zeichnete. 

Bei  gleichen,  aber  ungleich  bezeichneten  Werthen  von  y  mti 
a  kann  in  (V)  der  Ausdruck  innerhalb  der  Klammern  auch  Null 
Werden,  nena  nämlich 

_2Qj:tang|JVtan^'g-|-<) 


wird ;   läsal  man 
B=4P14'5". 


2S  +  tg«j 
=  20"  bedeuten,  so  ist  u  = 


.3-2''fi4'  26"  oder« 


Wir  haben  nun  noch  den  Fehler  2u  bestimmen,  welcher  durdl 
die  geneigte  Stellung  eines  einzigen  Spiegels  entsteht. 

Dieser  Fehler  ist,   wie  Taf.  U.  Flg.  12.  leigt, 

23-2|3'=j,  (17) 

woraus   ß'zzß  —  j^  folgt;    wird  dieser  Werlh  in  die  Gleichung  (Q 
x"  =1  2/'(;oet— j'""ainl''cotg/3. 


Bubstiluirt   und   auf  den  Umstand    Rücksicht   genommen,    dass 
ein  kleiner  Bogen  ist,   so  bekommt  man 

(18) 
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Da  in  diesem  Fuile  der  Spiegel  beweglicb  ist,  somit  ß  alle  mOg- 
■Aao  Werthe  von  0  bis  90»  erhalten  Icann,  so  ist  die  Gleichung  (18) 
Mr  ßssO,  also  filr  senkrecht  auffallende  Strahlen,  nicht  brauchbar, 
«  wild  nämlich  unendlich  gross.  In  diesem  Falle  0^  =  0)  folgt 
•■•  (4)  fRslSO^-^c;  wendet  man  nun  auf  das  Dreieck  Sdd' 
'  (Taf.  II.  Fig.  12.)  unter  der  Annahme,  dass  ß  nicht  Null,  aber  m 
'bekannt  ist,  eine  der  Neper'scben  Gleichungen  an,  so  bekommt 


^(^y 


Binl  — 


—  m 


) 

-tgi/J,    aber  — s — 


=  — (900-«); 


sin 


i±^=900;    U=.0. 


t  kann  also  welchen  Werth  immer  liaben,  so  Ist  tangf '^  ^  ^JasO, 
abo  ß'z=:y,  und  die  Gleichung  (17)  übergeht  sodann  in 

jr  =  — 2y.  (19) 

tVM  ^^90^,  so  bekommen  wir  aus  (18)  die  folgende  Gleichung: 

.t''=:  — y^asinl^cotg/?.  (20) 

Dieser  Ausdruck  wird  für  /?z=90o  Null,  was  ganz  natürlich  ist, 
fcon  unter  dieser  Annahme  folgt  aus  (3)  /?'  =  90o,  und  da  bei  einem 
Spiegel  a=0  ist,   so  folgt  aus  (16)  a:  =  rCuIl. 

LSsst  man  e  =  85<>,  y=zW,  ß=6^  bedeuten,  so  folgt  aus 
(18)  a=V  3i%;  bei  denselben  Werthen  von  s  und  y,  aber  j3=:80<>, 
wird  jp=r  44*^3.  Aus  (20)  folgt  für  /?==5o  und  7=10^  a;=-19''9 
md  fSr  ßzirSOP  bei  demselben  y  ^=-0''3;  aus  (19)  folgt  ffir 
fslO'  4r= — 20'.     Dieser  letzte  Fehler  ist  sehr  bedeutend. 
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lieber  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  durch  Sieba 
dieVerwandlnog  der  gemeinen  Brüche  in  Decimalbn 


Herrn  A.  P.  Beyer, 
I  der  k,  h,  üsterrci  eh  lachen  Armee  z 


Ceber    die   Tli«iIbBrkelt    der    Zahlen    dnrcb    Stebttu 

1)  Eb  sei  zu  untersuchen,  ob  die  Zahl  4051461932  durch 
7  theitbar  sei  oder  nicht. 

Annahrae.  Die  zur  GnterBuchurig  bestimmte  Znhl  beiMl 
die  gegebene  Zahl;  jede  nächst  bübere  Zahl,  irelche  durcjti 
7  theilbar  ist,  heisse  M;  jede  nächst  kleinere  Zahl,  welche  durch 
7  tb«ilbar  ist,    beisse  N. 

lat  demnach  die  i;egebene  Zahl  :=47,  so  ist  49  ihr  i 
gehöriges  M  und  42  ihr  dazu  gehöriges  N.  Die  Zahl  2  ist  dÜ 
Complement  von  47  auT  49  oder  ifl;  die  Zahl  5  ist  das  Suppl» 
ment  von  2  auf  7.  '      - 

Um  KU  untersuchen,  nb  eine  gegebene  Zahl  darch  7  theilbaf 
sei  oder  nicht,  thelle  man  selbe  von  der  Rechten  zur  Linken  in 
Olassen  von  je  3  Ziffern  ab.  Die  höchste  ('lasse  kann  natSrlicber 
Weise  auch  aus  weuiger  als  3  Ziffern  bestehen. 

Obige  Zahl  in  Classen  abgethcilt  hat  man  4|0Q1|46I|932  vor  sich. 

Bei  der  Operation  denke  man  sieb  jede  Classe  in  3  Abthei- 
lungen getrennt,  wovon  die  eine  Abtheilung  die  Hunderter,  die 
andere  Abtheilung  die  Zehner  und  Einbetten  bilden.  Der 
Deutlichkeit  wegen  eollen  (lir  jetzt  die  Abtheilungen  durch  Punkte 
nnterschieden  werden  und  man  bat  4i051|4.6I|9.3ä  yor  sich. 


^ 
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Um  ilir  Operation  algebraisdi  (iiirchzulühren,  kann  man  dieae              ^^| 
ll  darch  a\b.cd.ef.g  und   die  ver»ctr>«denea  Complemenle  auf             ^H 
darefa  p.q.r  darstellen.                                                                                      ^H 

Cn  nun  zu  finden,  ob  obige  Zahl  durch  7  (heilbar  sei.  addire              ^^| 

[ie  zweifache  Zahl  /  und  man 

32  die  doppelte  Zahl  9  und  man              ^^M 
hat  50;                                                      ^H 

Complementp  vonj^  +  Z/'aaf 
f  addireman  zn  e\'2d  und  mun 
ktp+e+'2rf; 

das  Complement  6  von  SO  auf  5ß              ^H 
addire  man  zu 01^2.4,  und  man              ^^| 

Complenienf  9  von  p+e+2rf 
af  M  addire  man  au  <.+26,  und 
lan  erhalt  y  +  c+26; 

das  Complement  2  von  75  auf  77              ^H 
addire  man  zu  51-1-2.0  und  man              ^H 

Bf  Jf  addire  man  endlich  zuau. 
IBD  erhält  den  Ausdruck  r  +  a. 

das  Complement  3  von  53  auf  56             ^^M 
addire  man  endlich  zu  4,  und              ^^H 
man  erhSIt  den  Aasdruck  3-|-4.              ^H 

noD  die  Summe  aus  r^a,  d.  h. 
IS  dem  letzten  Complemcnte 
nd  der  letzten  Classe  durch  7 
ieilbar,  so  ist  auch  die  ganze 
abl  durch  7  theilbar. 

Ist  nun  die  Summe  aus  3  +  4,  d.  h.               ^H 
aus  dem  letzten  Conipicmente               ^^M 
und  der  letzten  Classe  durch  7               ^^H 
theilbar,  so  ist  auch  die  ganze               ^^| 
Zahl  durch  7  theilbar.                           ^^H 

tt  ganze  Operation  stellt  sich  also,    wie  folgt  dar:                  :\           ^^^| 

mMf-9. 

4|0.51:4.6l!9.32,                                     ^H 

If       gibt  das  Complement  ;>, 

324-18     ^OgihtdasComplem.6,               ^H 

B42d   „     „            „          9, 

6+6H8=75  „     „                  %              ^M 

^  +  2Ä    ,.     „ 

2-|^5H0=S3  „     „                  3,              ^H 

«           ..     .,            „         0, 

3+  4   =  7  „   „           a         ^B 

kcb  ist  obige  Zahl  durch  7 
eiibar. 

folglich   ist  obige  Zahl  durch  7              ^H 

Man  siebt,  dass  die  ganze  Operation  auf  der  Addition  je  dreier               ^^H 
]en  beruht,   nStnlich  auf  der  Addition  des  Coroplementes  auf              ^H 
ler  vorhergehenden  Classe,   zu  der  zweiziffrigen  Zahl  und  der               ^H 
pelten  dritten  Ziffer  der  darauf  fofgenden  Classe.                                        ^H 

2)  In  der  Praxis  geht  diese  Operation   ungemein  schnell  vor                ^^H 
Msdem  die  Uebeitiagung  des  Compleroentes  auf  M  von  einer            ^^H 
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Classe  auf  die  andere  und  die  Addition  der  kteinen  Zahlen  nnr 
iaa  Werk  eines  Augenblickes  ist,  weil  ;ille  vorkommenden  7 
die  durch  7  tfaeübaren  Zahlen  übergangen  werden  j  glanbt 
scbneller  zu  Ende  zu  koninien,  so  kann  man  die  Neuner  auf  9, 
die  Achter  auf  1  redutiren,  und  bat  endlich  sich  wegen  üeber^ 
tragung  de«  Complementes  nur  dem  Gedächtnisse  einzuprägen, 
dass  die  Zahlen  84,  »I,  98,  105,  112,  119,  12Ö  durch  7  theilbu 
Bind,  indem  die  büchsle  Summe,  nelt^he  durch  die  Addition  drelar 
Zahlen  aum  Vorschein  kommen  kann,  =6  +  99+18  =  123  Ist. 

Sollte  sich  zulalliger  Weise  eine  ganze  Classe  voriitiden,  welche 
mit  0  besetzt  ist,  eo  nird  nicht  dus  Complcnient  auf  JV,  son» 
dem  dessen  Supplement  zu  7  auf  die  nächste  gUtige  CI&rm 
(Ibertragen.    Ein  Beispiel  niitge  dieses  erl&utern: 

Es  sei  zu  untersuchen.  ol>  die  Zahl  V\Ot]0\'ifii  durch  7  Iheil- 
bar  sei. 

Es  ist  64  +  4=68;  '2  ist  das  Complement  auf  70  oder  jV. 
Nun  sage  man  nicht,  '2+37  ist  39,  sondern  5+37  ist  42.  DleseK 
geht  daran»  hervor,  treil  die  Rechnung  eigentlich  wie  folgt  ge- 
stellt sein  sollte:  Es  ist  6J  +  4  =  68;  i  ist  das  Complement  aul' 
70  oder  ^;  2+0  =  2;  5  ist  das  Complenient  auf  7  oder  iV; 
6  +  37=42;    folglich  ist  die  aiigeführte  Zahl  durch  7  theilbar. 

Sollten  awei  volle  nebeneinanderstehende  Classeu  mit  0  be- 
setzt sein,  so  nird  wieder  nur  das  Complemenl  übertragen 
dem  zwei  ganze  Classen,  mit  0  besetzt  und  eingeschoben,  die 
Reste  nicht  Sndern. 

3)  Wenn  eine  Zahl  nicht  durch  7  theilhar  ist,  so  ist  bei 
'  geraden  Classen-Anzabl  das  Coniplement   der    letzten    Classa 
auf  jtf  der  ivahre  Rest;  ist  die  Classen-Anzabl  ungerade 
dessen  Supplement  auf  7  der  ivahre  Ueat, 

Es  miigen  folgende  zwei  Beispiele  zur  Erläuterung  der  ange- 
führten Regeln  dienen: 


ErstesBei 
rcb  7  getbeilt? 

45+  < 


el.   Welchen  Rest  gibt  die  Zahl  38|823|I03|3Mj 
^=51  gibt  das  Complement  5, 


5+2+2  =9 
5+2ä+16-=46 
3+38  =41 

glich  ist  1  d»r  wahr«  Reat. 
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Zweile«  Beispiel.    Wetcben  Rest  Ribt  die  Zabl  iW7i51ö!420.        ^^M 

■rdi  7                                                                                               ^^1 

20-1-  8        =»  gilil  das  Cciini.lenienl  0.                             ^^M 

0>ie-flft=% 2.                             ^^1 

2+87+  4=93 5-                              ^^M 

Pire   tmn  die   Classen-Anzahl  gerade,    so  würde  5  der  wahre          ^H 

^1  sein,  da  aber  die  ('lassen-AnaahJ  uogerade  ist,  so  ist  3  —           j^^l 

18  Supplement  des  Restes 

von  5  auf  7  _  der  «ahre  Rest.                   ^M 

4)  Uie   bisher   besch 

iebenc»  Operutioneti    aufttiD«           '^H 

iSisere    Zahl,  angewandt,   mit   Elidirnng   von  Zahlen,         ,^H 

leberäpringnng  lon  Klassen  ntid  Auffindung  des  Restes.          ^H 

Beispiel.     Es  sei  die  Zahl                                                                      ^H 

XIII.XII.  \|.  X.  ix.viii.vn.        V.                                         ^^H 

,           53I|000[000|0'27|I23:436|000{78e|207j322|463|425|301|                     ^^t 

BT  Cntersucbnng  gegeben.                                                                ySi^^^^l 

L  1  +  6        =7  gibt  0 

^^P^^l 

II.  8               =   5     .,    2 

weiU-2,aU  durch  7  (heilbar,  aW     ^^H 

Wl.  2+8        =  10    „    4 

iveil63,alsJDrch  7theilhar.  über-  ^^1 
gangen  wird;                                        ^^^H 

IV.  4+0        =   4    „     3 

weil  'i-H6,  durch  7  theilbar,  auch  ^^H 
übergangen  wird;                                ^^^H 

V.  3  +   4        =   7    „     0 

weil  07,  als  durch  7  theilbar,  wie-        ^^H 

der  wegbleibt;                                 ^H 

VI.  86              ^86    „     5 

a 

weil  kein  Rest  blieb  und  7  nicht         ^^H 

o 

herdcksicbtigt  wird;                           ^^^| 

VII § 

wird     übergangen,     dafür    aber          ^^^| 

"2. 

^^1 

?1I12+   8        =10    „     4 

sondern  das  Sapplement  auf  7,         ^^^H 

3 

d.h.  2  übertragen,                             ^^1 

IX,  4  +  23  +  2  =  29    „     6 

und    56    wieder     nicht    berück-          ^^H 

X.6  +  27        =33    ,.     2 

weil  0  in  der  dritten  Stelle  nichts         ^^M 

XI   XII 

werden  übergangen,  unddazwei  ^^H 
voile  Classeii,  welche  mit  0  be-  ^^M 
setzt  sind  und  übergangen  wer-  ^^^| 
den,  nichts  ändern,  so  ist                 ^^^| 

XIII.  2+31  +  10=43    „     6 

danundieClaijisen-ADzahlungQ-        ^^H 

^^H 

rade                                                     ^H 
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>iideni   dessen    .Supplement  I    von    (i  aul'  7    der  fvuhre 


nicht  6, 
Rest. 


Aritbmetisclier    Beweis   über   die  Richtigkeil  dee   gi 
zen    Verfahrens. 

5)  Das  Verfabren,  welches  gezeigt  ivurde,  beruht  darauf»  d 
die  zwei  Zahlen  *i%  und  lOÜI  durch  7  theilbar  »«ind.  Auf  der  TheH^ 
barkeit  von  98  beruht  die  Operation  jeder  einzebien  Classe,  anf 
der  Theilbarkeit  von  1001  beruht  die  Uebertragung  dea  Comple- 
menteo  und  die  Elidirung  der  CIa3i<en  bin  auf  die  letzte. 


Beweis   übe 


die   Richtigkeit   des    ersten    Theilea   i 
Operation. 

uniersuchen,    ob   die  Zahl  623  durch  7  Ihetibar 


(j)  Ea  iat  z 
ist  oder  nicht. 

Wenn  man  allgemein  die  hücbsle  Ziffer  einer  dreiziffrigen  ZabI 
durch  a  und  die  nächststeh  ende  zweiziffrige  Zahl  durch  b  aus- 
drückt,  so  stellt  IOUa  +  6  Aea  Werth  einer  jeden  dreiziffrigen 
Zahl   vor. 

IOO0+6  ist  =98rt  +  ärt  +  6;  ma  ist  durch  7  (heilbar;  wenn 
non  '2a-\-b  auch  durch  7  theilbar  ist,  so  muss  die  ganze  Zahl 
durch  7  theilbar  sein.  2a-f  6  stellt  aber  allgemein  die  Summa 
aus  der  ersten  zweiziffrigen  Zahl  und  der  doppelten  dritten  Zif- 
fer  dar. 

Ist  nun  z.  B.  a  =  6  und  6  =  23,  so  ist  100i  +  Ä  =  100.6  f  23; 
98a  +  2«  +  6  =  9a. 6  +  2.0  +  23;  98n,  folglich  98. C,  ist  durch,? 
theilbar;  ist  nun  2a  +  6  oder  2.6  +  23  durch  7  theilbar,  so  muss 
auch  die  ganze  Zahl,  d.h.  100« 4^ 6=  100.6+23,  d.  h.  623,  dorcb 
7  theilbar  sein.  Es  ist  aber  ini  obigen  Beispiele  23  +  6.2=:35 
durch  7  theilbar,    folglich  ist  auch    trirklich  623  durch  7  theilbsr. 

Aufgabe.    Ist  317  durch  7  theilbar? 

Auflösung.  17+3.2  =  23.  Diese  Zahl  ist  nicht  dnreb  7 
theilbar.  folglich  ist  die  Zahl  317  auch  nicht  durch  7  theilbar. 
Das  Complement  von  23  auf  Iß  ist  6;  wäre  also  diese  Zahl  um  5 
grösser  oder  uni  2  kleiner,  so  müsste  die  ganze  Zahl  durch  7 
theilbar  sein,  und  es  ist  auch  28  wie  21,  322  wie  315,  durch  7 
theilbar. 


und  d/e  VerttoHMUit  der  ttmühtn  Brücke  m  Otctma^Hltke.  |^ 


iie  Kichtigkeit    At 
Verfabre 


iFciten   Theiles    de 


7)  Da  es  sich  schnell  entscheiden  IHsst,  ob  eine  dreiziffrige 
I  Zahl  durch  7  theilhar  ist  oder  nicht,  und  «elohen  Rest  selbe  gibt, 
■  10  ist  die  Aufgabe  gelöst,  wenn  man  ohne  Aenderuni;  des  mtig- 
^fiehen  Restes  die  siim milichen  Clause»  auf  0  liringl  und  die  Un- 
f'lwaucbmig  dann  nur  mit  der  letzten  Classe  vorzunehmen  hat.  Uiese 
[  fiedoction  der  Classen  auf  0  beruht  auf  der  Theüharkeit  der  Zaht 
1001  durch  7  und  auf  den  znei  Lehrsätzen: 


tiT»S 


dur. 


(heilbar  sind,  so  ii 
Crusse  theilbar. 


dritte  Grösse 
irch  jene  dritte 


b.  Wenn  irgend  eiae  Zahl  durch  eine  andere  Zahl 
Iheilbar  ist,  so  ist  auch  das  Vielfache  von  jener  durch 
fiese  Zab)  theilhar. 


Aufgabe.     Es  ist  i 
nrch  7  tbeilliar  sei  oder 


I    untersucbei 
licht. 


nb   die  Zahl  352|6I5;38I 


Es  ist  81  -1-6=^,  folglich  ist  4  das  Complement  auf  .Moder 
'Sl.  Wäre  nun  die  Zahl  um  4  grösser,  so  würde  mau  3Ö9  vor 
■ich  haben.  Da  nun  3815  durch  7  theilbar  ist,  so  nird  hinsichtlich 
r  Theilbarkeit  der  ganzen  obigen  Zahl  durch  7  nichts  geändert, 
Ifena  anstatt  3S5  drei  Nullen  substituirt  iviirden,  oder  wenn  man 
4ifi  ganxe  Ciasee  auch  «■egliesse,  und  wenn  man  vor  der  Hand 
^€n  Rest  unberücksichtigt  lässt,  den  die  Zahl  gäbe,  trenn  sie 
picht  durch  7  theilbar  sein  sollte.  Um  nun  die  Zahl  352|6I5|3S1 
Mir  Ktvei  Classen  zu    reduciren,    addire  man  zu  35'2i6I5|38I  die 

Eabl 41004, 

•ina  Zahl,  welche  durch  7  theilbar  ist  und  daher  betreffs  der 
rbeilbarkeit  obiger  Zahl  nichts  ändern  kann.  Die  Summe  beider 
Eahleo  ist  =352|6I»|385.  Ua  nun  38S  durch  7  theilbar  ist,  so 
tann  man  dafür  drei  Nullen  substituiren,  und  man  hat  anstatt 
Sßä,615|381  ohne  Aenderung  betreffs  der  Tbeilbarkeit  die  Zahl 
35-21019,000  vor  sich.  Ist  aber  352:619  durch  7  theilbar  oder  nicht 
tbeilbar,  so  wird  diese  Eigenschaft  auch  nicht  geändert,  wenn 
BUMi  die  Zahl  mit  1000  multiplicirt.  oder  umgekehrt  von  352|61U|000 
fi«  drei  Nullen  weglässt,  und  was  daher  von  362|61»  gilt,  muss 
Mch  von  352,ßl9,000,  von  35-2.6I9,3äS  und  von  352|613|38I  gelten. 
IVngleicbt  man  nun  die  Zahlen  33-2  6 Kl  mit  352|615|381,  so  hat 
Iwan  dadurch  eine  Classe  elidirt,  indem  man  zur  folgenden  das 
jComplement  von  -2a-\h  auf  ytf,  in  unserm  Falle  von  Sl  -f2.3=S7 


18*      ntyer:    Veber  rf/e  TheftbarkM  iler  ZakltH  OurcA  Stein 


tod  die  vorh ergeh «litl« 


auf  9I=:4  Eur  folgenden  CInsse  addirt  hat  t 
als  nicht  mehr  vorhanden  betrachtet. 

Wiederholt  man  nun  diefle  Uperalion  bei  der  Zahl  35'2;6I9,  00 
findet  man,  daes  19-)-  2,6=^31 ,  daher  das  Coin|ilement  auf  M 
wieder  4  ist.     E»  ist  aber 

3321619  und 
4IU04 

3SR|623. 
Die  Zahl  623,  als  durch  7  theilbar,  kann  nieder  wegbleiben, 
man  hat  die  Zahl  356>or  »ich.  Was  nun  hitisiclitlicb  der  Theil- 
barbeit  durch  7  von  352  615:381  gilt,  rnuss  daher  auch  von  356|000;000 
oder  von  356  gelten.  Diese  Zahl  ist  aber  nicht  durch  7  Iheitbar, 
denn  356=56  ^  2.3  =  02  ist  nicht  durch  7  (heilbar,  soiideni  gibt 
^as  Complement  1  uul  lU  oder  63.  Da  die  Zahl  352|61ESi3HI  aat> 
drei  Classeii  besteht,  so  ist  nach  3)  nicht  das  Ooniplenienl  ]  a^f 
jlf,  sondern  dessen  Supplement  auf  7,  also  die  Zahl  6,  der  wahre  Hest>    ' 


Arithmetischer   Be 


bezägli 
Keste. 


h   der    Aiiflindung    de 


S)  Wenn  man  eine  Zahl  von  drei  oder  weniser  beliehi;;en  ZIP 
Fern  ffir  sich  allein  betrachtet,  z.  B.  ei>eu  die  Znhl  356,  so  fimM 
man,  dass  nicht  das  Complement  auf  M ,  sondern  dessen  Suppift' 
ment  auf  7  der  wahre  Rfst  ist;  denn  man  sieht,  dass,  wenn  das 
Complenicnt  I  zu  62  addirt  uürde,  die  ganüe  Zahl  durch  7  theH-' 
bar  wäre,  d.  h.  die  vorliegende  Zahl  350  ist  um  6  zu  groaai 
Die  Zahl  6  ist  aber  das  Supplement  von  I  auf  7,  folglich  iat  bei 
einer  Zahl  von  nur  einer  Classe  nicht  das  Complement  aaf  JV, 
sondern  dessen  Supplement  auf  7  der  iiahre  Rest.  Wenn  man 
irgend  einer  Zahl  6  Nullen  anhängt,  so  wird  man  linden,  dass 
diese  angehängten  6  Nullen  den  ursprünglichen  Rest  nicht  ändern 
(und  nu/  von  Nullen  kann  die  Rede  sein,  weil  durch  das  Verfah- 
ren alle  Olassen  bis  auf  die  letzte  in  lauter  Nullen  verwandeil 
werden);  6  folgende  Nullen  eben  so  wenig  (indem  sich  nach  6  Uii>i- 
slonen  gleicher  Ziffern  die  Reste  wiederholen),  und  was  daher  a 
fttr  einen  Rest  gibt,  wenn  a  eine  Ctasse  von  irgend  3  oder  weiil' 
'ger  Ziffern  vorstellt,  den  gleichen  Rest  niuss  auch  a  mit  6k  Nul- 
len geben,  a  mit  6n  Nullen  stellt  aber  allgemein  jede  Zahl  nm  < 
einer  ungeraden  Classen- Anzahl  dar,  nnd  daher  gibt  jede  Zahl 
von  einer  ungeraden  Classen -Anzahl,  welche  niclit 
dnrch  7  theilbar  ist,    das  Supplement   auf  7  des  letit«« 


S*9 


.Öaßs^^y  einerZahM 


iiMrf  «ff*  VerieaMdnimff  der  gemeinen  Brücke  fn  Peeintalbrüehe.  |8S 

I  Classen  Anzahl  dns  Complemeiil  nnf  ff/ nni}  nicht 
Plesaen  Supplement  aul'  7  der  wahre  Rest  sein  rnass,  ist 
leicht  einKusehen.  Iri;eijd  eine  Zahl  durcfa  7  getheill  kann  nur 
die  Rest«  1,  2,  3,  4,  5,  fi  geben.  Miilliplicirt  man  diese  Reste 
I  nit  tOOO.  so  geben  diese  Producle  durch  7  dividirt  die  Reste 
li  S,  4,  3,  -2,  I.  Mültiplicirt  man  nun  ir^nd  eine  Zahl  von  nn- 
■  {jtnden  Class«»  mit  1000,  so  irird  selbe  in  eine  gerade  Classen- 
lÄnsahl  Tern-andell,  nnd  muss  der  Miiltifjücalion  von  1000  ivegen 
I  Um  verkehrten  Reste  der  frühem  Zahl  gehen.  Gehen  also  die 
1  Mhlen  von  inij^erailer  Olassen-Anzahl  das  Supplement  auf  7  als 
I  Wiliren  Rest,  so  müssen  Zahlen  von  gerader  Classen-An- 
[  uhl  das  Coniplemeut  auf  M  als  wahren  Rest  ^'eben, 

afgabo.     Welchen    Re«t    gibt   die   Zahl    2'j:J!000|0 

3  schon  der  letzte  Ausdruck  einer  aufNirlleii  redu- 
iiteo  Ztthl  ist? 

93-1-4  =  07  gibt  ä-AB,  Complement  1  auf  0».  Ist  nun  die  Cla«- 
wn-Aozahl  gerade,  so  ist  I  der  wahre  Rest;  ist  die  Clai^een-Ai)- 
tahl  ungerade,  so  ist  das  Sii|iplemenl  von  I  auf?,  also  6,  der 
nafare  Rest,  oder,  was  lias  Gleiche  ist,  der  Unterschied  aua  dem 
letzten  Ausdrucke  und  N.  Der  letzte  Ausdnx^k  ist  <iA-\-i=:.^. 
Sein  dazu  gehöritiee  N  ist  Öl  und  6  ist  die  Differenz.  Da  man 
in  der  ganzen  Abhandlung  alle  Subtractinnen  vermieden  hat,  So 
hat  man  daher  vorgeznaen,  das  Supplement  auf  M  anslall  der 
Differenz  aus  dem  letzten  Ausdrucke  und  iV  zu  suchen. 

9)  Elm  Zeit  zu  ersparen,  kann  man  gleich  beim  Anschrei- 
len  iler  Zahlen  die  Eintheilunc;  in  Clcisseti  von  der  Linken  zur 
lachten  vornebracn;  in  diesem  Falle  muss  aber  die  niedriirsle 
blasse  durch  1  oder  2  Nullen  zu  einer  ganzen  Claeae  ergünzt  wer- 
len,  wenn  1   oder  2  Ziffern  fehlen  sollten. 

Die  Operation  wird  wie  gewöhnlich  Torgenommen ,  es  ist  aber 
,n  bemerken,  dass  der  gefundene  Rest  nicht  der  wahre  ist,  in- 
lem  man  die  Operation  nicht  mit  der  eigentlichen,  sondern  mit 
ler  zehn-  und  respective  hundertfachen  ursprünglichen  Zahl 
i4)rj;«nommen  hat,  und  der  gefundene  Rest  daher  ein  falscher  ist. 
Um  nun  aus  dem  berechneten  falschen  augenblicklich  den 
rabren  Rest  zu  finden,  multiplicire  man  im  ersteren  Falle  den 
[efandenen  fatscbeti  Rest  mit  2,  im  letzteren  Falle  mit  3,  und 
le  das  Complement  auf  I\] ,  welches  der  wahre  Rest  sein 
'in).     Zwei  Beispiele  mDgeo  das  Angeführte  erläutern. 

Erstes  Reispiel.  Es  sei  zu  untersuchen,  ob  die  Zahl 
01814  durch  7  theilbar  sei  und  welchen  Rest  sie  im 
V«ra«inHn!tBralle  gibt. 
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Diese  Zahl,  nach  der  gewuholichen  Regel  untersuclil,  ^ibt 
den  Rest  2.  Theilt  man  dioee  Zahl  gleich  von  der  Linken  vn 
Bechleii  in  Classen  ab  und  ergSnzt  die  niedrigste  Claeee  mit  0, 
■0  hat  man  die  Zahl  SJSIOO  vor  aicb.  Diese  Zahl  gibt  den  Tu- 
schen Rest  6.  Multiplicirt  man  iiun  negen  Anhängung  einer 
Kuli  den  gerundeiien  Reat  6  mit  2,  so  hat  man  die  Zahl  12;  das 
Cnmplement  auT  M=\i  ist  aher  2,  weichet«  wirklich  der  tvahre 
Rest  i8t. 


Zweites  Bei< 
aie  Zahl  6380274 


piel.     Es 


nden. 


:   obige   Untersuchung  auf 


Dieee  Zahl  auf  die  gewöhnliche  Art  untersucht  gibt  das-  (Kom- 
plement 4,  folglich  wegen  ungerader  Classen- Anzahl  den  Rest  3. 
Theilt  man  nun  die  Zahl  gleii^h  während  des  Anschreiben«  von 
der  Linken  zur  Rechten  in  Classen  ab  und  ergänzt  im  gegebenen 
Falle  die  niedrigste  Classe  durch  zwei  Nullen,  so  hat  man 
die  Zahl  638i927{400  vnr  sich.  Diese  Zahl  gibt  als  letütes  Com- 
plement  die  Zahl  1,  also  wegen  ungerader  Gl aesen -Anzahl  den 
Rest  C.  Dieser  falsche  Rest  niuss  nun  in  den  wahren  ver- 
wandelt werden.  Es  ist  aber  6.3^18,  folglich  ist  3,  das  Com-' 
ptement  auf  M,  der  wahre  Rest. 

10)  Der  Grund  dieses  Verfahrens  ist  folgender;  Die  mSg- 
lichen    Reste    bei   einer   Division    durch   7  sind    I,  2,  3,  4,  5.  6;, 

Setzt  man  die  Division  mittelst  angehängter  Nullen  noch] 
ter  fort,   so  hekiimmt  man: 


:r  Null  die  Reste  3. 
i  Nullen  „      . 


bei  Anhängui 


„    sechs   „       „      , 

wenn  man  nun  die  ersten  Reste  mit  2  und  die 

3  multiplicirt,  so  kommen  folgende  Produclezum  Vorschein,  und] 

bei  Anhangung  von  einer  Null  die  Prnducte  6,  12,    4,  10,  2,     % 

,    zwei  Nullen,,        „  6,12.18,    3,9,18. 

^ucht  man  nun  allerseits  dieComplemente  auf  M,  so  erhalt  man: 
ira  ersten  Falle  die  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5,  6, 
„   zweiten   „        „        „1,  2,  3,  4,  5,  6, 

d.  h.  die  ursprünglichen  oder  wahren  Reste.    Die  dritte  und  vierte 
Selbe,  dient  als  Erklärung  betreffs  der  Uebertragung  der 
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tot  weno  eine  ganze  Clasae  oder  zwei  neben  einander  ste- 
hende ganze  Ciaseen  mit  0  besetzt  sind. 

11)  Dorch  die  schnelle  Methode»  um  zu  wissen»  ob  eine  Zahl 
4tfeh  7  theilbar  sei  oder  nicht,  wurde  es  muglich  gemacht»  einige 
Teisoehe  Aber  die  Eigenschaften  der  Zahl  7  anzustellen,  von 
«eichen  eine  nicht  uninteressante  die  folgende  sein  dflrfte: 

Jede  beliebige  Zahl»  wenn  sie  so  oft  neben  einan- 
der geschrieben  wird»  bis  die  Ziffernanzahl  durch  6 
theilbar  wird,  ist  durch  7  theilbar;  handelt  es  sich 
iber  uro  eine  Zahl  von  6  oder  6m  Ziffern,  so  muss  die 
gegebene  Zahl  7mal  an  einander  geschrieben  werden, 
am  durch  7  theilbar  zu  sein. 

Aue  dieser  Regel  folgt  nun,  dass 

1  Ziffer  6mal  angeschrieben  werden  muss,  umdurch7theill>arzuseln. 
8  Ziffern  Smalangeschrieb.  werden  roiissen,    „  e„    „        „      „    „ 
0      9«      ^mal  ,,  „  ,,  „      „    „        „      „    „ 

4             »».          Umal                      »f  ,,  „  ,y  9»  $$  »$  9,  I» 

O              99            Oroal                      9,  }j  99  >f  9f  **  »9  M  *» 

99  9«  99  ff  »9  99  99  99  99 

»9  99  99  99  9«  99  99  99  99 

fj  »9  99  99  99  99  99  »9  99 

9t  99  99  9»  99  9«  99  99  99 

99  99  99  99  99  99  99  »9  99 

99  99  99  9»  99  99      .  9»  »9  99 

99  99  99  99  9>  99  99  99  9* 

99  99  99  99  99  99  99  99  99 

Es  ist  ganz  einerlei,  oh  sich  in  irgend  einer  Stellung  Nullen 
vorfinden  oder  nicht.  Es  fragt  sich  z.  B.  wie  oft  die  Zahlen 
3761,  (H66,  00349  0006  angeschrieben  werden  müssen,  um  durch 
7  theilbar  zu  sein.  Nach  oben  angefahrter  Regel  SmaU  weil  12 
das  klelnstmuglichste  Product  aus  4,  und  zugleich  durch  6  theil- 
bar ist;  demgemäss  werden  die  Zahlen 

376137613761,    ferner  46804680468,   ferner  3400340034, 

femer  600060006 
durch  7  theilbar  sein. 


6 

»» 

7mal 

7- 

9» 

6mal 

8 

t» 

3mal 

9 

9» 

2mal 

10 

9» 

3mal 

65 

»» 

6mal 

90 

9» 

7mal 

117 

»9 

2mal 
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12)  Uia  Richtigkeit  clieaeT  K*)Eel  beruht  theils  aul'  den 
tiätzen  8ub  7),   Ibeila  auf  10),   und   vor  Allem  darauf, 
durch    7  (heilbar    ist, 

Erste«  Beispiel.  D>«  Zahl  34S,  aneimal  an  gesell  rieben, 
Biso  349345,  muss  dnrih  7  Iheilhar  sein.  345.345  ist  —300300 
-f  4004U4[K)05;  «la  nun  lOÜI  durch  7  theilbar  ixt,  so  muss  aucti 
MOS,  4004,  3003  und  ihre  Viell'ach«i>,  aU»  300300  und  4OÜ40, 
durch  7  Iheilhar  sein.  Sind  aber  mehrere  Zahlen  durch  7  theil- 
ftar,  sn  ist  auch  ihre  Summe  und  im  f-egebenen  Falle  345345 
durch  7  tbeilbar. 

Ziveites  Beispi«!.  Die  Zahl  34,  dreimal  angeschtiehen, 
also  343434,  muss  durch  7  Iheilbar  sein.  Ute  Zahl  343434  !st 
=  34  +  3400  +  340000.  Die  Zahl  34  gibt  den  Rest  a.  die  Zahl 
3400  muBs  den  Rest  lOOa  und  die  Zahl  340000  den  Rest  IOOOOm 
geben,  Die  Zahl  343434  gibtalso  den  Rest  lOlOla.  Ist  ab»r  det 
Rest  lOlOIa  durch  S  theiltiar,  so  ist  die  gaiiEe  Zahl  durch  7  theil- 
bar; nun  if^t  aber  10101  durch  7  theilbar,  r<>l[<lich  muss  auch  der 
Rest  lOIOla  und  daher  die  Zahl  343434,  oder  iitierhaupt  abattab  *) 
durch  7  theilbar  sein,  wenn  Tür  a  und  b  xwei  beliebige  Ziffern 
substitairt  werden. 

Dieser  Beweis  findet  auch  auf's  erste  Beispiel  seine  Aniren* 
düng,  denn  345315  ist  =345+34SÜ00.  Die  Zahl  345,  durch  7  ge- 
theilt,  gibt  den  Rest  b,  die  Zahl  343000  muss  den  Rest  lOOOfr 
geben,  fulglicb  gibt  die  Zahl  345  i- 34.'i000  den  Rest  10016.  Da 
nun  der  Rest  lOOlä  durch  7  theilbar  ist,  so  muss  auch  die  ganze 
Zahl  349345  oder  allgemein  nbcabc  durch  7  tbeilbar  sein. 

Andere  Beispiele.  Eine  Ziffer  6nial  angeschrieben  muH 
durch  7  theilbar  sein,  n-eil  man  in  den  Ausdrucken  abahnb  oder 
abcabe  nur  irgend  eine  bestimmte  Ziffer  substUniren  kann, 
man  zerlegt  den  Ausdruck  aaaiiun  in  »OOnOÜ+aOOnO  +  nOOi/, 
eher  Ausdruck  ebenralls  durch  7  theilbar  ist. 

Neun  Ziffern  zweimal  angeschrieben  lassen  sich  allife- 
mein  durch  abcdefyhiabcdefyhi  vorstellen.  Diese  Zahl  läset  ekl 
wieder  SD  zerlegen,  dass  je  2  homogene  Zahlen  durch  ittOOOOOOOOni 
Torftestellt   uerden    kütinen.     Die   Zahl  mOOOOÜOOOm   gibt   gleiehe 


')  Der  «ahrp  nigebrniache  Antdmck  Ut  lOiHXKia  +  lOoWB -f- lOOOa 
-f  lOOA+IOa  +  A,  uIhci  ein  wirhlir.lier  Ausdriicli,  wohingef;«n  aöaöob 
nur  ein  Product  Tnrstelll;  it«r  ftarxe  wegen' hat  man  sii^h  aber  di du 
Fnibeil  erlanbl.  '<>  ,.:■!  i»r  .«ntui 
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Reste  wie  mOOm.  deon  «wei  eingescfaabene,  mit  0  be««t2lfl  Ciksseii 
lodeTn  die Keste nicht-  Dieaee  VerTahreD,  atialoi;<leineteten  llvispiel«, 
durchgflJiihrt,    eeigt,   daiss  Di>if>e  Zatil  nirklich  durch  7  Ib  eil  bar  ist. 

13)  ZuDi  Schlusae  soll    noch  einiger    kleiner    Spielereien   mit 
Zahl  7  gedacht  werden.     Es  i^iibe  x.  B.  Jemand  die  Aufgabe, 

•nRen  blick  lieh  6  Ziffern  anzuschreiben,  welche  ilurch  7  (heilbar  sein 
■Oasen.  Oa  2  Ziffern,  dreimal  angeschrieben,  durch  7  ibeilbar 
«d,  «o  darf  man  nur  EWei  Ziffern  anschreiben  und  diesen  zwei 
iffern  Summen  und  Unterschiede  aus  der  gegebenen  Zahl  und 
1  vorsetzen,  und  man  hat  eine  Zahl,  die  durch  7  IheUbar  sein 
lUaa.  Ist  die  gegebene  Zahl  z.  B.  46,  so  schreibe  man  46 — 7a, 
1  und  46-^76  an  einander  und  die  Zahl  wird  durch  7  theilbar 
iio.  Gilt  in  diesem  Falle  h  =  2  und  A=3,  so  bat  man  die 
shl  324667  vor  sich,  welche  durch  7  theilbar  ist.  Oder:  ee 
;i  eine  Zahl,  z.B.  362117,  gegeben;  man  verlangt,  dass  diese 
eine  durch  7  theitltare  verwandelt  werden  soll,  aber  rolt 
dem  Bedinge,  dass  die  vorhüchste,  doss  die  huchate  Ziffer 
jeändert,  oder  wieder  dass  keine  geändert,  sondern  eine  Zff- 
roT  vorgesetzt  werden  soll,  u.  s.  »v.  —  üa  97  +  4=101,  daher 
4  d&8  Complement;  4  +  36  =  40,  daher  die  Zahl  '2  das  letzte  Cam- 
plement  ist,  so  darf  mau  im  ersten  Falle  nur  dieö  in  8,  im  zwei- 
ten-Falle  die  3  in  6  verwandeln,  im  dritten  Falle  aber  die  Zahl 
1  voTseden,  und  lliäl)  hat  3  Zahlen,  welche  der  Aufgab«  eot> 
aprechen,  denn  es  ist  sowohl  38297,  als  auch  66207,  als  such 
136297  durch  7  theilbar. 

14)  Es  giebt  noch  verschiedene  Arten,  um  die  Theilbarkeit  der 
Zahlen  durch  7  zu  l)eiitinimen.  Die  gewiihniichen  wurden  als  bekannt 
Iber^ngen  und  der  andern  auTgerundenen  Methoden  wurde  auch 
lieht  erwähnt,  da  sie  doch  nicht  schneller,  als  die  eben  dargestellte, 
Wim  Ziele  fuhren.  Nur  mit  einer  dieser  Methoden  wurde  eine 
Avsnabme  gemacht,  weil  selbe  auch  ziemlich  flink  vun  statten 
gebt  und  auf  der  Eintheilung  in  Classeii  von  je  zwei  Ziffern  be- 
lubt     Da  die  verschiedenen  Beweise  auf  ähnliche  Art  hergestellt 

künnen,    so  hat  man,    der  Kürze  wegen,  nur  das  Vcrfah- 
allein  angegeben. 

Aufgabe.        Es    ist    eu    untersucben,     ob     die    Zahl 
durch    7    theilbar    sei    oder    nicht. 

Vm   SU   finden,    ob    die   angeführte  Zahl  durch  7  theilbar  sei 
r  nicht,    theile  man  sie  in  Classen  von  je  2  Ziffern  ab  und 
jbu)  hat  23|86|63[  12109. 

So  wie  Wi  der  ersten)  Methode,  sache  marr  cht  ersten  OlasM 
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das  l'ofnplpment  mir  M  und  addire  dicBes  Coin]ilement  lOTacfa  ge- 
nommen zu  der  sneilen  Claase  hinzu.  Man  «iiche  nieder  d«s 
Complemenl  auf  M  und  adilire  die  zehnfache  Zahl  zu  iler  dritten 
Classe,  und  setze  dieses  Verrahreii  fori,  bis  die  letzte  Classe 
äbrch  das  lOfache  Complemenl  der  vorhergehenden  Classe  ergänzt 
ist.  Ist  nun  die  letzte  ergänzte  Clause  durch  7  theil- 
fcar,    so  i»l  die  ganze  Zahl   durch  7  (heilbar. 

Dietie  Operation    auf  obige  Zahl  angewendet  stellt  sich  | 
wie  folgt,   dar:  ~ 

das   Compleinent  von  09  aul  HI  ist  5, 

5.10+12^  62;  das  Compl.    „      „    „    I. 


5.10+86=136;     „        .,         4, 

4.10+23=  63; ,      „    „   0; 

folglich  ist  die  ganze  Zahl  durch  7  theilliar.  Dieses  Vei'f! 
\^s»X  sich  abkürzen  und  niuss  auch  abgekürzt  iverden, 
hohen  Zahlen  zu  vermeiden,  denn  nenn  das  Complenient  =6  ist 
und  zuflillJgeriTeifiie  zu  W  zu  aildtren  ivüre,  so  käme  die  Samm* 
159  zum  Vorscheine,  und  bei  so  hohen  Zahlen  benrilhigte  mtfn 
fest  nieder  der  Reihentafel,  um  zu  wissen,  dass  2  das  Complfl- 
ttient  auf  la,  d.  h.  auf  161 ,  ist. 

Abgekürzt   kann    aber  dieses    Verfahren    auf   zweierlei    Arten 
werden,  irobei  stets  das  zmeckdieolichere  augewandt  iverden  ^usa. 


Erstens  addire  ms 
'den  Zehnern  der  folge 


1   gleicli 
iden  Cla! 


das   einfache   Complenient   : 


Zweitens  werfe  man  aus  dem  zehnfachen  Complemenl« 
gleich  alle  Siebner  weg  und  addire  den  liest  ganz  einfach  snr 
(blgenden  Classe,  wenn  die  Summe  aus  dem  einfachen  Com- 
|)lemente  und  den  Zehnern  der  folgenden  Classe  in  eine  3ziffrig» 
Zahl  übergeht.  Dieses  Verfahren,  auf  obige  Zahl  angewandt,  gibt 
folgende  Operation: 

,  das  Complemenl  von  OQ  auf  M  ist  =S, 

5+1(2)  ist  =62  und    „  „  „  62  „    „    „=1, 

1+8(3)    „  =93   „      „  „  ..  93  „    „    „  =5, 

5+8(6)    „    =  136.    Cm  nun  zu  verhindern ,  dass  eine  drelziffrlge 

Zahl  zum  Vorscheine  kömmt,  so  sage  man  nicht,  5+8(6)  ist  136,  son- 

d«rQ  nuiB  werfe  ai»  der  Zahl.SO  alle  Siebii«t  weg  iwil  mnn  nmgoi 
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l-|-86  rst  =:87  uod  das  l'ompleinent  auf  M  ist  =4, 
4+2<3)  ist  =63; 
Mglich  ist  die  ganze  Zahl  durch  7  theilliar. 

IS)  Die  Auffindung  des  Hestes,  für  den  Fall  afs  die  Zahl  nicfat 
durch  7  Iheilbar  ist,  stüsst  auch  auf  keine  Schtvieri^rkeiten ,  ist 
aber  doch  nenii>er  einrach,  als  nach  der  ersten  Methode.  Es 
handelt  sich  dabei  vor  Allem,  ob  die  Classen-Anzahl  durch  3 
(heilbar  ist  oder  nicht. 

Wenn  n  eine  durch  3  theilbare  Classen-Anzahl  vorstellt,  so  muss 
Jede  In  Classen  eingetheilte  Zahl  aus  k,  )i-|-I  oder  n — 1  Ciaasen 
iliestefaen.  Besteht  nun  die  Zahl  aus  n  Classen,  so  findet  man 
fden  nähren  Rest,  wenn  man  das  Complement  der  letzten  Classe 
auf  it/ mit  4  mullipücirt.  Das  Complement  neuerdings  auf  jtf 
gesucht  gibt  den  wahren  Rest.    Besteht  die  Zahl  aus 

n -f  1  Classen,   so  findet  man  den   wahren  Rest,   wenn  man 
t  Complement  der  letzten  Classe  auf  ]\t  zu  7  ergänzt.    Diese  Er' 
gänzung  ist  der  ivafare  Uest.     Besieht  endliuh  die  Zahl  aus 

n  — 1  Classen,  so  findet  man   den  wahren  Rest,    wenn  man 
das  Complement  der  letzten  Classe  auf  M  mit  2  multiplicirt.    Das 
Complement  neuerdings  auf  M  gesucht  gibt  den  wahren  Rest. 
Da  n  die  Zahl  3  oder  ihre  Vielfachen  vorstellt,  so  ist 
n=3,  e,     9,  12,  15,  18  u.  s.  w. 
w  +  1^4,  7,  10,  13.  16,  19  n.s.w. 
n-1^'2.  5,    8,  II,    14,   17  u.  e.  w. 

Di«  Keste  aus  Zahlen  von  dieser  Classen-Anzahl  sind  je  nach  Um- 
stfindeo  aus  obigen  drei  Regeln  zu  entnehmen. 

Folgende  Beispiele  sollen  als  ErlSuterung  des  Gesagten  dienen. 

Beispiele.  Es  ist  zu  untersuchen,  ob  die  Zahlen  52936, 
I239S6789,  3825748  durch  7  Iheilbar  seien  oder  nicht,  und  wenn 
sie  es  nicht  sind,  welche  Reste  sie  geben. 

a.  Die  Zahl  5j2g|36  besteht  aus  3  Classen  und  entspricht  da- 
her der  für  n  aufgestellten  Regel. 

Die  Zahl  36  auf  Sl  ergänr-t  gibt  das  Complement  6, 
6  +  2{9)   ist  =89  und  2   ist      „  ,.  auf  jtf, 

20  +  5       „    =25     „     3    „      „  „  „  M. 

Thtil  XXV.  18 
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Nach  der  ersten  Regel  wird  das  Complenient  3  mit  4  moltiplieirt 
und  neuerdings  von  12  das  Coniplement  auf  M  gesucht,  weichet 
=2  ist,   und  der  Rest  ist  gefunden. 

b.  Untersucht  man  die  Zahl  13|82|67|48,  so  sieht  man,  dasi 
selbe  vier  Classen  hat,  und  daher  wird  der  Rest  nach  der  xweiten 
Regel  bestimmt. 

Die  Zahl  48  gibt  das  Complement  1  auf  M. 

10+67  oder  1+6(7)  ist  =77  und  0  ist  das  Complement  auf  JT. 

0  +  82  „  =:82    „    2    „      ,,  „  ,,     „ 

20+13  „  =:33    „    2   „      „  „  „     „ 

Dieses  Complement  2  auf  M  ergänzt  gibt  5,  welches  der  wahre  Rest  ist 

c.  Untersucht  man  die  Zahl  1|23|95|67|80,  so  findet  man,  dast 
sie  fanf  Classen  hat  und  daher  wird  der  Rest  nach  der  dritten  Regel 
bestimmt. 

Die  Zahl  89  gibt  das  Complement  2  auf  M. 

2+6(7)  ist  =  87  und  4  ist  das  Complement  auf  ^. 

6+95     „  =100   „   5  „    „  „  „   „  (durch  Wegwerfung 

der  Siebner) 

5+2(3)  „  =73    „4  „    „  „  „   „ 

40+1       ,.  =41    „1 


*f    ff  >)  >>    ,» 


Wird  nun  nach  der  dritten  Regel  dieses  Coniplement  mit  2  mnitipli- 
cirt,  so  erhält  man  2.  Dieses  Product  auf  M  ergänzt  gibt  das 
Complement  5  und  man  hat  den  Rest  dieser,  ebenfalls  nicht  durch 
7  theilbaren  Zahl  gefunden. 


Will  man  eine  gegebene  Zahl,  die  untersucht  werden  soll, 
ob  sie  durch  7  theilbar  sei  oder  nicht,  von  der  Linken  zur  Rech- 
ten eintbeilen,  so  kann  es  geschehen,  nur  muss  dann  in  diesem 
Falle  die  letzte  Classe  rechter  Hand  durch  eine  Null  erggnat  wer- 
den-, wenn  eine  Ziffer  fehlen  sollte.  Man  verfahrt  bei  der  Unter- 
suchung nach  der  Regel,  und  gibt  die  Zahl  einen  Rest,  so  suche 
man  aus  diesem  falschen  Reste  den  richtigen,  und  zwar  nach  der 
unter  9)  angeführten  Regel. 


Heber  eine  SSi^enschaft  der  Sabl  8. 

16)  Der^  Ausdruck  s^pg^  ist,   wie  bekannt,   die  Form  ßr  alle    i 
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BrSchey  welche  sich  genau  in  einen  zehntheiligen  Bruch  ver- 
wandeln lassen,  and  die  Anzahl  Ziffern  des  zehntheiligen  Bruches 
wird  =m  oder  n  sein,  jenachdem  der  Exponent  m  oder  n  der 
grossere  ist. 

Wäre  die  Zahl    9m  5»  3»    '^    einen    zehntheiligen    Bruch    zu 

▼erwandeln,  so  wird  derselbe  aus  zwei  Theilen  bestehen:  erstens 
aas  jenen  Ziffern,  welche  sich  nicht  wiederholen  und  von  den  Ex- 
ponenten  m  oder  n  abhängen,  zweitens  aus  jenen  Ziffern,  welche 
sich  wiederholen,  daher  eine  Ziffernreihe  bilden  und  vom.  Expo- 
nenten p  abhängen.     Wenn  nun  bekannt  ist,  aus  wie  viel  Ziffern 

^I^estehen  muss,  ehe  sich  die  Reihe  wiederholt,  wenn  »^  in  einen 
aehntheiligen  Bruch  verwandelt  wird,  so  ist  auch  bekannt,  aus  wie  viel 

Ziffern  die  Zahl  ^^p^^^-oz*  in  einen  zehntheiligen  Bruch  verwandelt, 
an  bestehen  hat,  nämlich  aus  m  oder  n  unwiederholbaren  Ziffern  und 
ans  einer  Ziffern  reihe,  welche  die  Entwickelung  von  tjjz  gibt. 

Die  Regel,  nach  welcher  die  Ziffernreihe  von  ^  gefunden 
wird,  ist  sehr  einfach,  nämlich: 

Wenn    die    Zahl   0^    in    einen    zehntheiligen    Bruch 

an  verwandeln  ist,  so  wird  die  Ziffernreihe  aus  3p~^ 
Ziffern  bestehen. 

Beispiel.  Wäre  ;j=6,  so  ist  o^=7öü'  (Zähler  und  Nen- 
ner dürfen  naturlicher  Weise  kein  gemeinschaftliches  Maass 
haben,  und  es  ist  nur  von  ächten  Brüchen  die  Rede).     Die  Zahl 

a»{    moss    nach    der    angeführten   Regel    eine    Ziffernreihe    von 
=  3«-*= 3* =81  Ziffern  haben.    Es  hat  demgemäss 


p  eine  Ziffernreihe  von  3»-2=38  =27  Ziffern. 


a 
3* 

99 

a 

5» 

99 

»9 

a 
55 

99 

>»  >» 


3*-2=3«  =9     „ 
33-2—31  ~3 


99 


1 


99  3J 


3i-*=3-*=  ö  9  also  auch  von  einer  Ziffer. 

13* 
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Man  sieht  aus  dieser  abnehmenden  geometrischen  Reihe,  dass 

sowohl    die  Zahl  tr»    als  auch  5-,   in  einen  zehntheiligen  Brach  j 

verwandelt 9    eine  Ziffernreihe  von    nur  einer  Ziffer  haben  muss,  i 

und  dass  daher  der  Aufdruck   om  gn  31  (  j — §ä\  ^'®  Formel  fÖr  ; 

alle  ächten  Brüche  ist,  welche,  in  einen  zehntheiligen  Brach  ver- 
wandelt, mit  einer  Ziffernreihe  von  nur  einer  Ziffer  sich  endigen. 

Aufgabe.     Aus  wie  viel   Ziffern  wird  der  Bruch   tjj    ' 

bestehen,   wenn  er  in  einen   zehntheiligen  Bruch   ver-    \ 

wandelt  wird,  wie  viele  unwiederholbare  wird  er  haben   j 

und  aus  wie  viel  Ziffern  wird  die  Ziffernreibe  beste-    | 

17 
hen,   desgleichen  der  Bruch    jögHÄ?  | 

5  5  i 

Auflösung  1)    744^94  50  32*     Wegen    des    Exponenten  4    ■ 

wird  der  Bruch  4  unwiederholbare,  und  wegen  3*  wird  der  Brach    : 
noch  eine  wiederholbare  Ziffer  haben.     Es  wird  also  |T7=  sein 
O^abcde,  wobei  e  die  Ziffernreihe  bilden  wird.     Es  ist  aber  aach 
wirklich    jjj  =  0,034712.... 

17  17 

Auflösung  2)     12900  ^  2^  5^  3^'    Wegen  des   Exponenten 

5  wird  der  zehntheilige  Bruch  aus  5  unwiederholbaren ,  und  wegen  des 
Exponenten  4   aus   9  wiederholbaren  Ziffern  bestehen.     Es  wird 

17  17 

also  sein   jäögn  =  0,a6crfe|/(grA/Ä://wwp . . . .    Es  ist  aber  |öqS|  auch 

wirklich  0,00131 11728395061172839506  u.s.w. 

17)  Der  Beweis,    dass   sr  einen  zehntheiligen  Bruch  von  3p~^ 
wiederholbaren  Ziffern  gibt,    ist  leicht  herzustellen. 

Dass   ^  und  »9  in  einen  zehntbeiligen  Bruch  verwandelt,  eine 
Ziffernreihe  von  nur  einer  Ziffer  gibt,  bedarf  keines  Beweises.       'i 

a  '  I 

Verwandelt  man  ^  in  einen  zehntheiligen  Bruch,  seist  es  b^     { 

kannt,  dass  g  =  0,aaa ....  ist.    Substituirt  man  also,  für  a  die  Werthe 

12  5 

1,  2,  5  U.S.W. ,  so  ist  g  =0,111...;  g  =  0.222...;  5  =  0.555....  u.«.w. 
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Da  p=:0»aaa....  ist,  so  ist  auch  j^-«  ^ -^ — ^  ""«     Nimmt 

maa   nun  fi!r    a   irgend    einen    Werth   an,    also  z.  ß.  4,    so    ist 

o       4      0»444 
n= 03 =-^^—  =  0,148....     Man  möge   aber  anstatt  4  was  immer 

ntr  einen  Werth  substituiren,  so  muss  die  neue  Ziffemreihe  aus 
drei  ZHFern  bestehen ,  weil  je  3  gleiche  Ziffern  stets  durch  3  theil- 

bar  sind.     Da  man  sieb  im  Bruche         o  '    so  viele  a  oder  gleiche 

Ziffern  denken  kann,  als  man  will,  und  3  gleiche  Ziffern  durch  3 
dmdirt  eine   Ziffernreihe  von  3  Ziffern  bilden,    so  ist  allgemein 

rt-^-^=0,6cd6c€/....  u.  s.  w.     Dividirt  man  die  neue  Gleichung 

a         0,aaa      n  #.  ja  ^#   j  •*  o  u  *  ®        0,aafl.... 

«3  =  — w^  ^^ficdocdbcd....  mit  3,  so  hat  man    1*5  =  — tt-k — 

=  -2 s — -•     Substituirt  man  für  bcd  drei  beliebige,  nicht 

durch  3  theilbare  Zahlen,   z.  B.  148,    so  hat  man  -^ s ---- 

vor  sich.     Diese  3mal  3  Ziffern  müssen   wieder  durch  3  theilbar 

sein    und  es  müssen  für  jede  Reihe  von  3  Ziffern  3  Combinationen 

herauskommen,  was  eine  Ziffernreihe  von  9  Ziffern  gibt,   und  es 

.  _  -  a         a      Ojbcdöcdöcd  ....    .      u  a  ^  il  •#  # 

kann    daher  «3-^=24  = g durch  Ofghiklmnp  vor- 

•          ,^     .  *     t             1      .  1 1.  ■     «        0,148148148.... 
gestellt  werden.     Es  ist  aber  auch  wirklich  7^  =  « 

=  0,049382716....,  wobei  für  a  der  Werth  4  angenommen  wor- 
den  ist. 

Verfolgt  man  diese  Untersuchung  weiter,  so  findet  man,  dass 
3  mal  9  Ziffern  wieder  einen  neuen  Ziffern-Cyclus  von  27  und  so- 
fort endlich  von  81,   243,   729  Ziffern    geben   müssen,   und  dass 

daher  der  Bruch  ^,  wenn  er  in  einen  zehntheiligen  Bruch  ver- 
wandelt wird,  stets  aus  einer  Ziffernreibe  von  3p-^  Ziffern  besteht. 

18)  Es  wäre  nicht  uninteressant,  die  Eigenschaflten  der  an- 
dern Primzahlen  in  dieser  Hinsicht  zu  untersuchen.  Gelänge  es 
Dur,   daför  eine  allgemeine  oder  nur  wenige  Regeln  aufzu- 

•tellen,   so  Hesse  sich   aus  dem  Nenner  eines  jeden  Bruches  r 

schon  entnehmen,  aus  wie  viel  Ziffern  sein  zehntheiliger  Bruch,  oder 
vielmehr  aus  wie  viel  unwiederholbaren  und  wie  viel  wiederhol- 
baren  Ziffern  derselbe  bestehen  müsste.  Der  praktische  Nutzen 
wäre  freilich  nicht  viel  mehr  als  0,  immerhin  wäre  aber  die  Lehre 
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von  den  Eigenschaften  der  Zahlen  um  eine  Kleinigkeit  bereiebert. 
Ob  es  sich  aber  mit  einer  allgemeinen  oder  mit  wenigen 
Regeln  überhaupt  abmachen  Hesse»  ist  eine  andere  Frage»  denn 
bei  der  Untersuchung  von  nur  wenigen  Zahlen  findet  man  schon 
die  verschiedenartigsten  Resultate.  Meisteiitheiis  besteht  die  Zif- 
fernreihe aus  b — 1  Ziffern,  wenn  b  der  Nenner  des  Sehten  Braches 

ist,    häufig  auch  aus  — ä~~  Ziffern,  und  öfters  besteht  die  Ziffern- 

reihe  aus  noch  weniger  Ziffern.  Man  hat  j-  in  Decimalen  ver- 
wandelt und  nach  und  nach  in  b  alle  Primzahlen  von  7  bis  150 
substituirt,  so  dass  man  32  Verwandlungen  vor  sich  hat.  Es  ist 
nicht  gelungen,  daraus  eine  alli^emeine  Regel  ku  abstrahiren,  wohl 

aber  scheint  es  sich  zu  bestätigen»  dass»  wenn  -r  in  einen  zehn- 
theiligen Bruch  verwandelt  wird  (es  versteht  sich,  dass  b  eine  Primsabi 
ist),  der  neue  Bruch  nur  aus  b — 1  Ziffern  bestehen 
könne»  oder  aus  einem  Factor  von  b  —  1,  welche  gefun- 
dene  Ziffernreihe   sich   dann   stets   wiederholt. 

Wjirde  z.  B.  Jemand  ^qz  io  einen  zehntheiligen  Bruch  zu  ver- 
wandeln haben,    und  es   läge  ihm   daran,    die  ganze  ZiffernreihJB 
zu    haben»    so    wäre    zu    untersuchen,    welche    Factoren    in    996    • 
enthalten    sind.      Man   wird    die    Factoren   498,    332,    249»    166» 
83,    12»    6»    4,    3,    2    finden.       Fände     man    nun,     dass    z.   B. 

g^  nach   15   Ziffern   die    Ziffernreihe    erschöpft   hätte»    so   weiss 

man  gleich,    dass  ein  Fehler  untergelaufen  sein  müsse»    denn  q^ 

könnte  wohl  allenfalls  eine  Ziffernreihe  von  12  Ziffern  haben »  weil 
12  ein  Factor  von  996  ist;  wenn  aber  die  Ziffernreihe  mit  der 
12ten  Ziffer  nicht  beendigt  ist,  so  kann  dieses  erst  wieder  bei  der 
83sten  Ziffer  stattfinden  u-  s.  w.  bis  zur  498sten  Ziffer.  Ist  anch 
dann  die  Ziffernreihe  nicht  zu  Ende,   so  ist  es  ein  Beweis,    dass     ' 

Qjgjj  aus  einer  Ziffernreihe  von  6-^1,  also  von  996  Ziffern  bestehen 

müsse.     Dass  im  gegebenen  Falle  die  Ziffernreihe  nicht  aus  2  Zif-    \ 
fern  bestehen  könne,  ist  klar,  weil  b  aus  3  Ziffern  besteht,   aber    \ 

auch  aus  3  Ziffern  kann  die  Reihe  nicht  bestehen»  weil  gqQ=0»001001...    \ 

ist»    folglich  wären  nur  4»  6,  12  oder  mehr  Ziffern  möglich.     Da 
12  noch  eine  kleine  Zahl   ist,    kann  man   die  Division  leicht  bis    , 
zur  ISten  Ziffer  fortsetzen  und  dann   die   weitere  Division  au%»-    ^ 
ben»  weil  man  schon  die  Division  bis  zur  83sten  Ziffer  fortset^n 
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mflsste  aod  dann  wahrscheinlich   noch   nicht    die  Ziffernreihe    zu 
Ende  wäre. 

Um  Liebhabern  der  Rechnenkunst  allenfallsige  weitere  Nach- 
foMchoDgeD  zu  erleichtern,  ist  am  Fusse  dieser  Abhandlung  die 
Anzahl  der  Ziffern  angegeben ,  aus  welchen  die  Ziffernreihe  besteht, 

wenn  man  r-   in  einen  zehntheiligen  Bruch  verwandelt  und  dabei 
10  b  die  Primzahlen  von  7  bis  150  substituirt  werden. 

19)  Wenn  man  eine  Regel  für  alle  Primzahlen  wQsste,  so 
würde  aus  jedem  Nenner  irgend  eines  Bruches  zu  entnehmen  sein» 
ans  wie  viel  Ziffern  die  Ziffernreihe  bestehen  müsste;  denn  von 
den  Exponenten  der  Zahlen  2'",5"  würden  die  unwiederholbaren 
Zahlen  abhängen  und  von  den  andern  Wurzeln  und  Exponenten 
die  wiederholbaren.  Um  Regeln  für  Producte  aus  Primzahlen 
oder  für  Potenzen  derselben  aufzustellen,  müsste  man  langwie- 
rige   Proben   machen,    jedoch   wahrscheinlich   dürfte  sein,    dass 

T—  eine  Ziffernreihe   von  (6  — 1)6"'""^   Ziffern    hat;    besteht   aber 
die  Ziffernreihe  aus  einem  Factor  von  b  —  1,    also  aus  F  Ziffern, 

«o   dürfte  rr  eine  Reihe  von  Fx  F"-^  Ziffern  haben,    t — ,  wo 
o^  o.c 

ö  ond  e  Primzahlen  sind,    müsste  (b — ])(c  — 1)   oder  nach  Um- 
•tSnden  FxG  Ziffern  haben,   z.  B.  i5i7=7rö7  hätte  demnach 

•Ine  Ziffernreihe  von   15  Ziffern,    weil   j|  eine  Ziffernreihe   von   5 

and    ÄS  von  3  Ziffern  hat. 

Sind  Potenzen  von  3  im  Factor,  oder  die  Zahl  11,  so  gestal- 
tet es  sich  wieder  anders,  man  sieht  aber,  dass  die  Auffindung 
dieser  Regeln  eben  keiner  besondern  Schwierigkeit  unterworfen 
wäre,  würde  man  nur  über  die  Hauptregel  in  Ordnung  sein.  Da 
aber  überhaupt  diese  ganze  Theorie  ohne  irgend  einen  praktischen 
Nutzen  ist,  so  verlohnt  es  sich  ohnedies  nicht  der  Mühe,  darüber 
weitere  Nachforschungen  zu  machen^). 


*)  Allgemeine  Untersuchungen  über  diese  Gegenstände  enthalten  be- 
kanntlich a.  A.  die  Disquisitiones  ari thmeticae  von  Gans«. 
Sectio  VI.  p.  540.  und  andere  Schriften;  anch  in  dem  Artikel  Deci- 
malbrnch  im  mathematischen  Wörterbache  von  Klugel  fin- 
det nich  Manches.  Dessenungeachtet  habe  ich  auch  die  im  letsten  Thoile 
den  obigen  mir  eingesandten  Aufsatzes  enthi^ltenen  Bemerkungen  mit 
aMrncken  lassen.  G. 
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20)    Tabelle   Aber    die    Ziffernreihe,    wenn    t    in  ;einen 

zehntheiligen  Brach    zu   verwandeln    ist   und  in    b  die 
Werthe  der  Primzahlen  von  7  bis  150  substituirt  werden. 


a 


sr  bat  eine  Ziffernreihe  von    & 


11 
13 
17 

19 
23 
29 
31 
37 
41 
43 
47 
53 
59 
61 
67 


>9 


99 


9» 


>* 


»> 


J> 


9* 


99 


99 


99 


99 


»9 


>» 


99 


9» 


a 

7« 


a 


99 


11«      " 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


9» 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


9> 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


?J 


99 


99 


99 


2 
6 
16 
„  18 
..  22 
..  28 
„  15 
3 
5 

„  21 
„  46 
„  13 
„  58 
„  60 
„    33 


a 


STT  bat  eine  Ziffernreihe  von    36 


99 


99 


73  „ 

79  „ 

83  „ 

89  „ 

97  „ 

101 

103 

107 

109 

113  „ 

127  „ 

131 

137  „ 

139  „ 

149  „ 


99 


99 


99 


99 


99 


99  99 


99  99 


99  99 


99  99 


9» 


99 


99  99 


»9 


9» 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


9> 


99 


99 


42     = 


a 


6.7=5^x7  Ziffern. 


8 
13 
41 
44 
96 
4 
34 
63 
„  108 
.,  112 
„  42 
130 
8 

„     46 
»   148 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


»9 


99 


„    22     = 


a 


2.11=1^x11  Ziffern. 


2§7=m=ir3i=0«»3^2|2^2^ 
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37_37 
5gr~7.3* 


haben  nur  6  Decim. 


.178130511463844797 
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XVI. 

'as   sphärische  Dreieck,    mil  seinem  Sohnendreiecke 

Verglichen,    mit    besonderer  Rücksicht   auf  Geodäsie. 

Neuer  merkwürdiger  Lehrsatz. 

Vun 
dem  Heraasgeber. 


Bei  Her  Berechnung  topographischer  Dreiecks  netze  bedient 
nan  sieb  jetzt  wohl  ziemlich  allg<>nieiri  des  berCbtnten  Legen- 
jlre'schen  Thenrems,  nelches  behannllich  die  Berechnung  des 
^härischea  Ureiecks  mit  Seiten,  die  gegen  den  Halbmesser  der 
Kugel)  auf  ivelcher  es  liegt,  sehr  klein  sind,  auf  die  Berechnung  eines 
«beDen  Dreiecks  mit  denselben  Seilen  zunickfuhrt,  mit  einer  Annähe- 
Tnng,  bei  welcher  erst  Griissen,  die  in  Bezug  auf  die  Seiten  des  Drei' 
ka  vnn  einer,  die  vierte  übersteigenden  Ordnung  sind,  vernach- 
sBigt  werden.  Ausser  dieser  Methode  der  Berechnung  topo- 
^pbiscber  Dceieckenelze  giebt  es  aber  bekanntlich  noch  eine 
re,  welche  insbesondere  dadurch  eine  gewisse  Berühmtheit 
niangt  bat,  weil  sie  bei  der  Berechnung  der  grossen  französischen 
(iTadmessung  in  der  Base  du  Systeme  metrique  von  De- 
lambre  in  Anwendung  gebracht  worden  ist.  Diese  Methode  setzt 
a  die  Stelle  der  Berechnung  der  sphärischen  Dreiecke  die  Be- 
rechnung ihrer  ebenen  Sehnen-  oder  Chorden  Dreiecke,  welche 
1  die  Sehnen  der  Seiten  der  sphärischen  Dreiecke  gebildet 
werden,  und  beschäftigt  sieb  also  eigentlich  mit  der  Berechnung 
der  Oberfläche  eines  in  die  Erde  beschriebenen  Polyeders  .mit 
dreiseitigen  Gränzflächen.  Ob  diese  keineswegs  unelegante  Me- 
thode gegenwärtig  bei  der  Berechnung  topographischer  Netze  noch 
In  einigen  Dindern  in  Anwendung  gebracht  wird,  ist  mir  unbe- 
itaant;  darf  icb  iodess  aus  einigen  Aeusserungen,  die  icb  in  einer 
£ecensioti  des  Handbuchs  der  höheren  und  niederen  Mess- 
kaode  von  ßarfuas  in  der  Zeitschrift  des  österreichi- 
schen Ingenieur-Vereins.   1834.  Juni.  Nr.  11.  und  12.,  welche 
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Herrn  Riedl  von  Leuenstern  in  Wien  zum  Verfasser  hat, 
finde ^  einen  wenn  auch  nur  unsichern  Schluss  ziehen,  so  scheint 
man  in  Oesterreich,  welches  durch  die  Grossartigkeit  und  Ge- 
nauigkeit seiner  geodätischen  Operationen  sich  immer  so  sehr 
ausgezeichnet  hat,  die  Delarobre'sche  Methode,  und  vielleicht 
nicht  mit  Unrecht,  noch  nicht  ganz  bei  Seite  gelegt  zu  haben. 
Die  von  Delambre  selbst  angewandte  Berechnungsmethode*) 
und  seine,  betreffenden  Formeln  scheinen  mir  Manches  zu  wün- 
schen übrig  zu  lassen  und  setzen  den  Gebrauch  besonderer  Tafele 
voraus ;  andere  neuere  Arbeiten ,  die  vielleicht  diese  Methode  efner 
besonderen  Untersuchung  unterzogen  haben,  sind  mir  unbekannt 
geblieben.  Meine  eigenen  Untersuchungen  über  dieselbe,  welche 
mich  zugleich  zu  einem  neuen,  wie  ich  glaube,  sehr  bemerkens* 
werthen  Lehrsatze,  der  dem  berühmten  Leg^ndre'schen  Theo- 
reme ganz  analog  ist,  und  neben  demselben  wohl  eine  Stelle 
verdienen  dürfte,  geführt  haben,  will  ich  mir  im  Folgenden  niit- 
zutheilen  erlauben,  weil  ich  glaube,  dass  dieselben  sowohl  in  all- 
gemein wissenschaftlicher  Beziehung«  als  auch  namentlich  für  die 
Staaten,  wo  die  Delambre 'sehe  Methode  vielleicht  noch  ange- 
wandt wird,  nicht  ohne  Interesse  sein,  und«  wie  ich  wunschj^, 
dieser  Methode  vielleicht  wieder  eine  erhuhete  Aufmerksamkeit  xu- 
wenden  werden. 

Die  Seiten  und  respectiven  Gegenwinkel  des  sphärischen 
Dreiecks  bezeichne  ich  wie  gewohnlich  durch  a,  b,  c  und  A,  B^  C; 
die  Seiten  und  Winkel  des  entsprechenden  Sehnen*  oder  Chor- 
den-Dreiecks sollen  durch  Oi,  bi,  Ci  und  Ai,  Bi,  Ci  bezeichnet 
werden;  alle  diese  Grossen  sollen  der  Einfachheit  wegen  im  Fol- 
genden in  Theilen  des  der  Einheit  gleichen  Halbmessers  der 
Kugel,  auf  welcher  das  sphärische  Dreieck  liegt,  ausgedrückt  an- 
genommen werden. 

Nach  den  bekannten  Fundamental-Gleichungen  der  sphärischen 
und  der  ebenen  Trigonometrie  haben   wir  die  folgenden  Formeln: 

cos  A  +  cos  B  cos  C 
cos  a  =  — 


cos  6  = 


cosc  = 


sin  ^  sin  C 

cosÄ-fcos  Ccos  A 
sin  Csin  A 

cos  C  +  cos  A  cos  B 

sin  ^  sin  £ 


*)  M.  8.  z.  B.    G^od^sie,     ou    Trait6    de    la    figure    de     la 
terre,   par  Francoear.     Broxetles.  1838.   p.  143. 
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ferner : 


and 


ai=2sinia,     bi:=i^B\%i\bf    C|=2sinfte 


cosfii  = 
cos  Ci  = 


26i6i 
2cicri 
2ai6i 


Hittelet  dieser  Formel  können  die  Winkel  A^,  Bi,  Ci  des  Seh- 
nen- oder  Chorden -Dreiecks  aus  den  Winkeln  A,  B,  C  des  ent- 
sprechenden sphärischen  Dreiecks  berechnet  werden. 

Es  ist  aber  auch : 

sin  16*  +  sin  Je*  —  sin  4«* 

cos  At     =    rj—, 1,       ♦    -1 f 

*  2sin46sin4c 

sin  4  c*  +  sin  Jö*  —  sinJ6* 

cos  Ä  = ^-, — 7 — -. — \ » 

^  2sin4csin^a 

sin  4«*^  +  sin  4^*  —  sin  4c* 

cos  Ci   =  ö~^ — i ' — TT » 

*■  2sin4a9in4o 

also,  weil 

•    1  ft      1— cos«        .     .        1  — cos6                      l— cosc 
0in4a*=: s »    8in46^  = ^ >    sin  4c*  = j^ 

ist: 

1  —  (cos  b  +  cos  c— cos  d) 

cos  At  = 7—5 — Tir~' — i * 

^  4sni46sin4c 

] — (cosc  +  cosa — cos6) 

cos  B»  = , -7—: — ] ; — i » 

^  4sinicsin4a 
1  —  (cos  a  + cos  6  —  cosc) 

cos  C/l      ■— i  a      l        j  •        1  *  * 

'  4sin4asin46 

Setzen  wir 

kiA  +  ß+C)=:S, 

00  ist  bekanntlich: 

.    ,  .  cosÄcos(Ä — A) 

sm  4a*  = -^  i^  «;,>/* — » 

*  sinX>sin  c 

•  ixa  cos<Scos(<S — B) 

sin  lö*  =  —  ■        — jr~' — Ä ' 

sinCsm^ 

.    ,  «           cos<Scos(i$ — C) 
sin  4c*  = ; — .  .    p —  ; 
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also 


=  —  cos  S 


sin  lÄ*  +  Sin  i<?* — «in  Ja* 
8inÄco8(iS-Ä)+sinCco8(S-C)-sini4co8(Ä-i4) 


siiiilsin^sioC 
und  . 

.     lA«    .     I    *       C'^S'^    C0S(iS-Ä)C08(iS— C) 

sin^^  sin  ß  sin  C 

folglich,    weil  bekanntlich  immer 

;r<2i  +  i?  +  C<37t, 
also 

und  daher  cosS  stets  negativ  ist: 

.    ,^  .    ;  CO8Ä4/  cos(*S-i?)cos(Ä-  C) 

sini6sinAc  = -. — ^V  = — d  «   Vi '* 

*         *  sin  2I  T  sin  B  siu  C 

folglich  nach  dem  Obigen: 

sin  Ib^  +  sin  jc^  —  sin  jo^ 

sin  26  sin  ie 

sin^cos(iS>-^)  +  sinCcos(iS— C)~sin^cos(iS— 2^) 
■"  V  sin  ^sin  CcosCÄ— Ä)co8(iS-  C) 

also: 

,        sinÄcos(Ä-ß)+8inCcos(Ä-C)-siuilcos(Ä-^) 

COSili  =  '        ~  *  . • 

*  2V^sinßsinCcos(Ä— Ä)cos(S-C) 

Auf  diese  Weise  haben  wir  also  jetzt  zur  unmittelbaren  Berech- 
nung der  Winkel  Ai,  Bi,  Ci  des  Sehnen-  oder  Chorden-Dreiecks 
aus  den  Winkeln  A,  B,  C  des  entsprechenden  sphärischen  Drei- 
ecks die  folgenden  Formeln: 

sinÄcos(iS— Ä)  +  8inCcos(iS— C)-sin^co8(S— ^) 
2VsinÄsinCcos(S  — Ä)cos(Ä— C) 

^  _8inCcos(iS— C)+sin^cos(iS— ^)— slngcos(iS— g) 
cos/%—  2VsinCsin^cos(iS— Ocos(Ä— ^) 

__8inilcos(iS— il)+singcos(«S— g)— sinCcos(<S— C), 
cos  Ol  :ss  I-  f 

2  V  sin  A  sin  Ä  cos  (Ä  -  ^)  cos  (S—  B) 
aus  denen  sich  auch  die  folgende  bemerkenswerthe  Relation: 


2co8ili  V  sin  ^  sin  Ccos  (iS  --  £)  cos  (5--  O 

-f  2cos^i  V  sin  Csin^^  cos(S—  C)  cos(iS  -  A) 

+2cosCi  V  sin  A  sin  B  cos  (Ä—  Ä)  cos (S  -  C) 
=  sin  il  cos(S—  il)  +  sin  B  cos  (S—  B)  +  sin  Ccos  (Ä—  C) 
oder 

cos^i  ^  cos^i  cos^^ 


V  sin  Jcos(S- J)  ^  VsinÄcos(iS— -ß)      VsinCcosCS— C) 

_8ini<cos(iS—J)+sin^cos(iS-— ig)  +  sinCcos(^— C) 
~2VsinJsinÄsinCcos(*S— ^)cos(S— Ä)cos(S— C) 

ergiebt 

So  elegant  die  obigen  Formeln  zur  Berechnung  der  Winkel 
Ai,  Bi,  Ci  aus  den  Winkeln  Ay  B,  C  auch  sind,  so  sind  die- 
selben doch  Air  den  praktischen  Gebrauch  viel  zu  weitläuOg,  in- 
dem bei  diesem  Gegenstande  Oberhaupt  Alles  auf  die  Entwicke- 
lung  zweckmässiger,  eine  mugiichst  einfache  numerische  Rechnung 
gestattender  Formeln  ankommt,  wozu  wir  daher  jetzt  übergehen 
wollen. 

Wenn  wir  zu  dem  Ende  den  Excess  des  sphärischen  Dreiecks 
ABCy  den  man  durch  die  unmittelbare  Messung  seiner  drei  Win- 
kel ^^  fi,  C  kennen  lernt,  durch  E  bezeichnen,  so  ist  bekanntlich 


also 


S^B=^\n-[-\E'-B=z\n-^{B'^\E), 
S—C^kn  +  \E'-C=\n  -  (C— i£); 


folglich 


cos  Ä  =  —  sin  \  E,    cos  (*S—  ^)  =  sin  {A  —  \E) ; 

und  daher  nach  dem  Obigen: 

,   ,  •      sin4£Jsin(i4  — iJE)        ,        .    ,^       sinÄsinC    .   ,  „ 
•»"*"= sio^sinC al80  6.ni£=^.^^^_.^».nt««; 

woraus  man  sieht,  dass  der  Excess  in  Bezug  auf  die  Seiten  des 
sphärischen  Dreiecks  eine  Grosse  der  zweiten  Ordnung  ist,  was 
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man  bei  allen  folgenden  Entwickelungen  stets  wobl  vor  Augen  zu 
behalten  hat. 

Nach  dem  Obigen  ist  nun: 

cos  {S  —  Ä)=i  cos  \E  sin  A  —  sin  \E  cos  A , 

cos(iS— £)=:cos2£siniS — sin^£co6iS, 

cos(Ä —  C)  =  cos  iE  sin  C  —  sin  IE  cos  C ; 

also,    erst  mit  Vernachlässigung  von  Grössen ,    die  in  Bezug  auf 
die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ordnung  sind: 

coa(S'-A)=zBmA — iEcos^, 

cos(<S — Ä)  =  8inÄ — 5£JcosÄ, 

cos  (*S—  C)  =  sin  C —  \E  cos  C; 
folglich: 

sin  iß  cos  (5 — £) -I- sin  Ccos  (<S  -  C)  -  sin  2I  cos  (iS— i4) 
= si  n  Jff^ + sin  C* — sin  ^* — \E  (sin  B  cos  ß-f  sin  Ccos  C— sin  ^Icos  A\ 

oder,   weil 

.    ^-       1  — cos2^        .    ^      l-cos2ig       .   ^-      1  — cos2C. 
sin-4«= s ,    sinÄ*= ^ ,    8inC*= 3 ; 


Bin^cos^=:4sio2^»    sin^cosiS=isin2£,    siDCcosC=:4'9in2C 
ist,   auch: 

siiiÄcos(iS— Ä)  +  sinCcos(Ä— C)— sin^cos(S— ^) 

1  -  (cos  2g  +  C0S2C--  co82^)      ^^.  .   .„^  .  .^       .  ^^. 
=  -. — ^ 2 l^(sin  2B  +  sin2C—  sid2J). 

Ferner  ist  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit  nach  dem  Obigen : 
cos  (S  -  B)  cos(S  -  C)  =  sin  Bsin  C—  i£sin  (B  +  C) 

=singsin  C  1  — 1£  .    p  '  /}, 
folglich : 

sin  Äsiii  Ccos  (S-Ä)  cos(S  -  C)  =  sin  Ä«8in  C«  1 1  —  4£^^"t!^^, 

also  nach  dem  binomischen  Lehrsätze ,  immer  mit  demselben  Gmde 
der  Genauigkeit,  wie  vorher: 
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1 810  i78in  Cco8  (iS— ^  cos  ('S  —  C)  M 

^  Folglich  ist  nach  dem  Obigen,  immer  erst  mit  Vernachlässigung 
von  Grossen  oder  Gliedern  y  die  in  Bezug  auf  die  Seiten  des  sphä- 
rischen Dreiecks  von  der  vierten  Ordnung  sind: 

o        A      sin^  +  sinC^-^sinJ«,,  .  ,^sin(^+C). 

2cosi1i= n  '    ^ 1  -{■  \E    ,    p   .    ^y\ 

*  smi^sinC  sm^smC 


oder 


j  -^  sin  B  cos  B  +  sin  Ccos  C—  sin  A  cos  A 
*  sin^siuC 


^       sin^a  +  sinC«  — sini4« 

2  cos  A\  = ; — n—i — TS 

^  Sin  ^  sin  C 


,sin(g+,C)   singg  +  sinC^-sin^g 
'  sin^sinC  sin^sinC 

sin  i?cos  B-^  sin  Ccos  C—  sin  ^  cos  i4 


-2 


sin  ^  sin  C 


Nun  ist   aber 


A  =  n-\^E-{B-[-C), 
also 

sinil=— sinti;-(ß+C))  =  cosJ5;sin(ß+C)  — sin£cos(fi+0, 

cos4=~cos|i:— (Ä+C)l=-cos£;cos(Ä+C)-sinJ5;sin(Ä+0; 

folglich»  erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern»  welche  in  Be- 
zog auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ord- 
nung sind: 

sin^=     sin(-ß+C)  — £;cos(Ä+C), 

cos^=— cos(Ä+  C)  —  E  sin  (Ä  +  C); 

tIsOy   mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit: 

sio  A^ = sin  (fi+  C)«—  2£sin  {B  +  C)  cos  (fi+  C) , 

nod»  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  welche  in  Bezug  auf  die 
Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  zweiten  Ordnung  sind: 

sinJ«  =  sin(ß  +  C)2, 

sin  A  cos  il  =  —  sin  (i?  +  C)  cos  {B  +  C). 
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Folglich  ist«  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  welche  in  Be- 
zog auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ord- 
nung sind: 

sinB«  +  sinC«-8inJ« 
=:Vm  Ä«  +  sin  C«  -  sin  {B  +  C)«  +  ^E  sin  (Ä  +  C)  cos  (Ä+  C), 

oder 9    wie  man  leicht  findet: 

sinÄ«+sinC*— sin^« 
= — 2  sin  Äsin  Ccos  (Ä  +  C)  +  2jE;sin  {B  +  C)  cos  (fi  +  C) , 

also: 

sm^smC  \      I     /i  smÄsmc; 

Ferner  ist»  mit  Vernachlässigung  von  Grossen ,  welche  in  Bezug 
auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  zweiten  Ord« 
nung  sind: 

singa+sinC^^sin.1^  /»  .  /^ 

.    g,  .   ^ =— 2cos(Ä  +  C) 

smosinC  \      ■     /       . 

und 

sin  B  cos  B  +  sin  Ccos  C —  sin  A  cos  A 

=  sinÄcosß  +  sin  CcosC+  6in(Ä  +  C)cos(B+  C) 

=  sin  ^cqs  B  +  sin  Ccos  C 

+  (sin  i?cos  C+  cos  ßsin  C)  (cos  B  cos  C — sin  £  sin  C) 
=  sin  ^cos  -ß  +  sin  C  cos  C  +  sin  ^  cos  B  cos  C* 

+  sin  Ccos  Ccos  ß*— sin Äcos  Äsin  C*  —  sin  Ccos  Csin  JB* 
=  sinÄcosfi(l+cos  C«— sin  C«)  +  sin  Ccos  C(l+cosÄ«— sinJJ^ 
=:  2  COS  B  cos  C  (sin  B  cos  C-f-  cos  ^  sin  C) 
=  2cosÄcosCsio(i?+C). 

Also  ist  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit: 

sin(^+C)  sinB^+sinC'-^— sin^g  ^sin^cos^-fsinCcosC-sin^cos^ 
sin  ^  sin  C"  sin /^  sin  C  sini?sinC 

sin(l?+  C)cos(^  +  C)         cosgcos  Csin(^+  C) 
-     ^  sin  ß  sin  C  *  sin  Ä  sin  C 


=  -2 


sin(Ä+0  _      ^ 

-^7^^ß^^{cos(i?+ C)+2cosficosC) 


sin(g+C) 
sin 


=     2  ""'"^p  !  ^  (sin  £  sin  C —  3  cos  £  cos  C). 
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Erst  mit  Vernachlfissigung  von  Gliedern,  welche  in  Bezog  auf 
die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ordnung 
sind»  ist  also  nach  dem  Obigen: 

*  \      1      /  ■  siniösinC 

+  \^  sin  ^ sin  C  ^®''" ^  *'"  ^~" ^ ^®®  Äcos  C) , 

folglich : 

cos  Ai=  —  cos  (B  +  C) 

+  £^'°^p  t  ^^  {cos(g+  C)  +  IsinBsinC-  icosBcoaOy 
sin  B  Bin  C  »       ^      ■      ^  •  • 

also»   wie  man  hieraus  leicht  findet: 

cos  i«!  =  —  cos  (Ä+ C)  —  i  i;  sin  (Ä  +  C)  (3  —  cot  i?  cot  O- 

Setzen  wir  nun 

Ai  ^  A  -\-xE, 
so  ist,  weil 

^  =  ;i:  +  £;— (B+C) 
Ist: 

J,=7r  +  (l+^)£-(B+C), 
also 

cos^i  =  — cosl(l+^)£-(i^+C')l 
=  — cos(l  +  a:)£.cos(i?  +  C)  — sin(l  +  ar)£.sin(Ä  +  C), 

imd  folglich,  erst  mit  Vernachlässigung  von  Grossen,  die  in  Be- 
sag auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ord- 
nang  sind: 

cos4i=  — cos(Ä  +  C)  — (l  +  a:)£sin(ß+0, 

abo  nach  dem  Obigen: 

—  cos(fi+C)  — (l+ar)JEsin(B+C) 

=— cos(fi  +  C)  — i£;sin(Ä+C)(3— cotÄcotC), 

woraus  sich 

1  +cotÄcotC 
^  = 4 

ergiebt;    und  setzen  wir  nun  überhaupt: 

Thell  XXV.  14 
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so  ist: 

1  +  cotBcotC                H  cotCcot^                 Hcoti<cotg 
Är= j ,    y= j ,     z  — j  ; 

oder  auch : 

_cos(g— C)  cos(C--^) cos  (^  —  ^) 

~"      46in^siDC'    ^  4sinCsin^'      ~"      4sin/l  sin^' 

Hiernach  ist: 

cot /<  CO  t  Ä  +  CO  t  Ä  cot  C  +  cot  Ccot -4 

^  +  y  +  «=— ! 4 J 

aber 

fiin  (Fi  -4-  /^^ 

COtilcot^-f-COtCcot^  =  COt^  — ; — p    .     ^9 

8111  O  SlO  C 

und  nach  dem  Obigen,  erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern  der    ; 
vierten  Ordnung: 

cosA  =  —  cos(Ä  +  C)  -  Esm  (Ä  +  C)> 

sin^=     sin(Ä  +  0  — £;cos(ß+C); 
also: 

cot2i  =  — {cos(Ä+C)+£sin(Ä+C)|{sin(Ä+C)~£cos(Ä  +  C)h* 

=— {cot(ß+o+^ni— iE;cot(Ä+c))-» 

=— {cot(Ä  +  C)  +  ^t{l  +  £:cot(ß  +  C)| 
=— cot(Ä+  T)  —  1:  {1  +cot(Ä  +  0*1 
=— cot(l?  +  C)  —  £cosec(ß  +  O«, 
folglich  nach  dem  Obigen: 


cot^cot^  -f  cot Ccot^  =  ~  T^f  t  ^ : 


E 


sin  B  sin  C       sin^sinC8in(A -f  C) 

=  —  cot ficot C+ 1  — >    i>  .   J^>  /k>.  ^> 

smiff  sm  Csm  (J9-f  O 

also 

cot^cot^  +  cot^cotC+cotCcotJ=l~   .    M^  .   ^.   .^ 

sm  fism  Csm  (£ -f  0 

Daher  ist  nach  dem  Obigen:  i 


I 
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E 


^■f  y+i=— Ji  + 


T\ » 


isln  B  siü  C  810  (B+C) 


erst  mit  VernachlSssigong  voo  Gliedern^  die  in  Bezug  auf  die 
Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ordnung  sind; 
und  weil  nun 

Ai+Bi  +  Ci=zA  +  B+C+(a:+y  +  z)E 

ist,    so  ist 

E 

*  '      *  '  ^  '  4sinj?sinCsin(^-f  C) 

=  ''  +  ^'""'*""4sini?sinC8in(ß+C)*^' 
folglich 

E^ 
A,  +  B^+  Ci  =  ^  +  ^^'^^ß^'^^Csin(B+C)  * 

also,  erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  welche  in  Bezug 
auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ordnung  sind : 

^1  +  ^1  +  Ci  =  n. 

Weil  nun  in  dem  Sehnen-  oder  Chorden- Dreiecke 

Ol :  6i  =  sin  Ai :  sin  B^ 
ist,  so  ist 

—  =  sin  Ax"^  sin  Bt . 
«1 

Erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  die  in  Bezug  auf  die 
Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ordnung  sind, 
ist  aber   nach  dem  Vorhergehenden 

Ax:=iA^xE,    Bx^B^yE\ 
also: 

sxuAi  =  smA-\-xEQO»Ar=^\nA  {}.■{■  xEcoXA), 
sin  Bi  =  sin  Ä + yE  cos  Ä = sin  i?  (1  +  yE  cotiS) ; 

folglich 

^=^^(l  +  ^£cot.4)-i(J  -\-yEcoiB) 

=So  ('  -^J^^oiÄ)  (l+yEcotB) 
='.    j  (L^xEcotA+yEcotB). 

14* 
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Nach  dem  Obigen  Ist  aber: 

1  +  cotficotC    ,  ^  .  l  +  cotfccot^_^p 
xcotA'^ycotßzS'^— j cotA  + j coti§ 

cot  ^  — cot  Ä      sin  (A  —  B) 


folglich  : 


oder 


^smAsiüB^ 


bt        sinß,,  .  cot^— cotÄ -^ 

-S-    =    —, 5  (1  -\ Tj iU) 


b^        aing,,       sin(^  — Jg)  ^^ 
Ol        sin^  4siDi4sin^ 


Nun  ist 


sin(g— i£)      sin^co8i£~co8^8ini£ 
sin(il  —  J£)  ■"  sin^cos  J£  —  cos  ^  sin  iE 

smB  —  lEcosB 


folglich 


sin^  — JJScos-^ 

sin  B    l— iE  cot  B 
sin^    1 — {EcotA 

=  ||^(l-J£cot  ^)-i(l-i£cotÄ) 

=|l^(l  +  i£cot^)(l-4JE;cotfi) 

sinß.,  .  cot^  —  cotÄ-^ 
sin^  ^    •  4 


cot  J  —  cotB  -j, sin^    8in(^ — jE) 


wobei  Immer  erst  Grössen  oder  Glieder  vernachlässigt  worden 
sind  9  welche  in  Bezug  auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks 
von  der  vierten  Ordnung  sind.  Also  ist  nach  dem  Obigen  mit 
demselben  Grade  der  Genauigkeit: 

bi  _  sin  (i?-- IE) 
a,  ■"  sin(i4  — !£)' 
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I  und  erst  mit  VernachlSssigung  vou  Grussen  oder  Gliedern,  deren 
I  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Seiten  des  8|ihäiischen  Dreiecks  die 
I  vierte  äbersteigt  *) ,    ist  rolglich : 


^{A~\Ey 


Ueberhaupl  ist  also,  erst  mil  Vernachlässigung  von  Gliedern, 
Idie  in  Bezug  aui  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  einer 
die  vierte  übersteigenden  Ordnung  sind: 


.in(«- 

=  ''' ; 

TBj- 

sin(ß- 
.i„(f- 

=  ''i 

sin{C- 

,  .ln(C- 

%■ 

und  es  ergiebt  sicli  iiun  hieraus  der  Tolgende  merk  würdige  Satü, 
der  nach  meiner  IVlcinung  wohl  dem  Legendre'scheo  Theorem 
an  die  Seite  gesetzt  zu  werden  verdienen  niSchte: 

Die  Winkel  eines  sphärische»  Dreiecke,  dessen 
Seiten  gegen  den  Halbmesser  der  Kugel,  auf  welcher 
ee  liegt,  sehr  klein  sind,  nerilen  auf  die  Winkel  des 
entsprechenden  Nehiien     oder  Chorden- Dreieuks  red  u" 


,    jede 


Winkel    de 


Oreieeks  de 

1    V 

lert 

tes  abzieht; 

d  I* 

ichen    Regeln 

de 

lea  Sehnen- 

ür 

eiec 

«Is   bekannt 

a 

nii 

Ternschläss 

>si 

w 

sphärischer 

D 

reie 

senden  Ord 

)ur 

g  s 

gewiihu- 
:  Seiten 


nd. 

Schon  weil  der  üruch  \  kleiner  als  der  bei  dem  Legendre'schen 
Theorem  zur  Anwejidung  kommende  Bruch  \  ist,  scheint  mir  dieGe* 
inigkeit  des  obigen  Satzes  etwas  griistier  zu  sein,  als  die  von  dem 
Legendre'schen  Satze  gewährte  Genauigkeit,  was  ich  der  Kürze 
»'egen  hier  jetzt  nicht  weiter  erürtern  will,  sondern  zur  Vergleichung 
nur  auf  die  Formeln  in  dem  Aufsätze  Tbl.  XXIII.  Nr.  lU.S.  III.  hin- 


•)  Da  die  Seiten  beider  Dreiccbe,  ile«  (pliHriavhen  und  iles  Sehnen- 
1 4re!efJiB ,  otfeDlinr  von  gloiclior  Ordnung,  die  letiteren  üLrigena  noch 
■lldeiner  als  die  enteren  «ind. 
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weise.  Bei  dem  Legendre' sehen  Satze  wird  der  ganze Eüoess d 
sphärischen  Dreiecks  anf  seine  drei  Winkel  gleich  vertheilt^ 
dass  jeder  Winkel  um  den  dritten  Theil  des  Excesses  vermindert  wird  ; 
bei  meinem  obigen  Satze  weiden  nur  i  des  Excesses  des  sphä- 
rischen Dreiecks  auf  seine  drei  Winkel  gleich  vertheilt,  so  dass 
jeder  Winkel  um  den  dritten  Theil  dieses  Theils  des  ganzen 
Excesses  vermindert  wird. 

Man  muss  wohl  festhalten ,  dass  im  Obigen  bloss  die  Formeln 

sin  (B  — iE)         _      sin(C— jE) 
^^-^^  sin  (A^{Ey    ''*"-''*  sin  (^-i£)  *       \ 

bis  auf  Grössen  der, vierten  Ordnung  festgestellt  worden  sind ,  wes- 
halb es  also  auch  keineswegs  befremden  kann»  dass  im  Dreiecke 
AiHiCi  die  Summe  der  Winkel  nicht  ganz  genau  180^  oder  n  ist» 
sondern  dass  dabei  auch  eine  dem  im  Obigen  immer  festgehal- 
tenen Grade  der  Genauigkeit  entsprechende  Vernachlässigung  ein- 
tritt» wie  oben  gezeigt  worden  ist.  Deshalb  darf  der  obige  Satz 
auch  nicht  ganz  so  ausgedrückt  werden,  wie  das  Legen dre'sche 
Theorem»  sondern  muss  auf  den  ihm  oben  gegebenen  Ausdruck 
gebracht  werden. 

Aus  der  Sehne  s  findet  man  bekanntlich  den  Bogen  Arcf  In 
einem  mit  dem  Halbmesser  r  beschriebenen  Kreise  auf  folgende 
Art.    Weil 

,    Are*        l    s 

ist,  so  ist  nach  einer  bekannten  cyclometrischen  Reihe: 
Ares  _  l    *  ,   1    1    1    «i  ,  1    1  3     1    *« 

also : 

Are*  -  5  +  24^.2  +  ß4Q.^  +  .  •. » 
oder  der  Ueberschuss  des  Bogens  über  die  Sehne  ist: 

Are*     *-24r*  +  640r*  "•■••' 

wobei  man  sich  in  den  meisten  Fällen  mit  der  durch   die  Nähe- 
rungsformel 


Are*  —  *  = 


*» 


24r« 
gewährten  Genauigkeit  wird  begnügen  können. 
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•    il 


Ueber  Convergenz  und  Stetigkeit   der  Potenzreihen. 

Von 

Herrn  Dr.  F.  Arndt, 

PrWatdoceDlen   ao  der  UniTersität  la  Berlin. 


Diese  Abhandlung  ist  dazu  bestimmt >  die  Theorie  der  Stetig. 
keit  der  Potenzreihen  zu  ihrem  Ende  zu  führen,  was  durch  meine 
bisherigen,  im  20.  Theile  dieser  Zeitschrift  publicirten  Unter- 
sochangen  noch  nicht  geleistet  worden  ist.  Ich  bezeichne  diese 
Reiben  mit 

(ß) «,  QiX,   a,2X^,,,..   a«a?",...., 

v¥o  die  Coefficienten  der  Potenzen  von  x  von  dieser  Variabein 
unabhängig  sind.  Die  Grundlage  unserer  Betrachtungen  bildet 
folgendes 

Theorem. 

Wenn  die  Potenzreihe  {R)  für  den  besonderen  Werth 
4  von  X  convergent  ist,  so  convergirt  sie  auch  fOr  jedes 
stf  dessen  numerischer  Werth  unter  dem  numerischen 
Wert  he  von  d  liegt,  und  die  Convergenz  wird  sogar  noch 
stattfinden,  wenn  man  nach  Substitution  des  neuen 
Werthes  von  x  allen  Gliedern  det-  Reihe  das  positive 
Zeichen  giebt. 

Bezeichnet  man  nämlich  mit  i  eine  Grosse,  deren  numerischer 
Werth  (J)  unter  der  Einheit  liegt,  so  kann  der  neue  Werth  von 
jc  durch  ii  ausgedrückt  werden ,  und  die  in  Bezug  auf  Convergenz 
zu  prüfende  Reihe  ist  A,  Ai(jJ),  A^ijJ)^,.,.,,  wo  An,  J  die  nu- 
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luerischen  Werthe  roii  Un,  6  bedeuten.  Betrachtet 
_  Reihe  ais  eine  nach  Potenzen  von  j  fortschreitende,  so  erhellt 
'  ihre  Coiiversenz  a.igenhücklich.  Denn  da  die  Keilie(K)  nach  der 
ToTBusselzung  lör  x=-6  convergent  ist,  so  verschivindet  ihr  all- 
gemeines Glied  n„{f"  mit  «  =  co ,  folglich  auch  der  Coeflicient  von 
_/",  es  werde»  niilhiii  alle  Glieder  der  uii endlichen  Reihe  A,  AiJ, 
A^^,....  eine   endliche  positive  Grilsse  C  nicht  fiherstei)>en ;    nun 

ist  C,  i:j,  Cß eine  coiivergente  Reihe,  da  j   kleiner  als  die 

Einheit,    folglich  auch  A,   AyijJ),   A^(jJ)^,....,    und  um  bo  mehr 

Aus  diesem  Theoreme  lliesseii 


igteich  folgende  Satze: 

ivergenten  Reihe  {R),  naeh 
,    der  numerisch   unter  dem 
Vorzeichen  der  Glieder  be- 
Convergenz  aufhört. 

Pntenzreihe  für  einen  besonderen  Werth  von 
divergirt  sie  auch  für  jeden  numerisch  grUs 
11'ie  auch  immer  die  Zeichen  der  CoefGcienteii 


I.     Man  darf  in  der  für  a 
dem  für  x  ein  Werlh  gepelzt 
numerischen  Werthe  von  &  liegt, 
lieliig  ändern ,    ohm 

'2.  Wenn  eine 
X  divergent  ist,  so 
sern  Werth  von  x, 
beschaffen  siud. 

3.  Wenn  die  Reihe  (W)  für  x:=S  convergirt,  so  wird  anch 
noch  die  Reibe  der  numerischen  Werthe  ihrer  Glieder  cunvei^cnt 
sein,  wenn  nur  die  Reihe  (Ä)  selbst  noch  für  einen  Werth  von 
tf  cgiiTcrgirt,  dessen  numerischer  Wertli  tten  von  S  übersteigt. 

Hiernach  sind  in  üezug  auf  die  Ponrergenz  einer  Potenzreihe 
nur  folgende  Falle  möglich; 

4.  Die  Reihe  liann  für  den  einzigen  Werth  x=Q  convei^Kt 
sein,   z.B.  x,  l.^x"^,   1,2.3.^3,.... 

5.  Sie  kann  für  alle  x  zwischen  0  und  -f  oo  convergent  sein. 
Hieraus  allein  folgt,  duss  die  Oonvergenz  auch  für  alte  x  zwischen 
0  und  — OD  statt  hat;  ferner,  dass  die  Keihe  inmier  convergent 
bleibt  von  x^  —  'k  \\\s  x=-  -|-  tx,  nenn  man  »«talt  der  CoefGcien- 
ten  ihre  numerischen  Werthe  beizt.  Reihen  dieser  Art  sind  die 
c*,  sina-,  cos;c. 

6.  Findet  weder  der  eine,  noch  der  andere  Fall  statt, 
lassen  sich  für  x  eine  untere  und  eine  obere  Grenze  —l  und  4-f 
angeben ,  so  dass  für  alle  x  zwischen  diesen  Grenzen  ConvergenE, 
filr  alle  x  ausserhalb  derselben  Divergenz  stattfindet,  und  dies 
gilt  immer  noch,  wenn  man  für  die  Coeflicieuten  der  Reibe  ibie 
numerischen  Werthe  Kubstitulrl.  Reihen  dieser  Art  sind  die 
logd  +  a:).    arcffi.r 
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7.  Ist  der  namerische  Werth  von  /  grOsser  als  /,  so  ist  es 
löglieb,  dass  der  nnmerische  Wertb  von  On/"  anter  einer  end- 
leben  positiven  Grosse  C  bleibe ,  wenn  n  in's  Unendlicbe  viäcbst. 
Es  sei  nSmIicb  (y)  der  absolute  Wertb  von  y,   und  i  so  gewäblt, 

dass  T-T  <  t  <  1.     Bliebe  nun  Uny^  numeriscb  unter  C,    so  wurde 

ffy  di/i,  a^)^'**»  ^^^^  eonvergente  Reibe  sein;  dies  ist  aber  au- 
■oglich«  da  der  numeriscbe  Wertb  von  yi  über  /  liegt  und  die 
Reibe  {R)  für  alle  x  ausserbalb  der  Grenzen  — /  und  -f  ^  naeb 
der  Voraussetzung  divergent  ist. 

Es  mag  bier  bemerkt  werden,  dass  in  diesem  Falle  das  all- 
gemeine Glied  Ony"  nicbt  unendlicb  i gross  zu  werden  braucbt  mit 
s  Bugteicb.  Es  könnte  z.  B.  dasselbe  für  eine  gewisse  Reibe  von 
Wertben  der  ZabI  inimerwäbrend  wacbsen,  für  eine  andere  Reibe 
von  Wertben  sogar  unendlich  klein  werden. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  beweisen  wir  folgendes 


T  b  e  o  r  e  ni. 

Die  Summe  jeder  Potenzreihe  {R)  ist  in  dem  Inter- 
val!  ihrer  Convergenz  überall  eine  stetige  Funktion 
von  X. 

Ich  bemerke  zuvörderst,  dass  es  genügt,  die  positiven  Werthe 
TOD  X  in  Betracht   zu  ziehen.     Die  Grenzen  der  Convergenz  be- 
'     zeichne  ich,    wie  oben,    mit  — /,    + /,   wo  />0,    übrigens   auch 
=  00  sein  kann.     Die  Summe  der  Reibe  {R)  erhält  also  für  jeden 

.Wertb  von  orT^'O  und  </  einen  bestimmten  Werth.     Den  Werth 
von  X  bezeichne  ich  mit  d,  und  setze 

a  +  ciid  +  r/2Ö^  +  a3^^+  in  inf.  :=.  f(S). 

Die  Zunahme  i  von  (^  kann  positiv  oder  negativ  sein;   im  ersten 
Falle  mus^  man  i  so  klein  genommen  denken,  dass  d-f  t</,    un- 
ter welcher  Voraussetzung  die  Reihe  convergent  bleibt,  wenn  man 
*  d-t-i  statt  d  setzt.    Betrachten  wir  nun  zuerst  i  als  positiv  und  setzen 

a  +  ai(d  +  i)  +  aa(^  +  i)2+a3(d  +  i)^+  in  inf.  =  f(d^i). 

Es  liit  zu  zeigen,  dass  die  Differenz 

A«+0-A«)=«i((^+»)"-^)  +  «2((^+0*-<5^)  +  «8((^+Ö«-«»)+  in  inf. 

mit  t  zugleich  unendlich  klein  wird. 
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Nach  dem  Vorhergehenden  bleiber  die  Reihen  für  f{B),  /{d-t-'i) 
noch  convergent,  wenn  Diau  elatt  der  Coetlicieoteti  ihre  nutneii- 
scben  Werlhe  selzt.     Bezeichnen  wir  also  dun  numerischen  Weitli 

von  an  mit  A„.   «o  isl  ^|  «ö  +  j)  -  tf) ,    A^({3 +  i)^~S') ehen- 

l'alls  eine  convergente  Reihe,  deren  f^uiume  wir  mit  D  bezeich- 
nen »ollen.  Der  numerische  Werth  von  fid  +  i)  -  flS)  ist  offen- 
bar -^  D,  wir  haben  also  nur  nachieuweisen,  dass  />  mit  i 
unendlich  klein  wird.  Zu  dem  Ende  theilen  wir  die  Reihe  für 
in  znei  Theile : 

t  =.■  A, ((d  f  i)-S)  + .... + Än^x ((d  +  0"-' - -i"-') , 

^  =  .-l,((Ä  +  ^)'■-'J")  +  A+l(('J^-0'•^»-''"+^)  f    in 
uTld  bezeichnen  mit  f  eine  beliebig  kleine  posilive  firiisse.    Wegen 
der  Convergenz  der  Reibe  für  Wwird  fi'lr  jedes  ('</ — d  der  Rest 
r  mit  n  —  'X>  reD^chninden,  man  wird  aisu,  nachdem  lijr  i  ein  be- 
stimmter Werth    (</— d)   gesetzt    worden,    die  Zahl  n  so    gross 
nehmen  können,  das9  die  Bedingung  T<.\e   erfüllt  ist.     Dieselbe 
wird  auch  niemals  aufgehoben  werden,  wenn  man  t  stetig  abneh-  I 
men  lässt,    da  die  (ilieder  von  r,    wie  man   sieht,   mit  i  zugleich 
sämmtiicb  abnehmen.     Man    kann  also,    nachdem  ein  angemesse- 
ner Werlh  von  n  gewählt  worden,    i  noch  weiter  abnehniea  las- 
sen und  so  klein  machen,  dass  t  ebenfalls  <  Jt  wird,    ohne  dass  | 
die  erste   Bedingiins  r<it  dadurch    aufgehoben   wird.     Hieraus 
folgt  aber  ( -f  r  oder  li<.s.  w.  z.  b.  w.  —  Ganz  ähnlich  wird  der  i 
Beweis  filr  ein  negatives  i  gefuhrt.  I 

Es  ist  aber  der  Fall  noch  übrig,  wo  die  gegebene  Reihe  auch 
noch  für  den  Grenzwerth  *=/  convergent  ist.     Dass  unser  Lehr* 
satz  auch  in  diesem  Falle  noch  richtig  bleibt,    werden    wir  durch 
nene  Princi|)ien   zeigen,    denn  die  vorhergehenden  Schlüsse  HÜr-*! 
den    ihre  Kraft  verlieren,    wenn  es    sich  nicht    gerade  ereignete,  ' 
dSLsa  die  Reihe  der  numerischen  Wertlie   der  Glieder  noch    für  I 
a:  =  /    convergent    bliebe.      In    diesem   Falle    ist  z.  B,    die    Reihe  1 
X,  ~\ic^,  \x^,  —ix*,....  für  3-=l.     Cebrigeiis  erstreckt  sich  die 
Gültigkeit  der  folgenden  Betrachtungen  allgemeiner  über  alle  x  <^l.    I 

Es  sei  i  positiv  und  unter  der  Einheit:    tpi,  ry^,  tp^ ein^ 

unendliche  Folge  von  Grössen,    deren  Werthe   von   i   unabhängig 
sind,  auch  soll  tp«  mit  n  =  <x,  verschwinden.     Die  Summe  der  con- 

vergeoten  Reihe  <f(l  —  ti,  tp,i(\  ~i) 'pnP'il-i),....  (Ä)  wird 

sich    der  Null   nähern,    wenn   i  gegen    die  Einheit  coavergirt.   — 
Um  diese  Behauptung  zu  erweisen,  theilen  wir  S  in  zwei  Theile: 
(=va-»")  +  'PiiCl-i)  +  ....  +  ?.„-i.-»-'(l-0, 
r  =  qjni"  (1  —  0  +  9-.+1»"  ^'  (1  -  0  +  in 
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und  bezeicboen  mit  £  eise  beliebig  kleine  positive  Gru«se.  Aach 
•ei  R  so  gross  geuomroen ,  dass  jedes  Glied  der  unendlichen  Folge 
fn»  9H-1»  9>fi4-29*«**  numerisch  kleiner  als  is;  alsdann  ist  der  nu- 
merische Werth  von  r  kleiner  als  ifi*»(l — t)(l  +  i  +  i*....)  <4«-**» 
also  am  so  mehr  <  le.  Hierauf  nehme  man  i  der  Einheit  so 
Bähe,  dass  auch  t  numerisch  <|£",  alsdann  ist  aber  der  nume- 
risdie  Werth  von  Ä  <f,  w«z.  b.  w.  *) 

Allgemeiner  ist  folgendes 


Theorem. 

Es  sei  t  positiv  und  unter  der  Einheit;  Q,  Qi,  0^^,.^ 
eine  unendliche  Folge  von  Gliedern,  deren  Werthe  von 
t  anabliftiiyiy  sind,  auch  soll  <2>n  sich  der  Grenze  L 
nShern,  wenn  n  unendlich  gross  wird.  Die  Summe  der 
Gonvergenten  Reihe  <P(1— ö»  ^i2(I  — 0*  ^2^(1 — 0>—-  wird 
gegen  die  Grenze  L  convergiren,  wenn  i  sich  der  Ein- 
heit nähert. 

Der  Beweis  für  diesen  Satz  lässt  sich  auf  den  vorhergehen- 
den Kurüekfilhren.     Setzt  man  nämlich 

a>(i-i)+a)ii(i-o  +  <^2*'*a~Of .  ..  =  «» 

L(l~t)  +  Li(l—t)+Lt«(l-.0 +  ....  =  !,; 

80  findet  auf  die  Reihe 

(t-(D)(l— i)  +  (L-^,)i(l-0  +  (L-<2>2)i«(l— i) +  ....  =  L-Ä 

iw  vorhergehende  Satz  Anwendung. 

Kehren  wir  nun  zur  Potenzreihe  (R)  zurück  und  setzen 

wo  d>0  und  "T /,  i  ein  positiver  ächter  Bruch.  Es  ist  zu  zei- 
gen, dass  si  sich  der  Grenze  $  nähert,  wenn  1  —  i  unendlich 
kkin  wird. 

Um  dies  nachzuweisen,  bezeichnen  wir  die  Summe  der  n-|-l 
ersten  Glieder  von  s  mit  «("),  so  dass  also  «(")  —  «(«-i)  =  cin^"  und 

*)  OffiBnbar  verlieren  die  Schlüsse  ihre  Kraft,  wenn  die  Coeffieien- 
kn  9  von  /  abhängig  sind.  Der  Satz  ist  dann  auch  nicht  immer 
lidüig.  $0  convergirt  z.  B.  die  Summe  l~-/-|-/>(l-Hf)-f /«(l— f)-f-/«(l.-0 
-f  in  ioft  gegen  die  Grenze  J ,   wenn  l  sich  der  Einheit  nähert. 
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«,,  =  0+0,(00.... +anC«)"-^*'*  + («'-»")»-■  +  (''■'-'*"-'>)'■" 

=»^1-1)  +.'i(l-0  +  . ...  +#<»->'.-"-'fI  -0  +  fWi". 


Lässt  man  in 
.die  Tolgende: 


r  Gleichung  n  unendlich   werden ,  i 


,'>(l-<)  +  »'i(l-0+»"i'(l-»)+  in  iiif. 


Hier  bilden  nun  die  CoerScianlen  s°,  i' ,  *"....  eine  unendliche 
Fülge,  deren  Glieder  von  i  unabhängig  eind,  auch  convergirt  ("■) 
gegen  die  Grenze  >,  nenn  n  unendlich  grosg  vrird.  Nach  dem 
vurhergehenden  Theoreme  nähert  sich  also  a  der  Grenze  r,  wenn 
i  sich  der  ILinheit  nähert,  w.  z.  h.  w.  —  Hiermit  ist  nun  die  Ste- 
tigkeit der  Pritenzreihen  liir  alle  Fälle  ernjesen. 

Wir  schliessen  hieran  die  Betrachtung  der  Reihen,  »eiche 
durch  Differenzialion  einer  l'otenzreihe  nach  der  Variabein  x  eut- 
Btehen,   nämlich 

(r)....  o,,  lii^x,  3«3a;*,,..,   nn^x"-* 


Für  die  beiden  Keihen  {R),  (t)  sind  die  Gr 
nvergenz  die  nänilichen.  Nur  fflr  die  Gren 
t  niclit  gleichzeitig  Convergenz  oder  I 


att   : 


I  fir 


n  selbst 
vergenz 


um  dies  zu  erweisen,  betrachten  wir  zuerst  einen  Werth  ß 
von  X,  der  zwischen  —/  und  +/  liegt  (—/und  +/sind,  wie 
immer,  die  Grenzen  der  Coiivergenz  für  die  Reihe  (ß)).  Es  ist 
also  nachzuweisen,  dass  die  Reihe  (r)  (Vir  x  =  |3  convergirt.  Es 
seien  (^),  A^  die  numerischen  Werthe  von  ß,  an,  und  /  so  ge- 
wählt, dass  y^(ß)  und  <^l.  Nach  den  obigen  Principien  ist  die 
Reihe  A,  AiY,  J^y*....    cotivergent.      Nun  wird    das  Verbfiltniss 

— ^jj-  mit  n  unendlich  gross,  wie  leicht  zu  zeigen,  folglich  fflr 
hinreichend  grosse  n  die  Potenz  (/^.l    fortwährend  >n+l,  d.  fa. 

(«  +  I)W"<y>  folglich  ^,,  lA^iß),....  {n  +  l)A{j3)*'....  eine 
Gonvergente  Reibe,  also  auch  Oi,  la^,  SwaiS*,..,.,  w.  %.  b.  w.  — 
Es  liege  ferner  ß  ausserhalb  der  Grenzen  — /,  -|- /.  Die  Reihe 
(r)  wird  dann  für  x=ß  divergent  sein.     Denn  man  nehme  y>/ 
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nod  <(/?).    Wfire  nan  die  Reihe  (r)  fär  J7=|3  convergent^  so  wSre 
4,  ^-^y»  34B)^«*<*-®beDfalls  eine  eonvergeote  Reibe,    also  auch 

A,  Alf,  2A^y^,...,,   uod  um  so  mehr  a,  a^y,  a^* Dies  ist 

aber  wegen   y  >  /  onrooglich. 

Wenn  man  also  eine  Potenzreihe  wiederholt  differeoziirt  nach 
der  Variabein  x,  so  werden  för  alle  diese  Reihen  die  Grenzen 
der  Convergenz  immer  die  nSmüchen  sein,  nnd  die  Reihen  ste- 
tige Funktionen  von  a:  in  dem  Intervall  (— /,  +1).  Nur  för  die 
Grenzen  selbst  wird  der  Charakter  der  Reihen  in  Bezug  auf  Con- 
vergenz  in  der  Regel  ein  verschiedener  sein. 


Theorem. 

Wenn  die  Gleichung  /(ar)  =  a -f  ^i^ -f  <M^^  +  ^s^'-i-**** 
von  a=z — l  bis  x  =  -{-l  gilt  (excl.  oder  incl.)»  so  gilt  die 
GJeichung  f(x)z=zai-i-2a2X  +  3a^x^-\- —  genau  zwischen 
denselben  Grenzen,  übrigens  auch  noch  für  x  =  +  l  oder 
x= — /,  wenn  die  Reihe  rechts  für  einen  dieser  Grenz- 
werthe  noch  convergent  ist. 

Bezeichnen  wir  nämlich  die  Summe  ai-{-2a^-{-3a^x^'i'  in  inT, 
mit  g>ix),  und  mit  X,  x  zwei  Werthe  von  x  zwischen  — /  und  -f  (» 
so  ist  bekanntlich,  da  alle  Glieder  von  ^>(x)  und  ^(^r)  selbst  ste- 
tige Funktionen  von  x  sind: 

/*  jp  p  X  p  X  p  X 

/       9>(;r)dar=/       aidx-{- 1      2a^dx-\^  I      Sa^^r^do; -f  in  inf. 


/ 


q>{x)dx  =  f{x)  —  /(X). 


Die  Differenziation  dieser  Gleichungen  nach  x  gibt  (p(x)=sf'(x), 
w»  z.  b.  w. 

Die  Wichtigkeit  dieses  Satzes  bei  Summationen  leuchtet  ein. 

Es  wird  noch  bemerkt,  dass  eine  Potenzreihe  einen  ganz  ver- 
schiedenartigen Charakter  erhalten  kann,  wenn  man  die  Glieder 
gruppenweise  vereinigt,  wodurch  eine  Reihe  entsteht,  deren 
Glieder  nicht  mehr  die  Form  ano:^  haben. 

Nimmt  man  in  der  Reihe  (R)  für  x  einen  complexen  Werth 
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ff{c(^B9p-{-iHmff>),  während  die  Coefißcieiiteii  reell  bleiben»  so  kann 
man  naeh  den  Grenzen  der  Convergens  der  reellen  Reiben 

fiipsing),     cr2P^sin29>,     asp'sinS^,.... 

fragen»  wenn  die  Grenzen  der  Gonvergenz  ( — l,  -f  0  Hlr  die  Reibe 
Of  ^iP»  ^0^9  ^s^^*'**  bekannt  sind.  In  dieser  Beziebang  iässt 
sieb  behaupten ,  dass  jede  der  genannten  Reiben  von  ^= — /  bis 
x=i  +  l  convergent  ist.  Es  convergirt  nümlicb  die  Reihe  A,  AiQf 
A2Q^9*'"f  wenn  ^</  ist,  also  auch  A,  AiQcosq),  A^Q^ cos2g>,..,.f 
folglich  um  so  mehr  a,  OiQcosq),  a2Q^coa2q),....;  und  ebenso 
aiQ8\n(p,  a^Q^sinq),...,  Die  Reihe  (R)  ist  also  immer  conver- 
gent» wenn  der  Modulus  von  ac  unter  /  liegt,  und  zwar  für  jedes 
q),  Dass  sie  aber  divergent  sei,  wenn  der  Modnius  von  x  über 
Miegt,  kann  nicht  behauptet  werden.  Z.B.:  Die  Grenzen  der 
Convergenz  fl5r  die  Reihe  1,  ar,  2«*,  |a:*,  4a:*,  iar*,  8ar®....  sind 
—  iV2,    4- 9  V2»   s^cr   ^1^   Grenzen    der  Convergenz    der  Reihe 

"    o^sing),   2a:*sin2g>,  ^or^sinSg?,  4a7*sin49>,....   für  9>5=ö"  ®'"d  ^®>* 

ter,  nämlich  — \/2  und  +  V2,  wie  leicht  erhellt*).  —  Allge- 
meine Theorien  hierGber  lassen  sich  erst  dann  aufstellen,  wenn 
man  über  die  Art  des  Wachsthums  der  Coeflicienten  a,  Oi,  o^»—* 
bestimmte  Annahmen  macht. 


*)  Dies  hat  darin  seinen  Grund ,  dass  man  für  einen  gegebenen 
Winirel  9,  auch  wenn  er  zu  n  \n  einem  irrationalen  Verhfiltniate  steht, 
immer  eine  unendliche  Reihe  von  Werthen  der  Zahl  n  angeben  kann« 
dass  sin;29  beliehig  klein  wird. 
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XVIII. 

Ueber  die  Schätzung    des  mittleren  Fehlers  directer 

Beobachtungen. 

(Vierter  Nachtrag  bot  Aasgleichangtrechoang.)  *) 

Von 

Herrn  Professor  Geriing 

in    M  a  r  b  a  r  g. 


Die  Ableitung  der  Formel  für  den  mittleren  Fehler  in  $.  16. 
meiner  Ausgleicbungsrechnung  hat  bei  dem  mündliGhen  Vor- 
trage immer  genügt.  Im  Laufe  der  Zeit  aber  habe  ich  mich  über- 
leugty  dass  fiSr  Leser  hier  doch  einige  Unklarheit  übrig  bleiben 
kann,  weil  nicht  scharf  genug  herausgehoben  ist«  weshalb  eine 
einzige  fingirte  Beobachtung  erforderlich  und  genügend  ist>  um 
das  Bedürfniss  einer,  unsere  Kräfte  übersteigenden  äusseren 
Hfiife,  da  wo  unser  Rechnen  nicht  mehr  hinreicht,  möglichst 
zu  erfüllen. 

Demnach  sei  es  mir  erlaubt,  zumal  auch  S.  39.  der  (angezeigte) 
Druckfehler  störend  einwirken  kann,  die  ganze  betreffende  Stelle 
?0D  S.  38.  Z.  Ti  V.  o.  bis  S.  39.  Z.  10  v.  u.  in  einer  neuen  Redaction 
hier  za  geben. 

Ich  würde  demnach  jetzt  schreiben  : 

„Die  genaue  Bestimmung  dieses  m  erforderte  also  eigentlich, 
dasfl  wir  das  wahre  O  kennten.  ~  Dazu  fehlt  uns  offenbar  nur 
eine  entscheidende  Beobachtung,  welche  nicht  nur  fehlerfrei 
wire  (was  allerdings  möglich  ist,  weil  sich  unsere  Fehler  zufällig 
•nTheben  können),    sondern  welche  auch  als   fehlerfrei  von  uns 


*)  Die  froheren  Nachtrage  siehe  in  Theil  VI.  S.  141.  and  375. 
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erkannt  iverden  klionte.  —  Dieses  Erkennen  einer  zufällig  feh- 
lerfreien Beobachtung,  nelches  dann  auch  alles  frühere  and  spft> 
tere  Beobachten  überilüssig  und  somit  aller  Ausgleichung  ein  Ends 
machte,  ist  aber  für  unsere  menschlichen  Kräfte  eben  so  nn- 
müglich,  als  die  Kenntnisa  der  einzigen,  nolhnendig  fehlerfreien 
Beobachtungsgrösse  O  selbst,  nelcbe  die  unerreichbare  Gräme 
aller  unserer  Beobachtungen  bildet.  —  Deshalb  müssen  Mir  darauf 
verzichten,  das  in  genau  zu  berechnen  nnd  uns  vielmehr  mit 
einer  möglichst  angenäherten  Schätzung  begnügen." 

„Hierzu  benutzen  wir  die  bekannte  Erfahrung]  dass  geivühn- 
lich  unter  jeder  grösseren  Reihe,  ja  oft  schon  unter  einer  gerin- 
gen Anzahl  von  beobachteten  o,  sich  das  aus  i^nen  berechnete 
Jd  selbst,  znweilen  sogar  öfters,  lu  linden  pllt^gt.  Kommt  nun 
dieser  Fall  vor,  so  schreiben  wir  jedem  beobachteten  M,  eben 
so  wohl  wie  den  übrigen  o,  den  mittleren  Fehler  m  i.\\.  Umge- 
kehrt werden  wir  also  auch,  nenn  wir  uns  zu  den  vorliegenden  o 
noch  die  uns  fehlende  eine,  über  den  wahren  Werth  von  O  ent- 
scheidende Beobachtung  hinzudenken,  die  Abweichung  dersel- 
ben von  dem  berechneten  Mittel  ^m  sel/en  dürfen.  —  Das 
Hinzudenken  dieser  Beobachtung  hat  also  die  Folge^  dass  sich 
unser  vorher  als  Minimum  berechnetes  [cc]  in  die  Summe  [cej  -fmin 
verwandelt.  —  Demnach  halten  wir  uns  für  unsere  Schätznng  be- 
rechtigt, diese  Summe  nunmehr  auch  als  die  Summe  der  Qu&' 
drate  der  Abneichungen  von  der  Wahrheit  zu  betrachten,  zu  deren 
Kenntnise  nur  jene  Beobachtung  fehlte,  und  dieselbe  auf  unsere 
vorhandenen  o  zu  gleichen  Theilen  zu  vertheilen,  also  za  setsen: 
i(imni  =  [üBJ+jnm,  d.  h 

„Ehe  wir  weiter  gehen,  wird  es  nützlich  sein,  noch  Einiges 
anzumerken. 

„Vorerst  müssen  wir  dem  Irrtbume  vorbeugen,  als  sei  ein 
Widerspruch  zwischen  dieser  letzten  Gleichung  und  n.  5.  —  Dies 
Icaun  höchstens  nur  auf  den  ernten  Blick  so  scheinen,  indem  man 
etwa  glaubte,  wenn  man  Tf=:  O  setze,  so  müsse  man  nicht  nur 
[wa]  =  i(,w"»>  sondern  auch  FF— Jtf  =  ni  setzen.  Diese  letzte  Sub- 
stitution ist  aber  offenbar  ganz  anzulässig,  indem  nach  dem  Vor- 
hergehenden 0~M  nur  dann  =  m  gesetzt  werden  kann,  wenn 
man  sich  eine  von  beiden  Grössen  als  beobachtet  denkt,  statt 
dass  eich  n.  5.  nur  auf  das  nach  n.  I.  berechnete  M  und 
eine  bekannte  oder  angenommene  Zahl  IF  bezieht."  —  Was 
aber  u.  s.  w. 


»    lo 
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Ich  benutze  diese  Gelegenheit,  um  noch  die  Berichtiguo- 
gen  nachsutragen ,  welche  bei  dem  Verzeichnisse  hinter  dem  In- 
halte übersehen  und  nach  und  nach  aufgefunden  sind. 

T  T 

S.  46.  Z.  2  V.  o.  statt    ,y-       —  lies  — Ft=« 

8.  61.  Z.  7  V.  u.  hätte  noch  angemerkt  werden  sollen ,    dass 

das  nicht   accentuirte  n  hier    offenbar   eine 
andere  Bedeutung  hat  als  S.  37. 

8.  84.  Z.  7  T.  u.  statt  7m  lies  7/iti. 

8.  95.  Z.  13  F.  u.  statt  ni]  und  m^,  lies  m^  und  nis. 

8. 107.  Z.  6  V.  u.  statt  Oj  lies  o. 

8«  109.    sind    in  vier  verschiedenen  Zeilen  bei  den  partiellen 

Differentialquotienten  die  sonst  gewöhnlichen 
Parenthesen  vergessen. 

8. 118.  Z.  8  V.  o.  statt  2E.^^AE^  lies  ^E^-{^AE^. 

8. 142.  Z.  9  V.  o.  statt  0J2687n  lies  0,l'i387n. 

8. 152.  Z.  8  V.  u.  statt  ,,die''  lies  ,,den.'' 

8. 153.  Z.  15  V.  0.  ist  zuzufügen:  ^^wo  «  die  mittlere  Abweichung 

der  Gewichtseinheit  bezeichnet.'^ 

8. 173*  Z.  4  V.  0.  statt  ^^dann  solche '^  lies:    ^^dann  aus  den  w 

die  Vy  um  solche. '' 

8. 184.  Z.  4  V.  o.  hinter  y^schliessen^'  ist  zuzufügen :  y^und  keine 

anderweite    Bedingung    für    sie    zu    erfüllen 
bleibt." 

8.  187.  Z.  10  V.  o.  statt    „Winkelmessungen"    lies:     „Winkel- 
messungen auf  verschiedenen  Standpunkten." 

8.  201.  Z.  16  v.  u.  statt  mm  lies  m« 

8.  2Q^.  Z.  11  V.  o.  ist  hinter  ,,zum  V^oraus"  zuzufügen:    y,blosa 

in  Beziehung  auf  die  Winkel." 

8.202.  Z.  12  V.  o.  ist  hinter  ,, Polygon"  einzuschalten:   ^/m  die- 
ser Hinsicht  allein." 

8.217.  Z.  2  V.  u.  statt  p^%  lies  p^=:'l. 

8. 238.  Z.  13  V.  o.  sind  die  Worte  „am  Fnde"  zu  streichen. 

8.240.  Z.  13  V.  o.  statt  46'  lies  36'. 
ThcU  XXV.  15 
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S.  S64.  Z.  6  V.  u.  statt  log  k    lies  log  sin  |  . 

S.  268.  Z.  3  V.  o.  statt  '^'['^^   lies  ''^^"^^^ 

S.  282.  Z.  9  V.  u.  statt  „7  kein"  lies  „7,  Fig.  18  kein." 

S.  304.  Z.  11  V.  o.  ist  hinter  »ywir"  einzuschalten:    ^^vorausge- 

setzt,  dass'nur  die  Richtungen  (ausnahms- 
weise) henatzt  werden  sollten." 

S.  325.  Z.  8  V.  o.  statt  yiMessungen"  lies:  „Wiokelniessungen." 

S.  334.  US*  14  V.  o.  Ist  zuzufügen :  ^^so  dass  die  Coordinaten  durch 

Zusammensetzung  gefunden  werden  können." 

S.  336.  Z.  3  V.  o.  statt  dr„))  lies  dr«). 

S.  336.  Z.  3  V.  u.  statt  »^Seiten- Polygon"  lies:    y,eine  Seiten- 
Polygon.  " 

S.  343.  Z.  8  V.  o.  statt  ^^diesen ....  Ordinaten"  lies:  y,dieser .... 

Ordinate." 

S.  349.  Z.  19  y.  o.  statt  9,01789  lies  0,01789. 

S.  349.  Z.  19  V.  u.  statt  6,36530»  lies  0,36530n. 

8.  351.  Z.  14  V.  o.  statt  r>  lies  r^. 

S^3lSi9.  Z.  1  Y,  u.  statt  A^  lies  A^. 

S.  391.  Z  8  V.  o.  statt  Ar,  ==  -f  0,3  lies  A:3=  -f  0,3. 

S.  391.  Z.  9  V.  o.  statt  4,621  lies  4,641. 

S.  391.  Z.  10  V.  o.  statt  2,581  lies  2,591. 

S.  392.  Z.  S  V.  o.  statt  3)  lies  c). 

8.  402.  Z.  15  V.  o.  statt  k,  lies  ki. 

Endlich    ist  Fig.  25.   die  Linie  9.3  zu  tilgen    und   dafür  8.4 

auszuziehen. 


Uebm^iaiff^ben  für  SeMlIir.  6S8 


Uebaiigsiiofgaben  für  Schüler« 


Ptoblemata   et  theoremata. 
Aoctor«  D**«.  Chris ti an o  Fr.  Lindman,  Lectore  Strengn. 

1.  Invenire  sumitiaiii  n  terminorum  seriei 

1-1-3  +  7  +  15  +  31  +  .... 

2.  Demonstrare  formulam 

1$  pr  =  (it  +  1)#,  (r=  namu  Uugro.) 

ji  =  l 

3.  LocttiH  invenire  ejusmodi  puBctorum,  ut  tangeDtes  inde  ad 
Parabolam  ApaMonianam  datam  ductae  angulam  ^ts«  Maipre- 

7t 

hendant.    Quaenam  linea  est  locus  quaesitus^  quaodo  est  tt  =  o^ 
A,    Demonstrare  formulani 


p  =  i  '^n+jEJ  +  l      "^       ^  r2(n  +  l)  — 


». 


,5.    Trianguloruro  omniuniy  quae  ejusdem  sint  perimetri  et  in 
eodem  circnlo  descripta  sint,  maximum  et  minimum  invenire. 


Von   dem   Heran sgeb er. 

1.  Bezeichnet  man,  wenn  in  Taf.  III.  Fig.  1.  ABCD  ein  be- 
liebiges Viereck  ist,  dessen  Diagonalen  AC  und  BD  sind«  den 
Flicheninhalt  des  Dreiecks  ABE  durch  A,  so  ist 

15' 
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2.  Bezeicbnet  man,  wenn  in  Taf.  III.  Fig. 2.  ABCDE  ein  be- 
liebiges Fünfeck  ist,  den  Flächeninbalt  des  Dreiecks  AFG  durch 
Ay  so  ist 

ÄnrnF-A  \AC.BF    AD.EG     AC.ADl 
ABCDE-A.  \jf:fG  +  AG.FG  +  ÄF:äg\' 

3.  Bezeichnet  man,  wenn  in  Taf.  III.  Fig.  3.  ABCDEF  ein 
beliebiges  Sechseck  ist,  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  GHJ 
durch  A,  so  ist 

GA.GB^GD.GE 
GH.GJ 

ABCDEF=A.i^  + HJ.  GH 

.  JB.JC+JF.JE 
■*"  GJ.ffJ         "^ 


4.  Wenn  in  Taf.  III.  Fig.  4.  ABCDEF  ein  beliebiges  Sechs- 
eck ist  und  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  GHJ  durch  A  bezeich- 
net wird,  so  ist  . 

ABCDEF-A   ll      ^"^^^       gg.^F      JC.JD) 
ABLDEF,-d.\i-^g^^j  -  Hj.Gti       GJMJS' 
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Miscellen. 


Von    dem    Herausgeber. 

I. 

Jeder  kennt  die  einfache  Methode,  durch  welche  eich  mittelst 
einer  Constructinn  in  der  Ebene  aus  den  drei  Seiten  einer  drei- 
seitigen körperlichen  Ecke  oder  eines  sphärischen  Dreiecks  des- 
sen Winkel  finden  lassen.  Dieser  Construction  kann  man  sich 
auch  bedienen,  die  Grundformel  der  sphärischen  Trigonometrie 
so  entwickeln,  was  zu  einer  zweckmässigen  Uebungsaufgabe  för 
SchGler  benutzt  werden  kann,  eben  so  wie  die  Entwickelung  an- 
derer Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  aus  den  betreffen- 
den Cftnstructionen  in  der  Ebene. 

Die  Construction  der  "Winkel  aus  den  Seiten,  welche  ich  hier 
als  Beispiel  solcher  Ableitungen  wähle,  wird  durch  Taf.  III.  Fig.  5, 
dargestellt,  welche  bekannt  genug  ist  und  einer  weiteren  Erläu- 
terung nicht  bedarf.    Man  setze  0C'=1,  so  ist 

OA'  =  cos  b ,     OB'  =  cos  a. 

Denkt  man  sich  OO' =  u  gezogen,  setzt  0'A'=Xy  0*B'=zy  unA 
bezeichnet  die  Winkel  O'OA'  und  O'OB!  respective  durch  9  und 
ify  so  ist 

^zztising?,   5^=t£sint/;. 

Ferner  ist 

cos6  =  tfCos9>,    cosa  =  t£cos^. 

Also  ist 

Gosa        cosif;       cos(c  — cp)  .    . 

r-  = =: =  cos  c  -\  sin  ctang  <p , 

cos  6        cos9>  cos  9  ^^ 

woraus 


986  M4$C€iiSt9, 


cos  a  —  cos  b  cos  c 
®  ^  cos  0  sin  c 


folgt.    Nun  ist  nach  dem  Obigen 


^  =  tang9,    a;  =  cos6tang9; 


cos 


also 


cosn  — cQsftcosc 

'X  ^  ■-? 

sine 


Weil  aber 

O'Ä'z^x  =^A'C' .  cos  A=^OC' ,  sin  6  cos  ^  =  sin  6  cos  -4 
ist,  so  ist 

•     L  A        COg(l-r-fiQft6Q08C 

sin6coSi4  = ; 9 

sine 

also 

QO^n-r-QOäiA^o^ 

cos  A  = i — i— ; > 

SinOl^i? 

welches  die  bekannte  Grundformel  der  sphSrlsehen  Trigoaometrfe  ?st. 


II. 

A  a  f  9  »  1^  e. 

Puroh  eipeo  ^wisch^Q  d^.n  Sphe^okelo  ^ln^a  gege- 
bftftßp  Wickel?  gf^ge^ben^r^  Pqpkt  e,inek  g^ra^de  I^inie  q^ 
zu  ziehen,  dai^s  4iese  Linie  iind  die  b^l^eo  von  ihr 
auf  den  Schenkeln  des  g^egebenen  Winkels  von  dessen 
Spitze  aus  abgeschnittenen  Stücke  als  Seiten  ein 
Qv^iaek  YQB  gegebenem  FUoheninhalte  eiaftQhllefiiaeB. 

Auflösung. 

Der  gegebene  Winkel  sei  BAC=za  (Taf.IIl.Fig.6.),  der  ge- 
gebene Punkt  zwischen  seinen  Schenkeln  sei  D,  und  der  Flächen- 
inhalt des  von  der  durch  D  zu  ziehenden  Linie  abzuschneidenden 
Dreiecks  werde  durch  J  bezeichnet.  Weil  der  Punkt  D  gegeb«ii 
ist,  so  werden,  wenn  man  durch  D  die  Parallele  DG  mit  AC 
zieht,  die  Linien  AG=:a  und  DG  =  b  gegeben  aeifi.  Ist  nun 
JEJi^die  durch  D  zu  ziehende  Linie,  so  setze  man  AE^zxy  AFz:^y% 
dann  hat  man  zur  Bestimmung  von  x  und  y  offenbar  die  GlekAtMH 


äMseeUen.  3S7 


and  die   Proportion 

Also  ist 

a:  — a:o=ar: — ; —  > 

o?sioa 

woraus  man  sogleich   die   Gleichung 


osina  6sina 

and  hieraus  ferner 

J ±  V^JjJ — 2ab sin  a) 
^""  6sfn« 

erhält.     Weil  nun  nach  dem  Obigen 
ist,  so  ist 


%      i  .    r 


ondy  wenn  man  im  Zähler  und  Nenner  dieses  Bruchs  mit 
aoltiplicirt : 

«=  ; • 

^  asino 

Zar  Bestimmung  von  x  tind  y  hat  man  also  die  folgenden  For- 
meln 9  in  denen  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander 
besiehen : 

^4:Vzf(^-^^2a6siM 

a:= 7 — r  > 

osino 

zlTVz^(^  — 2a6sina) 

«  = ^ . 

^  asma 

Zieht  man  in  der  Figur  noch  die  Linie  AD  und  bezeichnet 
den  Flächeninhalt  xdes  Dreiechs  ADG  durch  J' ,  so  ist 

A'  =  \ab  sin  er ,    also  2ab  sin  a  =  4  ^' ; 


folglich  nach  dem  Vorhergehendea : 

bsina 


j:  = 


y  = 


asma 


oder ,   weil 


a  o 


ist: 


'b  ""  2^1' 


also  auch: 


fvoraus  sich  die  Gleichungen 

ergeben. 

Setzt  man  der  Kurze  wegen 

j-'^^    und    -=te,    |  =  r; 
80  sind  Vorstehenden  Gleichungen: 

Also  ist 

folglich : 

ti— 1)  =  ±  Vfi(ix  — 4); 
und  hieraus: 


f 

1 


l 
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_f*dbVp(**-4) 


2 


fiTVft(f*--^) 


Bezeichnet  man  die  mittlere  Proportionalzahl  zwUchen  f^  und 
fi — 4  durch  A  und  setzt  also 


so  ist 


also 


Wir  haben  daher  die  folgenden  einfachen  Formeln  zur  Auf- 
lösung unserer  Aufgabe: 

A  r r- 

,*  =  -^,    X=V^(fA— 4); 

Soll  die  Auflösung  möglich  sein,  so  darf  ^  nicht  kleiner  als 
4  sein.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  ist  immer  A  <  fi,  wei^ 
oiFenbar 


v^(^-4)=,ty  i_i<^ 


ist.    Also  kann  weder  Xy  noch  y  negativ  werden. 

Diese  Auflösung  der  vorstehenden,  zur  Uebung  för  Schüler 
jedenfalls  sehr  zweckmässigen,  an  sich  librigens  sehr  einfachen 
und  leichten  Aufgabe  empfiehlt  sich  vielleicht  einigermassen  durch 
die  verschiedenen,  dabei  in  Anwendung  gebrachten  Relationen 
und  Transformationen.  Man  kann  die  Aufgabe  auch  zweckmässig 
so  abändern,  dass  man  den  gegebenen  Punkt  D  ausserhalb  des 
gegebenen  Winkels  BAC  liegend  annimmt«  welche  Aufgabe  noch 
mehr  als  die  vorhergehende  zu  zweckmässigen  Uebungen  der 
Schfiler  Veranlassung  geben  kann.  Fiir  den  kundigen  und  ge- 
schickten Lehrer  werden  diese  Andeutungen  hinreichen. 


999  ßfiseeiien. 

lU. 

Ueber    das   Winkelkreuz. 

Wenn  ^  der  Geometer  die  GrSsse  des  Winkels  a  seines  Win- 
kelkreuzes genau  kennt  und^  um  die  Grösse  einer  unzugänglichen 
Bstfemung  MN  (Taf.  HL  Fig.  7.)  zn  l^stinimen ,  auf  <kmi  Terrain 
drei  Punkte  A,  ß,  C  von  solcher  Lage  atisgewSihlt  bat,  das», 
wenn  in  jedem  derselben  das  Winkelkreuz  aufgestellt  wird,  -des- 
sen Visirlinien  verlängert  durch  die  Punkte  M  und  N  gehen ;  so 
braucht  er,  um  die  Entfernung  MN  berechnen  zu  können,  biosd 
die  drei  Seiten  AB,  BC,  CA  des  Dreiecks  ABC,  dessen  Spitzen 
die  drei  Punkte  A,  B,  C  sind,  mit  der  Kette  zu  messen. 

Denn  es  ist  klar,  dass   die  fünf  Punkte  A,  B,  C,  My  iV  in 
dem  um  das  Dreieck  ABC  beschriebenen  Kreise  liegen   müssen 
Bezeichnen  wir  nun  den  Halbmesser  diese»  Kreises  durch  R  und 
den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ABC  durch  J,  so  ist  nach  einer 
sehf  bekannten  Formel 

^     AB.BC.CA  ' 

^=         43 

Nun  überzeugt  man  sich  aber,  wenn  man  nur  eins  der  Dreiecke 
MAN,  MBN,  MCN  In's  Auge  fasst,.  auf  der  Stelle  von  der 
Richtigkeit  des  folgenden  Ausdrucks: 

^iV  =  2ßsina. 

Also  ist  nach  dem  Vorhergeberrden  r 

^^      AB.BC.CA  . 

Setzen   wir  der  Kurze  wegen 

^      AB+BC^CA 

5= ^ , 

a*  wk  bekamiitikhi : 
und  folglich: 

Ist  der  Winkel  des  Winkelkreuzes   ein  rechter  Winkel,    wie 
gewöhnlich,   so  ist  a=90^^   also  sincif=s1,    folglich: 


Uiscetien. 
AB.BC.VA 


Ist  der  Winkel  des  Winkelbi 


2  VS(S- JA)  (S— ßC)  (S  — CJ) ' 

!S  ein  halber  rechter  Winkel ,  aU' 


~  i\^iS(S—  AB)(S -ßC){S—CA)' 

Zur  Kenntniss  des  constanten  Winkels  seines  Winkelkreazes 
wird  der  Geomeler  am  Beaten  dadurcb  gelangen,  dass  er  auf 
recht  ebenem  Terrain,  wo  aber  die  Linie  !^1V  zugSnglich  ist  und 
selbst  mit  der  Kette  genan  gemessen  werden  kann,  eine  Opera- 
tion, wie  die  vorber  beschriebene,  ausführt,  wobei  AB,  BC,  CA 
naturlich  auch  mit  aller  nur  miiglicben  Genauigkeit  gemessen  wer- 
den,   und  dann  den  Winkel  a  mittelst  der  Formel 


.      _J..MiS  .V  S{S—AB){S-  BC){S~CA) 
*'""—  AB.BC.CA 

berechnet.  Ist  der  Winkel  a  einmal  auTdiese  Weise  genau  bestimmt, 
so  kann  er  dann  Ternerhin  bei  allen  solchen  Operationen,  wie  die 
obige,  henutzl  werden,  wenn  man  nur  dafür  Sorge  trägt,  dass 
das  Winkdkreuz  kein«  Aenderung  erleulct. 


Ueber    eine   Eigenschaft   des   Kreises. 

Die   folgenden   einfachen   Betracbtungeo    haben    mich    neulich 

10  einem,  eine  Eigenschaft  doe  Kreises  aussprechenden  Satze  ge- 

fahrt,    welchen  ich  für  neu  halte,    da  ich  mich,    wenigstens  jetzt 

nicht,  erinnere,  ihn  schon  irgendwo  c^fVinden  xn  haben.     Ich  theile 

I  diese  Kleinigkeit ,  so  nie  ich  sie  zufällig  gefunden  ,  hier  mit ,  weil  sie 

■'vielleicht  zu   einer  zweckmässigen   Uebuni;  für  Schüler  Gelegen- 

|heit  geben    kann,    ohne  derselben   sonst  einen  Werth  beizulegen. 

Wir  wollen  zuerst  die^Curve  zu  bestinvmen  suchen,  deren 
ftEntfernungen  ?on  Ewel  geriebenen  Punkten  in  einem  gegebenen 
l  V«lblttltl8se  zu  einitnd«r  stehen. 

Unter  Voranssetznng  rechfwinHIger  Coordinalen  seien  p,  q 
■nnd  pL,  qi  die  Coordinaten  der  beiden  gegebenen  Punkte,  und  ft 
i  der  Exponent   des  |{egeh«nen   Verhältnisses.      Sind  nun  x,  ^ 


die  Coordinateii   ein« 
so  sind  bekanntlich 


Ulacellen. 
beliebigen    Punktes   der    gesuclileii    Curve, 


=  0, 


(ic— p)^+(^-9)'   und    {x—plY■^^(^~q^f 
die  Quadrate  der  Entferoungen  des  l'unkteti  [xy)   von  den  beiden 
gfigebenen  Punkten  {ptj)  und  (pi^t),  und  die  Bedingung  der  Auf- 
gabe mbft  nun  unmittelbar  zu  der  folßeuden  Gleicbung: 

oder,  wie  man  nacb  leichter  Entwickelung  Ündet,  zu  der  tileichung: 
(1— (i»)(jr»+ja)  — 2(p,  -fi2^)a;  — '2(9, -fi«9)y 

oder  zn  der  Gleichung: 

Addirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  die  Griisse 
60  wird  dieselbe,  wie  man  leiclit  Diidet: 


Hieraus  sieht  man,  da 
Mittelpunkt  durch  die 


n  Kreie  ist,  dessen 


Cnordinaten 


bestimmt  wird,  und  dessen  Halbmesser  der  absolute  Werlb  derGrüsse 


ist,   wo  V  (;» — Pi)"  +  (9 — yi)'    hekataflich    die    Entfernung    der 
beiden  gegebenen  Punkte  (pij)  und  (7^191)  von  einander  ist. 

Die  vorhergehende  Betrachtung    getrissermassen    umkehrend, 
wollen  wir  nun  anuehmea,    dasa  ein  Kreis  gegeben  sei,    dessen 
Gleichung   fGr  ein  rechtwinkliges  Cnordinatensyslenj 
(.r-«)''  +  (,-A)«  =  r« 
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yt,  uad  wollen  für  diesen  Kreis  zwei  Punkte  (pq)  und  (pi^i)  so 
BB  bestimmen  suchen»  dass  die  Entfernungen  eines  jeden  Punk- 
tes des  Kreises  von  diesen  beiden  Punicten  in  einem  gegebenen 
▼erhftltnisse  zu  einander  stehen«  dessen  Exponent  fA  sein  mag» 
so  dass  man  nämlich  die  Entfernung  eines  jeden  Punktes  des 
Kreises  von  dem  Punkte  (piqi)  erhält»  wenn  man  die  Entfernung 
dieses  Punktes  des  Kreises  von  dem  Punkte  (pq)  mit  fA  multi- 
pKcirt  Mit  Rficksicht  auf  die  vorhergehenden  Betrachtungen  er- 
hält man  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  p,  q  und  pi,  qg  der 
b«den  gesuchten  Punkte  unmittelbar  die  drei  Gleichungen: 

md  sieht  hieraus  zugleich,  dass  die  vorgelegte  Aufgabe  eine  un- 
bestimmte ist.    Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt  nun: 

also 

fi— Pi=(l— fA«)(p— a),     q'-qi  =  (l''(i*)(q-b); 

welches»  in  die  dritte  der  drei  obigen  Gleichungen»  aus  welcher 
P»  9*   Pi»  9i  bestimmt  werden  müssen»  gesetzt»  zu  der  Gleichung 


(p-o)«+(y-*)«=(0' 


führt»  woraus  man  sieht»  dass  der  geometrische  Ort  des  Punktes 
(pq)  ein  dem  gegebenen   Kreise  concentrischer  Kreis  von  dem 

Halbmesser  ~  ist 

Nach  dem  Obigen  ist  ferner 

Pi-a=fi«(|>— a),    ^Ti— 6=fi«(9-.6); 
also 

md  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

worans  man  sieht»  dass  der  geometrische  Ort  des  Punktes  (piqi) 
eb  dem  gegebenen  Kreise  concentrischer  Kreis  von  dem  Halb- 
(i.r  ist. 

Aus  den  beiden  Gleichungen 


93« 

folgt   lei 


Vi—*        ?-A 


1 


^a-,i,-l,' 


worauB  nian  sieht)  dase  die  Punkte  (p^)  und  (pit/t)  mit  dem 
Mittel  punkte  (ab)  des  gegebenen  Kreises  jedereeit  in  einer  ge- 
raden Linie  liegen. 

Nehmen  wir,  was  hier  jedenfalls  versfattet  Ist,  der  EinratA- 
heit  Wesen,  den  IVtiftelpiinkt  des  gegebenen  Kreises  als  Anßl^ 
der  Cnordinaten  an,  so  ist  in  den  nhigen  Formeln  a^O,  A— 6 
zu  setzen,    wodurch  man 

Pi  =  h^P>    Vi  =f^'7 
erhält,  und  hieraus  sieht,  dass  sotvobl  p  und  p,,  als  nucb  ^  und 
9,  stets  gleiche  Vorzeichen  haben. 

Aus  diesen  Betrachtungen  ergiebt  sich  nun  der  folgende  Satz 
vom  Kreise: 


len  Mittelpunkt  C  mit  dem 
n  Kreis  beschrieben.  Nun 
eine  beliebif'e  ganze  oder  g-«^ 
nel,     mit    den     Halbneeaeca 


i.1  Taf.  III,  Fig.  8.  sei  ui 
beliebii^en  Halbmesser   CA 
beschreibe  man,  we 
brocbene     Zahl     be 

CB=-.CA  und  C£|~»>  CA  zwei  dem  ersten  Kreise  con- 
centrische  Kreise,  und  ziehe  von  dem  gemeinschaft- 
lichen Mittelpunkte  C  der  drei  Kre' 
Linie  aus,  welche  die  beiden  letzter 
Punkten  M  und  IfJ,  »rhneidet;  dann  halien  diese  bei- 
den Punkte  die  Bi^enschaft,  dass  für  Jeden  «nnz 
beliebigen  Punkt  P  in  dem  ersten  mitdeni  Halb- 
messer CA  beschriebenen  Kreise 

PiW,  =  fi .  Pü/ 

ist. 

Was  hier  analytisch  gefunden  ist,  mag  nun  auch  synthetisch 
bewiesen  werden.  Dies  und  alle  weiteren  BetracbhingeB  äter- 
laese  ich  dem  Leser. 


Srhreiben  de»  Hrn.  Director  S  Ireh  Ibo  in  Dai 


Ich  hoffe,  dass  es  Ihnen  nicht  uninteressant  sein  wird,   wenn 
ich  hier  unten  in  Bezug  auf  das  zweite  Heft  de»  24.  Theiles  Ihres 


Archivs  S.  114,  eine  Stelle  aus  dar  UalUy'achen  Ausgab«  des 
ApoUonius  bersetze  Bebst  Copie  der  Figureo.  Die  Propositio  LIX. 
l>Bg.  44.  Couicorum  Ltb.  V.  lautet  da«elbfit;  *) 

P  r  o  p  o  »  i  t  i  o    UX. 

Si  vero  Sectio  t'uerit  Hyperbola  vel  Elüpsis  ut  AB,  Axe  B^ 
et  ceutro  F;  ac  detiir  punctum  quoddam  E  eitra  sectionem,  nee 
in  Axe,  neqiie  in  Axe  producto;  ä  (juo  ilcmittatur  ad  Axem  BJ 
narmitlia  EZ.  Inipriiuie  auteni  iion  eudat  euper  Ceiitnim.  Dico 
qnad  possunius  ducere  per  punctum  E  rectam,  e  qua  pnrtio  nie 
scisHa  inter  Curvsm  AB  et  Axem  B^J  eit  IVlininia. 

Fiat  rJi  ad  HZ  sicut  dianieler  transversa  äd  latus  rectum,  et 
ducatur  ad  an^ulos  rectos  normalis  HM.  Fiat  etiam  B8  ad  8Z 
m  eadem  ratinne  diametri  Iransversae  ad  latus  rectum,  et  agatur 
recta  KA  per  punctum  0  ipsi  Z^  parullela;  et  per  punctum  da- 
tnm  E  describatur  (per  4"'"  secundi)  Hyperbola.  Asymptotis  MK, 
KA;  quae  quidem  occurret  sectinnt  AB.  Sit  atitem  Hyperbola  illa 
EAS  conveniens  aectioni  AB  in  puncto  A;  et  jungatur  EA  pro* 
ducaturque  utrinque  ad  M,  A;  occurrat  atitem  Axi  ad  A. 
D'ico  Tectam  AA  Minimam  esse.     Uemittatur  normalis  AN. 

Quoniam  vero  recta  ME  (per  S*"""  secundi)  aequalis  est  ipsi 
AA;  erit  quoque  K@  ipsi  OA,  ac  proinde  OK  ipsi  @A  aequalis, 
cui  etiam  aequalis  est  NH.  Est  auteni  ZA  ad  &A  sive  NH,  ut 
ZE  ad  E&;  hoc  est  ut  ZT  ad  FH:  quare  alternando  ZA 
est  ad  Zr  Bleut  NH  ad  HF.  Ac  componendo  in  Hyperbola. 
vel  dividendo  in  Ellipsi  erit  AT  ad  FN  sicut  ZF  ad  FH;  quare 
per  conversioTiem  rationis  in  Ellipsi,  vet  dividendo  in  Hyperbola. 
FN  erit  ad  NA.  sicut  FH  ad  HZ.  hoc  est,  ut  diameter  trans- 
tersa  ad  latus  rectum.  Verum  AN  normalis  est  in  Axem  BA, 
ndeoque  (per  9™  et  10""  hujus)  AA  Minima  est.  Pari  modo  de- 
nionslrabitur,  si  eadat  normalis  ZE  ad  alterain  partem   verticis   B, 

Bezeichnet  man  FZ  mit  a,  FH  mit  «'.  EZ  mit  ß,  Z@  mit  ß'. 
setzt  ror  diameter  transversa  2u,  für  latus  rectum  oder  den  Para- 
meter 2m,  90  hat  man  nach  der  obigen  Construction  des  Apolloniua : 

a'!o'-«  =  «:m,  ß'+ß:ß'=a:m; 


01iu>  ■"be  Taf.  III.  Fig.  U. 


S36  lliscttUii 

Da  bei  der  gleichseilig«n  Hyperbel  die  Rechtecke  ans  ilen 
senkrechten  Abständen  zweier  Punkte  der  Hyperbel  von  den 
Asymptoten  derselben  einander  gleich  sind,  so  bat  man  (&(  einn 
beliebigen  Punkt  dieser  Hyperbel,  dessen  Coordinaten  in  Bezug 
auf  die  Asymptoten  ^  und   K  sind  : 


K.Y=rH.Z&=.- 


Kffl 


Dieselbe  Gleichung,  die  I 
ius  gefolgert  ist,  erhält  in.i 
er  Normale,  die  aus  einem 
ind,  an  die  Ellipse  gezogen 

Die  Gleichung  der  Norm 


T  aus  der  Construction  des  Apollo- 
auch  BUS  der  bekannten  Gleichung 
unkte,    dessen  Coordloaten  u  und 


ale  ist  bekanntlich: 


Ay-Bx. 


u  und  8 

i 


Setit  man  nun  ff—Y—B,    : 
Aufbebung  der  gleichen  Produ< 


A  —  X,    so  findet  man  leichtsad» 
luf  beiden  Seiten  derGleichung(l): 


Y.X=A.B  = 


Ich  habe  das  Vorige  seinem  wesentlichen  Inhiilte  nach  be- 
reits in  einem  Prngramm  im  Jahre  1840  bekannt  gemacht,  wo 
auch  gezeigt  ist,  dass  die  metriscben  Relationen,  an  nelcbe  Apol- 
lonius  die  Lage  des  gegebenen  Punktes  knüpft,  über  die  Antahl, 
der  von  ihm  an  den  Kegelschnitt  müglichen  Normalen  darauf  hin- 
auskommen, ob  der  gegebene  Punkt  auf  der  Evolute  liege  oder 
in  dem  von  der  Evolute  und  den  beiden  Hauptaxen  abgeschlos' 
Genen  Räume,  oder  ausserhalb  dieses  Raumes;  aber  ich  findC: 
diese  Angabe  schon  S.  17.  in  der  Geschichte  der  Geometrie 
von  Chasles  (übersetzt  von  Sohncke,  Halle  1839}  uud 
S.  18.  die  Worte:  „Apollonius  nimmt  eine  Hyperbel,  deren 
Elemente  er  bestimmt,  zu  Hülfe,  um  die  Fusspunkte  der  Norma- 
len zu  constrniren,  ivelche  von  einem  gegebenen  Punkte  auf  den 
rorgelegten  Kegelschnitt  gefallt  uerden. "  Eigentlich  ist  der  in 
Klfigel's  Wörterbuch  ThI.IH.  S.  61I-2.  enthaltene  Ausdruck  für  ^ 
nichts  anderes  als  die  Gleichung  der  Evolute  der  Hyperbel,  wenn  mau 
darin  die  gleichen  Factoren  ivegiässt  und  statt  des  zneiten  c*  nnter 
dem  Quadralnur^izeichen  c'  schreibt,  aber  es  ist  wenigstens  nicht 
ausdrScklich  ernähnl.  —  (Ich  bitte  auch  die  Anfslilze  im  Archiv. 
Tbl.  VI.  Nr.XX.  lind  Tbl.  XXIV.  Nr.  XXI\.  zu  vergleichen.     G.J 
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Formeln  zar  Bestimmang  des  Maximams  und  Minimums 

durch  Interpolation. 

Von 

Herrn  Doctor   fV.  Lehmann 

zu  PotsdaiD. 


Wenn  die  Functionen,  welche  zu  den  nach  einer  arithmetischen 
Reihe, erster  Ordnung  fortschreitenden  Argumenten  gehören,  eine 
Zeit  lang  wachsen  und  dann  abnehmen,  oder  umgekehrt,  so  föllt 
die  grOsste  oder  kleinste  der  discreten  Functionen  nicht  immer  mit 
Ahd  bei  stetig  fortschreitenden  Argumenten  stattfindenden  Ma- 
ildiam  oder  Alinimum  zusammen,  sondern  dasselbe  befindet  sich 
oft  In  dem  näcbstvorhergehenden  oder  nächstfolgenden  Intervall. 
Mao  kann  aber,  wenn  die  Intervalle  nicht  zu  klein  sind,  sowohl 
das  Argument^  bei  welchem  das  Maximum  oder  Minimum  statt- 
ftidet,  als  auch  dieses  Maximum  oder  Minimum  selbst  durch  ziem- 
lieh,  achneli  convergirende  F?eihen  berechnen,  welche  nach  den 
fDCcessiven  Differenzen  der  Functionen  und  den  Potenzen  und 
Prodncten  dieser  Differenzen  fortschreiten. 


§.  2. 

Diese  Differenzen  sind  im  Allgemeinen  desto  kleiner^  von  einer 
je  höheren  Ordnung  sie  sind;  bei  hiolänglich  kleinen  Intervallen 
bmn  man  sagen,  dass  von  da  an,  wo  die  Differenzen  höherer  Ord- 
laog  sich  scheinbar  vergr5ssern,  diese  Vergrüsserung  nur  von  den 
(wegen  der  Abkürzung  der  Decimalbrücbe)  unvermeidlichen  Fehlern 
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der  Functionen  herrührt;  in  diesem  Falle  sagt  man,  die  in  hori- 
Eontalet  Linie  liegenden  Differenzen  bililen  eine  semt-convergente 
Reihe  und  es  lässt  sich  in  jedem  Fall  leicht  liestimmen ,  ob  die 
Intervalle  klein  genug  angenommen  sind,  um  die  Uifferenzeti  von 
da  an,  wo  eie  wachsen,  hei  der  Interpolation  ganz  vernachlässigen 
SU  künnen;  (im  verneinenden  Falle  wäre  überhaupt  keine  zovet- 
läesige  Interpolation  mriglich,  und  man  niüssle,  um  eine  aolcbe 
ausliihreD  zu  können,  die  Intervalle  verkleinern). 


JP 


R         ^^n  j*p 

^R  ^3/.' 


Die  Functionen  P,  Q,  R,  S,  T'm  obigem  Schema  mögen  aSm- 
lieh  zu  Argumenten  gehören,  welche  nach  arilbmetiRcher  Reihe 
erster  Ordnung  fortschreiten,  und  welche  wir  mit  Arg.  P,  Arg.  Q, 
Arg.  R,  Arg.  S,  Arg.  T,  bezeichnen  wollen;  die  zwischen  liegenden 
ersten  Differenzen  seien  ^P,  /JQ,  -^R,  ^S,  die  dazwischenliegenden 
zweiten  Differenzen  aber  J'Q,  ^*W,  ^*Ä,  die  dazwis<:henliegenden 
dritten  Differenzen  ^'Q  und  <rf'Ä,  und  die  dazwischenliegende 
vierte  Differenz  d*R\  bei  der  unbestimmten  Erweiterung  dieses 
Schemas  mögen  /iQ,  /i^Q,  J^Q....  in  einerlei  horizontaler  Linie 
mit  dem  von  Q  bis  R  reichenden  Intervall,  ^f^R,  jd^R,  -4»ß.,., 
in  einerlei  horizontaler  Linie  mit  R,  dagegen  ^iiR,  J'R,  d^R..., 
in  einerlei  horizontaler  Linie  mit  dem  von  R  bis  S  reichenden  In- 
tervall liegen.  Bezeichnen  wir  nun  das  zwischen  Arg,  Q  und  Arg.  f> 
liegende  Argument,  Tür  welches  die  Function  durch  Interpalation 
bestimmt  werden  soll,  mit  Arg.  ß  — i  (Arg.  ß— Arg.  Q),  so  ist 
die  zu  diesem  Argument  gehörige  Function  (xufolge  der  inEncke's 

rbuch  für  1830.  Seite  279  helgeleiteten  Formel  «l*)  = 


•^-R 


<(f-l)(f+l)(f-2)«+2)  ^_  , 


Bezeichnet  man  aber  das  zwischen  Arg.fi  und  Arg.S  liegende 
Argument,  für  welches  interpolirt  werden  soll,  mit  Arg. ß-l- 
?(Ä^g.S— Arg.  ß),  so  ist  die  zu  diesem  Argument  gehörige  Func- 
tion (zufolge  der  a.  a.  0.  hergeleiteten  Formel  iV*)  = 
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"•■  1.2.3.4.5  ^Ä  +  .... 

Man  kann  man  aber  beide  Fälle  in  Einen  vereinigen,  wenn  man 
im  ersteren  Fall  t  negativ  setzt,  und  wenn  man  die  discreten  Func- 
tionen als  solche  betrachtet,  welche  nach  einer  arithmetischen 
Reihe  unendlicher  Ordnung  fortschreiten ;  dadurch  erhält  man  die 
zu  dem  Argument  Arg.  12 -ff  (Arg.  5 — Arg.i2)  (wo  t  innerhalb  der 
Grenzen  —  Va  und  -{-^/^  liegt)  gehörige  Function  = 

<(<-i)«  +  l)«-2)(f4-2) 
'^  1.2.3.4.5  ^Ä  +  .... 

Da  diese  beiden  Ausdrucke  bei  einer  arithmetischen  Reihe  un- 
endlicher Ordnung  einerlei  Werth  geben  müssen,  so  kann  man  zwi- 
«chen  ihnen  das  arithmetische  Mittel  nehmen,  und  also,  indem  man 

A^-  t(t^ - 1*)  (<«  —  2«) ,  A ^^=  f2(f2—  !«)(<«-  2«) , 

4FII==i(eaL-12)(<2_22)(«2— 32),    A^"^Z=  <2(/2«.12)  (fi^^!^  (^_ 3«)^  ,^^ 

macht,  die  zu  dem  Argument  Arg./2-f  ^ (Arg. iS— Arg.  12)  gehörige 
Function  := 

g^(2fi-i) 
setxen.    Mun  findet  man kz —  dadurch,  dass  man  den  Isten, 

Sien,  3ten  ....  Factor  der  Formel 

J(2i-i)=:<(^—12)(fa—2«)(e2-32). ...(<«-(»— 1)«)     (2) 
äS^entiirt,  und  die  dadurch  gefundenen  Differentiale,  nachdem  man 

16* 
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jedes  derselben  mit  den  nicht  differentiirtenFactoren  derForinel  Ql) 
multiplicirt  hat^  addirt.    Dividiren  wir  den  dadurch  sich  ergebenden 

Ausdruck  für  kt —  durch  den  aus  der  Gleichung  (2)  sich   er- 
gebenden Ausdruck  für  4^(*n-i)i,  und   subtrahiren  wir  den  Quo- 

1 
tienten  von  t^»  ^^  erhalten  wir: 

1  a^C^""!)  _       2  2  2^_  2 

4<«      4^(2«-i)tö^  —  2«— 4^2  +  42__  4^2  +  02  _  4^2  f  —  +(2„-2)2-4<a' 

Multiplicirt  man  jede  Seite  dieser  Gleichung  mit  Afi,  so  entsteht : 

2  l 

+  ...+ 


C-^;-. 


Da  nun  der  absolute  VVerth  von  t  nicht  >  \  angenommen  wird,  so 
istf-J  nicht  <4,  also  wohl  (yj  als  y-rj  ,....>4;  also  besteht 

die  rechte  Seite  der  Gleichung  (3)  aus  lauter  positiven  Gliedern. 
Hieraus  folgt,  dass 

8  lg.  V2("g"^=i)^ 

aig.V^«^ 

positiv  und  desto  grösser  ist,  je  grösser  der  absolute  Werth  von  t 
Lässt  man  also  den  absoluten  Werth  von  t  von  0  bis  \  wachsen, 
so  wächst 


8ig.y3(^^i)^ 

sig.V^i« 

ohne  Schwankung  von  0  bis 


2a-l+4«^l+6ä— 1  +  --   +(2«— 2)«— 1'        .     ^"^^ 

2n— 2 

Nun  lässt  sich  leicht  beweisen,   dass  die  Grosse  (4)=:^ r  ist. 

In — 1 

Gesetzt,  dieser  Satz   sei   für  irgend   einen  Werth  von  n  richtig, 

*)  Diese  Schreibart  war  hier  unvermeidlich,  weil  Logarithmen  nicht 
zu  negativen  Grossen  gehören  dürfen;  4^^(2n— i)«  bedeutet  den  absolo- 
teu  Werth  von  il(2»-J),  so  wie  iTt^  den  absoluten  Werth  von  /. 


"lies  Maximums  und  Minimums  durch  Interpolation.  241 

CO    bevreisen  wir^  dass   er  auch  für  das  um  1  grossere  n  richtig 
sei.    Ist 

2  2  2  2_ _2n— 2 

2«— 1  +  4«— 1+6«— !+•••  +(2w  — 2)«— 1""2»— 1  ' 

80  ist 

2  2  2  2  2n— 2  2 


2«-1^4«— 1  '  6a-l^--^(2«)2-l~"2«— l^(2w)a— 1 

2     /  1     \  2       2n«-n_    2n 

""2m— lV^""'+2ii  +  iy""2«— 1*  2«  +  l  — 2n+l 

MuD  aber  ist  jener  Satz  för  7t  =  l  und  7t  =  2  richtig;   folglich   ist 
er  auch  für  jedes  grössere  n  richtig.    Folglich  ändert  sich,  während 

V?  von  0  bis  \  wächst,   —^7- — -7= —   ohne  Schwankung  von   1 

9  lg.  V  i^ 

9„ 2  1 

bis  1— Q   |,  d.i.  von  1  bis  ^— ^r»  ist  also  stets  positiv,  also 

absolut  genommen  ^(2r-i)   desto  grosser,  je  grösser  t    Auf  ähn< 
liehe  Art  erhalten  wir 


2^ 


also     ändert    sich,    während    V^f*  von  0  bis  4  wächst,    -^ 7=:— 

81g.  V^ 

ohne  Schwankung  von  2  bis 2  —  ^^  j_  1 »  d.  i.  von  2  bis  ^   p  ist 

also  ebenfalls  stets  positiv,  also  absolut  genommen  ^(^n)  desto 
grosser,  je  grösser  t  Folglich  ist ,  absolut  genommen ,  jeder  der 
Goefficienten  A'y  A'^Ä'",,.,,  desto  grösser,  je  grösser  f,  also  am 
grOssten,  wenn  tz=z^\.  Folglich  ist  der  absolut  grösste  Einfluss 
von  J'y  A'y  A"y....  auf  die  Interpolation  resp.  = 

4^.  2.4^  •    2.4.6^    '2.4.6.8^     '     2.4.6.8.10    "^  ' 

(^-IK^-l)  (2^-l)(4«-l)(6»-l)      „ 

2.4.6.8.10.12'^    '    2.4.6.8.10.12.14^     ' 


d.i. 


(2«-l)(4»-l)(6g-l) 
2.4.6.8. 10. 12. 14' 16^       ,u.  s.  w.. 


•^'  2.4'^  '   2.4.6^    '  2.4.6.8^^    '  2.4.6.8.10^  ' 
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1.3.3.5       ^^,         1,3.3.6.6.7      ^„ 
2.4.6.8.10.12^    '    2.4.6.8.10.12.14^      ' 

2.4.6.8.10.12.14.10^       ' 

d.  i. 

1.1.3.5       -^  - ,  1 . 1 .  «5  •  5      .  yiii 

2.8.16.24^      '    8.16.24.32^       '    •" 

,       ,  1.1.3.5....(2n-3)    ..^  ,. 

aUo  der  grösste  Einflußs  von  ^^^-'^  =  2.8.I6.24....(8n~8)  ^        ^' 

,„  ^      1.1. 3. 5.. ..(2«— 3)  ^.^  , 
und    der    grusste  Einfluss    von    z/(^)=   3,i6,24....(8w) 

Folglich  können  die  2n— Isten  Differenzen  vernachlässigt  werden, 

,     ^      2.8. 16.  24. ...(8w— 8) 
wenn  keine  derselben  grösser  ist  als  das  — TTlTö Cln 3) — 

fache  derjenige  Grösse  m,  welche  in  der  Bestimmung  der  zum 
Argument  Arg.  R  +  f  (Arg.  Ä— Arg.  R)  gehörigen  Function  vernach« 
lässigt  wird,    und    die  2nten   Differenzen   können  veniachlissigt 

.,       w     8.16.24. ...(871)  _        ^ 

werden,  wenn  keine  derselben  >2  135 ^2n  —  3) ****  ®'' 

..       .     ^        ,  ^.^  ^  2.8. 16.24.. ..(8n— 8) 

keine  der  2n  — Isten  Differenzen  >  -  |  13  5 i2n 3)  ^*^^'^^ 

.    .       :.      .           ^.^              ^  4.8.16.24. ...(8w-8)         ,      .   ^ 
keine  der  2nten  Differenzen  >  ^   1   3  5 /q   3x  wi,  also  jede 

,      rt  -^.«.  .       8.16!24....(8w)         ,    .      ^ 

der  2nten  Differenzen    kleiner  als  5 — ,   o  k äti — örm,  keine  der 

1 . 1 .0.5....  (^91 — o; 

o     .  1   X      T^.iT                ,                      .     8. 8. 16.24. ...(871—8) 
i7t-|- Isten  Differenzen  aber v grösser  als      |   |  o  ^ (271-- 3^   ^* 

I       .  j     j       n        ,          w..«P                     2.8. 16.24.. ..(8m) 
also  jede  der    272  -|- 1  sten  Differenzen   <  ,   ,   «^  g /.>   jx  w ; 

und  da  man  diese  Schlüsse  auf  alle  folgenden  Differenzreiheii 
fortsetzen  kann,  so  können  bei  der  Interpolation  die  27t— Iste  und 
alle  folgenden  Differenzreihen  vernachlässigt  werden.    Und  ist 

keine  der  2»  ten  Differenzen  >  1    /  o  »g      */o q\  ^»  ^^  *st  keine 

1  •  1 .  o .  5 . .  .^  (in — o) 

äer  2/1 -f  2  ten  Differenzen  grösser  als  \   135  — /o  '  __  ov  »»>  also 

•  j     j      ^fc    .  rt.      wx.«.               ...          .    8.16.24  ....(87t +  8) 
jede  der  27t -|- 2  ten  Differenzen  kleiner  als   ,  ,  o  ^ -jöt — n«»; 

1.1.0.9....(Z7t  —  l) 

und  da  man  diese  Schlüsse  auch  auf  die  27t-|-4te,  27t-f  6te, 
27t-f8te....  Differenzreihe  fortsetzen  kann,  so  hat  man  nur  noch 
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die2»  +  lste,  2n  +  3te,  2?i+5te.., 
bis  man  auf  eine  Differeozreihe  i 
welcb«  die  vorher  nachgewiesene 
und  aller   folgenden  Differetizreihei 


Differenzreihe  zu  anlersuciien, 

jn  ungerader  Ordnung  kommt, 

sur    Vernachlässigung  dieser 

erforderliclie  Eigenscbaß  hat. 


Es  gietit  jedoch  noch  eine  Bedingung,  welche  eine  Uifferensreihe 
vongeraderOrdnungKU  erfilllen  haf,  um  sammtallen  folgenden 
Diflercnzreihen  vernachlässigt  werden  zu  können,  und  welche 
ich  in  meiner  Schrift  „(iher  die  sehr  grossen  und  totalen  Sonnen- 
verlinsterungen  auf  der  Erde  überhaupt"  (als  Supplement  zum  IHteii 
Üande  der  Schumacher'schen  astronomischen  Nachricbteu  ge- 
druckt) Seite  3.  und  4.  nachgewiesen  habe.  Danach  ist  dai 
8.I0.24....(8h) 


Maximum    der    2nten 
8.16.g4-...  (8«) 


Differenz,     anstatt  ; 


..(2»-I) 
fiihrung ;  denn  wenn  keine  A> 


1.1. 3. 5.... (2»— 3)"' 
setzen;  dicG  stimiut  mit  der  obigen  Beweis- 


r2nlen  Differenzen  > 


8.16.24....(8«) 
I.3.5....(2n-1)"* 

ist,  so  ist  keine  der  2j(  +  lsten  Differenzen  >  T '  "  ' — ■^"_  ..m, 
und  folglich  können  ausser  de>  2n  ten  auch  die  2n-|-)9te  und  alle 
folgenden  Differenzreihen  vernachlässigt  werden.  Wir  kilnnen  also 
überhaupt    folgende    Bedingungen     auftitellen :    Wenn     keine    der 

2n  —  ]st«n  Differenzen  >2.-  j-  „'.  " i^  _'\\  "'  '*'•  ^^  können 
die  2w— Iste,  2nte,  2k-(- late ....  Differenzreihe  vernacblSssigt 


werden ;  und  wenn  keine  der  %i  ten  Differenzen  > 


1.16. 24  ....(8«) 


ist,  HO  können  die  2/ttc, 
Ternacblüssigt  werden.  Dji 
auf  die  einzelnen  Differen) 
ersten  Differenzen  ^  2m,  si 
lässigt    werden ;    die    zum 


I.3.5....(2n— 1)'" 
Ifi-flste,    2n+2te —  Diflerenzreihe 

speciellc  Anwendung  dieses  Satzes 
eihcn  gieht    folgendes;   Ist  keine   der 

künnen  alle  Differenzreihen  vernach- 
Argument    Arg.ft+  ((Arg.Ä— Arg.fi) 


gefaürige  Function  kann  derjenigen  Function  A  gleich  gesetzt  werden, 
deren  Argument  dem  Argument  Arg.fi -f  ( (Arg.  S— Arg,  fi)  zunächst 
liegt  und  also  {  innerhalb  der  Grenzen  — \  und  -f  \  einschliesst. 
Ist  keine  der  2 ten  Dill'erenzen  >  Sr/i,  sokOnnen  die  2te,  3te,  4te.... 
bifferenzreibe  vernachlässigt  werden;  man  kann  einfach  interpo- 
llren.  In  diesen  beiden  Fällen  findet  man  das  Maximum  oder  Mi- 
nimum übne  Interpolation;  es  beündet  sieb  unter  den  gegebenen 
discreten  Functionen.  Ist  keine  der  3ten  Differenzen  >  16m,  so 
kann    man    bei     der  lolerpolation    sieb    auf  die    1  sten    und    2ten 

128 
Differenzen   beschränken.     Ist  keine  der  4ten  Differenzen  >~^m, 

so  kann  man  »ich    auf  die  Isten,  2ten  und  3ten  Differenzen  be- 
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schränken.    Ist  keine  der  5ten  Differenzen  >  ~o-m,  so  kann  man 

sich  auf  die  lstenbis4ten  Differenzen  beschränken.     Ist  keine  der 

1024 
6ten  Differenzen  >     ^    w,  so  kann  man  sich  auf  die  Isten  bis 

5ten   Differenzen    beschränken.     Ist   keine    der  7ten  Differenzen 

2048 
>  — g — m,  so  kann  man  sich  auf  die  6  ersten  Differenzreihen  be- 

schränken.  Ist  keine  der  8ten  Differenzen  >  -»T—m^  so  kann  man 
sich  auf  die  7  ersten  Differenzreihen  beschränken.  Ist  keine  der 
9ten  Differenzen    >     »^  -  i?i ,  so  kann  man  sich  auf  die  8  ersten 

Differenzreihen    beschränken.     Ist   keine    der    lOten  Differenzen 

262144 
> — AQ~^»   ^^  kann  man  sich  auf  die  9  ersten  Differenzreihen 

524288 
beschränken.    Ist  keine  der  Uten  Differenzen  > — ^ — m,  so  kann 

man  sich  auf  die  10  ersten  Differenzreihen  beschränken,  u.  s.  w. 
Diese  Brüche 

2=2 

8=8 

16=16 

128 

256 


5 

2048 
5 


=409,6 


*^^=  936.2285714285714. . . . 

—^=1872,4571428571428.... 

262144 

-^-  =4161,015873016873 .... 

^-^5=8322,031746031746 .... 
Q.  s.  Wi  geben  die  successiven  Quotienten: 


des  Maximums  und  Minimums  durch  Inierpoiation.  245 


0.  8»  W. 


8 
2- 

4  = 

.+! 

16 

8- 

2 

128 

3 
16  — 

8 
3- 

4 

266 

3 
128- 

:  2 

3 

1024 

5 
256  ~ 

12 
5- 

2  • 

3 

2()48 

5 
1024- 

2 

5 

32768 

35 
2048- 

16 

■7- 

•2? 

5 

65536 

. 

35 

C\ 

32768- 

:2 

35 

^ 

262144 

63 

65536- 

20 

■9- 

■A 

35 

524288 

63 

:2 

262144- 

63 


§.3. 

Eine  Ausnahme  von  der  im  Anfang  des  vorigen  Paragraphen 
aufgestellten  Regel,  dass  die  Differenzen  desto  kleiner  sind»  von 
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einer  je  höheren  Ordnung  sie  sind,  bildet  der  Fall,  wo  die  Func- 
tion sich  iD  der  Gegend  ihres  Masimums  od«r  Minimums  befindet; 
da  hier  deriete  Differenlial-Coellicient —0,  der  2te  aber  endlich  ist, 
so  sind  innerhalb  der  beiden  dem  Maximum  oder  Minimum  zunächst 
liegenden  Intervalle  die  ersten  Differenzen  von  derselben  Ordnung 
der  Kleinheit  als  die  zweiten,  oder  wohl  gar  die  )ste  Differenz 
sehr  klein  gegen  die  2te  oder  vüllig  =^D,  und  erst  die  3  len 
Differenzen  künnen  von  einer  geringfügigeren  Ordnung  sein  als  die 
ersten.  Diese  Unterscheidung  ist  wesentlich,  wenn  ivir  das  dem 
Maximum  oder  Minimum  zugehürige  Argument  und  das  Maximum 
oder  Minimum  selbst  durch  convergironde  Reihen  darstellen  »ollen- 
Wir  betrachten  demnach  .^' und  .^r"  als  Grüssen  der  Oten  Ordnung, 
^"'  als  eine  sehr  kleine  Grüese  der  Isten  Orilnung,  ^"^"  als  eine 
sehr  kleine  Grüase  darbten,  i^'  als  eine  sehr  kleine  Grösse  der 
3ten  Ordnung  u.  s.  w. 

Das  dem  Maximum  oder  Minimum  zugehörige  Argument  wird 
bestimmt,  indem  man  die  Gleichung  (1)  §.  'i.  nach  l  differentiirl. 
Das  Differential 

riA'   ^,  .  ^A"  d"   ,  hA'"    ^"'     . 


-eht  für  (=0  in 


Aber;  in  jedem  Glied e  dieses  Ausdrucks  lassen  sich  (weil  erancl 


1.2.3 


geschrieben  werden  kann,  und 

4.3     B^     6.5. A      7.6.5      8.7.6.5     9.8.7.6 
1.2'   1.2'    1.2.3'    1.2.3'    17273^4'    1.2.3.4'  ' 

resp.  die  gritssten  Binomial-Coefricienlen  von  4,  5,  6, ,,..  und  daher 
ganze  Zahlen  sind)  alle  Factoren  des  ZShlers  des  Coeflicienleu 
gegen  Facto ren  des  Nenners  heben,  und  diese  Coeflicienten  lassen 
sich  daher  sämmtlich  in  Gestalt  von  Brüchen  schreiben,  deren 
Zähler  ^1  und  deren  Nenner  ganze  Zahlen  aind,  nämlich  so: 
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"^  "  6   +  30"^  140  +  Ö30  ■"  2772  + 12012  ""-^    ^^^ 

wobei  die  Nenner  recurrireud  nach   dem  Gesetz 

®— o   3    ^^o   ^      *^  — o  7     6a?_c>  9     2772_      11 
j— ^.j,  g-^.2'     3Ü""^'3'    140""     4'    630  ■"^•5^* 

12012     ^    13 
2772""      6'  •'• 

oder  noch  leichter  nach  dem  Gesetz 

*-.^      ^— ö     li?-li     630_9      277222      12012     13 
1""1*     6""r    30  ""3'    140"~2'    630  ^  5  '     2773"""  T"-' 

berechnet  werden  können.  Findet  sich  nun  die  Formel  (5)  (nach 
Sabstitution  der  numerischen  Werthe  fär  zf',  J"',  z/^,...,)=:0,  so 
hat  man  das  Maximum  oder  Minimum  ohne  Interpolation  gefunden» 
es  befindet  sich  unter  den  gegebenen  discreten  ijfunctionen;  dagegen 
kann  man  aus  dem  etwaigen  positiven  oder  negativen  Werth  der 
Grosse  (5)  ersehen^  ob  das  Maximum  (resp.  Miniraum)  sich  im  vor- 
hergehenden oder  im  nachfolgenden  Intervall  befindet.  Da  aber  - 
die  in  §.  2.  gegebene  Anleitung  zur  Beurtheilung,  vrelche  Differenz- 
reihen jedesmal  vernachlässigt  werden  können,  den  absoluten  Werth 
von  t  nicht  >  i  voraussetzt,  so  wird  man,  auch  nachdeQi  man  schon 
bestimmt  hat,  in  welchem  Inteivall  das  Maximum  oder  Minimum 
sich  befindet,  untersuchen  müssen,  ob  der  erste  Differential-Coeffi • 
clent  der  Function  bei  der  der  Mitte  dieses  Intervalls  entsprechenden 
Function  positiv  oder  negativ  sei.  Dazu  ist  in  der  angeföhrten 
Schrift  über  Sonnenverfinsterungen  Seite  4.  Anleitung  gegeben; 
man  wird,  wenn  man  die  daselbst  aufgestellten  Formeln  vollständig 

entwickelt,  finden,  dass  der  dem  Argument  — ^ — ^ — ^^—  ent- 
sprechende Differential  •  Coefficient  = 

^^""2.3.4^  ^  +  2.4. 5.6. 8"^  ^"  2.4.6.7.8.10.12^  Ä  +  .... 
=.//^-3^./3Ä  +  5:06^'-^"7 . 8 !  16^  24^^+-=--^^-4^^^ 

ist,  wo  die  Coefficienten  recurrirend  durch  die  Gleichungen 

13  5 


24     1.1      640      3.3     7168      5.5 


1""3.8'    J_-"5.16'    ^^7.24 
24  640 


,  • . . 


<•  Beslimmtinff 


berechnet  vrerden  können.  Auf  diese  Art  \iird  es  allemal  niGglicIi 
sein,  2  gegebene  Werthe  Q  und  ß  der  Function  so,  dass  die  in 
Be^ug  auf  ^  genommenen  ersten  Ulfferential-Coenideuten  der  Func- 
tion, «reiche  den  Argumenten  '- s — —  und  Arg.  fl  ent- 
sprechen, entgegegesetzte  Zeichen  haben,  oder  2  gegebene  Werthe 

H  und  S,  so,  dass    die  «u  Arg. ß  und '- — 5 ^^—  gebürigeii 

Differential-Coefficienteii  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  zu  be- 
Blimmen,  —  wodurch  von  seihst  (  innerhalb  der  Grenzen  —  i  und 

-fa  eingeschlossen  wird.    Sollte  sich  der  zu  — — — s ^-—  oder 

— —     „ '—  gehürige  Differcntial-Coerficient  genau  ^0  linden, 

also  das  Maximum  oder  Minimum  sich  genau  in  der  Mitte  eines 
Intervalls  befinden,  so  bestimmt  man  dieses  Maximum  oder  Minimum 
selbst  am  leichtesten  vermittelst  der  in  der  angeführtea  Scfarirt 
Seite  3.  aufgestellten  Interpolations- Methode;  hiernach  ist  das 
Maximum  oder  Minimum  ,  welches  sich  in  dem  von  R  bis  S  rei- 
chenden Intervall   heündet,  ■:= 


R+S     1  J-^R  +  ^S 


Wir  haben   alsc 


noch  =0  noch  =  +  s  ist, 
oder  zwischen  0  und  -f  \ 


den  allgemeinen  Fall  zu  untersuchen, 
r  Minimum  zugehörige  (  weder  =: — J 
ondern    entneder  ztvischen  —  1  und  0 


Zur  Bestimmui 
hat   man 

dA'  ^, 

zu  setze»;   in   diese 

A'    =(, 

A"  =P, 

Jf  =1(1"- 1')=!' 

Aiy=p(.i'—i^=i 
A'  ^ne-v^ifi- 


des  Arguments   des  Maximums  (Minimums) 


8^    J"      dA' 
dt   'I  .2+   dl 

Gleichung  liat  n 


...=0  (6) 

<  den  Gleichungen 


=  (''-(l»+2'0(»-H".2».*, 
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A^   =<*(<«— l«)(f«-2«)=<«-(l*  +  2»)<*  +  l*. 2*.«*, 

+  (1«.2« +  1«. 3^+2«. 3a)<*—l«. 22.3V, 

+  (12.2«+P.3«  +  12.42+22.3«  +  2'^.4«  +  3«.4«)<» 
-  (R  22.32+1*2«  4H1^.32.4H2*.3a  42KH1*.'2«.3M2«, 
/<  ir     =  fa((a  - 1«)  (<a— 22)  (<a_.32)(/2_42)=eio — (I2+  22  +  32  +  i^)i^ 
+  (12.22+12.32  +  12.42+22.32+22.42+32.42)^ 

—(12.22  32+12  22  4^+12  32.  42+22  32. 42)^4+12  2«  32.42^, 

11.8.  w.  fliessenden  Werthe 

■  ■    —  I       " 
et 

BA" 


1.23^ 

BA"'      _    <2  12 

1.2.3a*""1.2     2.3' 
BA'f"  t^  12 


—  1      C%    O  IQ     >!*> 


1.2.3.4a<""1.2.3      1.3.4 

8A^  _         t^  12+22  12.92 

1.2.3.4.58*""1.2.3.4     1.2.4.5*  +2.3.4.5' 
BA^i  i^  12  +  22  12.22 


1.2.3.4.5.6e«""1.2.3.4.5      1.2.3.5.6'^  ^1.3.4.5.6 

BA^^^ t^  12  +  22  +  32 

1.2.3.4.5.6.78<~T72.3.4.5.6"^1.2.3.4.6.7^ 

12.22+12.32  +  22.32  12.22.32 

+         1.2.4.5.6.7        ^""2.3.4.6.6.7' 

g^Fiij  _  fr  12+22+32    ^ 


1.2.3. 4.5.6.7. 88«     1.2.3.4.5.6.7     1.2.3.4.5.7.8 

12.22  +  12.32+22.32  12.22.32 

+      1.2.3.5.6.7.8     *^~  1.3.4.5.6.7.8*' 
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1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 93/""  i. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8     1.2.3.4.5.6.8.9*^ 

la  2«+ l«.3g+ 1«. 4^+2«  3^+2g.4«+3«.  4»^ 
+  1.2.3.4.6.7.8.9  ^ 

1«.  2«.3«+  R2*.4«  +  P.  3^.4^+2».  3«.  4« 


1.2.4.5.6,7.8.9 

ia.2g.3«.4g 
+  2.3.4.5.6.7.8.9' 

1.2.3.4.5.6.7.8.9,  lOa/^l. 2. 3:4. 5. 6. 7. 8. 9""I.2.3.4.5.6.7.9.10^ 

12. 2H1^.3H1^- 4^+2«.  3H2^»4^-f  3^.4« 
"*"  1.2.3.4.5.7.8.9.10  ' 

1«.  2«.  3^+1^.  2^.  4g+P.  3«.  4^  +  2«.  3«.  4«  , 
1.2.3.5.6.7.8.9.10  ' 

P.  2^.3^.4« 
■*'l.3.4.5.6.7.8.9.10'' 

u.  s.  w.,  d.  i. 

BA" 
1.23**"'' 

1.2.3a<~      6  +  2^' 

8il^^  I        1 

1.2.3.48*— ""12'  +  6^' 

dA^  1      1^1 


—  qa'^S^+O/I*^» 


l.2.3.4.58<""30     8*^  ^24 

1.2.3.4. 5. 6S<~90'     36*  +120*  ' 

—      i^nToin*      "»o  *    T 'Ton*  > 


1.2.3.4.6.6.78«""      140^240*     72'   ^  720 
1.2.3.4.5.6.7.88<~'"66ö'"''i44S*      48Ö^*  +  ä5a*'' 
1.2.3.4.5.6.7.8.9a«— fiSÖ     6048*  "'"3456*      1728*^"*'4Ö^*^' 
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a^^ i       41        13      _j_ 

l.ä.S.4.5.6.t.8.9.10a<~-3W""4^6D*  +28800*^~15120' 

I 


362880 


Q.  0.  w.,  2a  substituiren.  Nan  ist  klar,  dassder  Gleichung  (6)  immer 
noch  ein  Genüge  geschiebt,  wenn  alle  Differenzen  zf',  J",  A"\..., 
mit  einem  gemeinschaftlichen  (positiven  oder  negativen)  Factor  mul- 
tipHcirt  werden,  dass  es  also  bei  der  Bestimmung  des  dem  Maxi- 
mum oder  Minimum  zugehörigen  i  nicht  auf  die  absoluten  Werthe 
der  successiven Differenzen,  sondern  nur  auf  ihre  Verhältnisse 
ankommt.  Wir  vereinfachen  daher  unsei^e  Entwickelung,  wenn  wir 
einstweilen  eine  der  ersten  Differenzen  A' ,  ^'^  z/''^....  =  ]  setzen. 
Und  da  A'  in  der  Gegend  des  Maximums  (Minimums)  sehr  klein 
oder  auch  völlig  =0  ist,  so  wird  man  nicht  ^',  sondern  /f'=.\ 
zu  setzen  haben. 

Da,  wie  gesagt,  A*  und  ^  in  der  Gegend  des  Maximums 
(Minimums)  von  gleicher  Ordnung  der  Kleinheit  angenommen 
werden,  so  darf  man  bei  der  Auflosung  der  Gleichung  (6)  in  der 
Isten  Annäherung  A"  eben  so  wenig  vernachlässigen  als  z/';  ver- 
nachlässigt man  aber  A'" ,  A^^,,,..  und  setzt  man  A"=:zl ,  so 
folgt  aus  der  Gleichung  (6) 

Da  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (6)  das  Iste  Glied  =zA' 
und  das  2te  =<  ist,  so  findet  man 

*~     ^        8«  •1.2.3""    8«    •1.2.3.4""-- 

Diese  Gleichung  ist  durch  allmälige  Annäherung  aufzulösen,  wobei 
auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  der  Iste  Näherungswerth 
von  ^= — A*  zu  setzen  ist.    Die  2te  Annäherung  giebt  also 

f* = zf '« — ^i^/' —  zf' 8^  ^«r ; 
hA!"  1      1  /l  I      \ 

1.2.3.4a/— 12^  ~6^   ' 
also  die  3te  AnnSherang: 
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1.2.3dt         6  +  2^^       ^6  '^     / 

I.2.3.4.58<— 30     8"^    +24'^    ' 
also   die  4te  Annäherung: 

+(7V^^'"'-r2^'*)^'"^"'-(4-g^"+^4^'*>''- 

Es  ist  aus  dem  Gange  der  bisherigen  Entuickelung  zu  ermesse 
wie  man,  wenn  es  in  irgend  einem  Anwendungsfalle  verlangt  wiird 
bei  der  Bestimmung  von  t  auch  noch  J^',  z/^'^^,....  berücksichtig« 
könnte;  in  der  Astronomie  kommt  ein  solcher  Fall  nicht  leicht  vc 
Dass,  aber  der  Wcrth  (7)  der  das  Maximum  oder  Minimum  bestic 
menden  Gleichung 


IbfM: 


Jf 


C 


.  «*.  .. 


de»  Mmeimtm»  und  MMmwn»  durch  InterpolaUon, 
GenOge  thnc,  erhellt  folgenderniaaasen: 


263 


(1-^^"-+.  •.)<=-^' +  (g--^^'«)^'"  + (g ^/'-2^'») 


1 


/l 


n.'s.  w.,  also 

+  ^J^/F_.  .  Vs^- ^^^r_....V  + . . . .==0. 


Nunmehr  hat  man  in  der  Gleichung  (7)  jede  der  Differenzen 
^',  ^"'y  A^^y  z/^, ....  durch  A"  zu  dividiren,  um  diese  Gleichung 
für  den  Fall  brauchbar  zu  machen,  wo  A"  nicht  =1  gesetzt  wird. 
Dadurch  wird 

_       A'      (\        z/'2  \A'"     f  A'         A'^  \A"'^ 

(A'  A'^\AiV     (\^  _ 

YIA"'^  ^A"y  A''       \1^ 


A'^        6A'^\A"'^ 


iA''^^SA"^jA"^ 


) 


(8) 


/2        ^'^  A^\A^^^A^   /]_      A'^         A'^  \zf^ 

Diesen  Werth  hat  man,  um  das  IMIaximum  oder  Minimum 
selbst  zu  bestimmen,  statt  t  in  die  Formel  (1)  §.2.  zu  setzen; 
man    erhält: 

Theil  XXV.  n 
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■^  V72  "".  4zf"a  "•"  8z/"V  -^'"  ^  v2      24^"«      12^"V 


!2 


/i^     ^^      ^^*  y^. 

"■  V30 ""  8z/"2  +  24^"  V  ^" ' 


1.2'~2z/''a 


V6J^"~22^V^'  +  V72"~4^"*'  8^"V^"* 
+  V  J2z/"«  "  6^"V  ^"       \24z/''      12z/''3  +  8^'"V 
■^  VSS^^""  9z/"3y    ^"2    +  V30^     8z/"3  +  24zf "V 

/  z/^  z/^3  Y 

""  V36^"      I8z/"3/ 

2^     2""     3"*"  6^"«     V6^"      2J'VJ''^\72     AJ'*^^  %/l"^) 


1.2,3""6^"^6^"»     l,36"~'6^"«+ 40^/^ 

12  ^  ""  12z/"«  ""  \Ma^'    TSj^J  '3^ ' 

1.2.3.4""      245^"^K^+V72/i'''"72^''«  +  T23^yj^' 

1  A"^ 

2^-2^-2  +  5^; 

^^  ^^  A'^  A'^ 

r.2.3.4.5'*'^39;5^'*'^a^"^i2o^''«* 

folglich  Formel  (1)  gleich 


an  Mmxtmum»  tmd  MMmmm$  dureh  IMetflatkm. 


9B5 


-( 


) 


~  \2lliJ"  ~  24J"'  "•"  120^"»/       +  •  •  •  • 


5.4'» 

^'8  ^'6 


(9) 


§.4. 

I 

Dia  Ausdrücke  (8)  ued  (9)  des  vorigen  Paragraphen  sind  noch 
fllnzarichten »  dass  sie  sich  bequem  vermittelst  Additions-  und 
Sobtraettons- Logarithmen  berechnen  lassen.    Man  mache 

1        /'IS^'«     ,\ 


r<^< 


^'/a 


;/(S)=,^(l__^(H- 


2£^ 


)), 


^^^^12 2^' 


4i"« 


3zf^*^ 


^(3,  =  .^-'^ 


^'z/^^       J^ 


J'^ 


w 


""    K    (^"TIP^' 


X/l* 


^(i)=^'(l-.^\l-^)); 


M  geht  die  Gleichung  (8)  in 
nd  die  Gleichung  (9)  in 


Ä- 


Maximum  = 
^tf  ^iv      ^^*%        3^'«       /z/*"\»       '^A'^  A'/i'" 


2z* 


// 


ir* 
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über.    Die  äussere  Form  der  Rechnung  wird  an  einigen  BeisfHi 
klar  werden,  worin  keine  aufzuschreibende  Ziffer  ausgelasMäi 

Gesetzt,  man  wolle  den  Augenblick  der  nurdliclisteo  Abi 
chung  des  Mondes  im  März  1855  und  diese  nördlichste  Ab  weicht 
selbst  finden,  so  giebt  das  Encke'sche  Jahrbuch: 


Mittlere 
Berliner    Zeit. 


März    23. 12^ 

24.  0 
12 

25.  0 
12 

26.  0 
12 


Decl.  5=^ 


+  25o.25'.43",4 

+  59'.20".2 
+  26.25.  3.6  ~20'.3",0 

+  39.17,2  -3",2 

+  27  .  4  .20,8  — 20 .  6,2  + 1«^, 

+  19.11,0  +13,1    ' 

+  27.23.31,8  —19.53,1  +MÜI' 

-  0.42,1  +29,3      l!?d 

+  27  . 22  .49,7  — 19 .  23,8  + 13,6 

—20.  5,9  »+42,9 

+  27.  2.43,8  —18.40,9  ' 

-38.46,8 
+  26  .23.57,0 


I 


Hier  liegt  der  grusste  Einfluss  der  4ten  Differenz  16",3  auf  dia 
Interpolation ,  nämlich  j^g  •  16",3=0'',38203125,  innerhalb  der  Gren- 
zen der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler;  die4ten,  5ten,  6ten.... 
Differenzen  können  daher  Ternachlässigt  werden.  Für  den  Mittag  des 
25.  März  ist,  wenn  man  einen  halben  Tag  als  Einheit  der  Zeit  <  annimmt» 

85     19M1",0-0'.42M      l  13M+29",3        '      .^   _ 

^= —^ g-  -^ ^=  +  9M0",91666....;  fSr 

März  25.6*  aber  ist  g^=  — 0'.  42",!— ,2j.29",3,  also  negativ.  Folg- 
lich   liegt  das  Maximum  der  Abweichung  zwischen  0  und  6*  det  \ 
25.  März.    Man  hat  also  ß=:+27o  23'.31",8  zu  setzen. 


..« • 


J'aber  =  +554",45 
J"  =-1193",l 
J"'  =  +  21",2 
14'"      =+3",S3333.... 


Ig.z/"  =3,07668„ 
\g.J'    =2.74386 

Ig-^  =0,33282« 
Ig.  15    =1,17609 
'g- ^=0.66564 


Ig.  5 


Ig. 


Ig- 


15^ 
12 


=0.69897 ') 
=0.51045^ 


=0,2471« 


/15^'«      \ 
'8-  {-j^  -l)=O,360n 


Ig.  J'  =2.74386 

lg.(^.-^0     =0,59727 


Oet  HmxtHhiwu  wtd  mmmums  durch  tnterpotattm. 


957 


M,      =2,74694 
\4"'    =  1.32634 


\A^"' 


=  2,08008 


Ig. 


V*l 


=0,54818 


Ig- (i  +  ^^^ä-)  =0,00360 


Ig. 


1 


Ig.  (^/'-^,,)  =2,74288 
Ig.^'  =1,99750« 


1- 


J5^^ 

5^"2 


Ig.^' 
Ig.  4 


=0,45329 

=2,74386 
=0,09849 


Ig.  (12/)       =0,74538 
12/=+5A,563875, 


80  Maximum   der  Abweichung  März  25.5*.33'.49",95.    Vernach- 

»sigt  man   ausser  A^^  und  A^^  auch  A*"^  und  A'*'^^  so  föllt  die 

A  A'" 
Idition  von   Ig.  (1 +r-~>ä-)==  0,00360  weg,  und  man  erhält  Ig.^,,, 

W9489,  also  Ig.  (^'—/f,J=: 2,74289,  also  Ig.  (120  =0,74539,  also 
l«=5*,5640,  also  Maximum  der  Abweichung  März 25.5*. 33'. 50",4* 
«  dem  vorher  gefundenen  ganz  unmerklich  verschieden. 


ZA* 
Ig.  (3^0 

I«. ' 


1- 


2^ 


Ig.^ 
Ig.- 


=+ 1663",35 
=3,22098 

=  0,10565 
=  1,3-2634 


ZA* 


Ig.  2^'     =0.33282« 

Ig.^"     =3.07668« 
Ig.z/'"    =1.32634 

lg.^=2.08316 


,      A'^ 

^(3)  (1—2^) 


2,00029 


'^36 


{A'A^^)) 

\  36  ^^~^"2 


HI+ 


^'z:/'" 
^5^ 


=1,09636 
=0,00357 

=0,90658 

=5,48336 
))  =0,19335 


lg.(2(Max.-Ä)z^'0=5;48336« 
lg.(2^'0'  =3,37771« 

Ig.  (Max.— Ä)       =2,10565 
Ä=  +  27o.23'.31",8 
Max  ~Ä=+  2.7,5 

Maximum  =+27.25.30,3. 


ui  sieht,  dass  hier  die  mit  A''"^  und  A''*^  multiplicirten  Glieder 


Uäm 


i«M.-    fiirmeln  aur  Btillminumj 


gar  keinen  merklichen  EiiiDues 
haben.     Zur  Controlle  künnen 


if  die  Bestimmung  des  Maximums 
,t  für  MSrz  25 . Ü*. 563875  interpo. 
5,563S75  14837    . 

Uten,  für  welchen  Au^enlilick  (— +  — ■.>-  =  '''32ÖÖU 

die  Formel  (1)§.2.  in 


14837 1I!(3^M     ,,    /'I4837 
=+27",33'.3l",8+3^(^^-'"-*2^( 


^32000^"""  '^■'    320ÖÖ' 

,  14837 /3305",5     U837/1I93",! 


/I4837y  M 


14837  21  ",2^ 
32000' 


übergeh  t- 

Wir  wollen   ein   an<lere>i 
4ten  und  5ten  Differenzen   . 


=  +  27».'i3'.3y",3 


Beis))iel  liercchncij 
u  berflcLsichligen    i 


FunctioQ. 

—0,2571 

—0,2239 

-  0,4810  +  0,0145 

— 0,20(14  +0,093J 

—0,6904  +0,1077 

—0,1017  +0,0098 

—  0,7921  +0,1175 

+  0,0138  —0,0334 

—0,7763  +0,0841 

+  0,0999  -0,0466 

—0,6764  +0,0375 

+  0,1374 
—0,5390 


auch  die 
-0,010? 


Wir  setzen  voraus,  dass  iti  den  gegehenen  numerischen  \Veftba( 
der  Function  die  Zehnlausendtheile  zuverlässig  und  daher  beiba 
halten,  die  Uundcrttausendtheile  aber  vernachlässigt  eind.  Danj 
künnen  die  fünften  Differenzen  nicht  vernaclilä^td^l  werden,  \vd 
Jg. 0,0300=0,0003315625,  also  >0,0Ü003  ist.     Dagegen  kann  dlj 

6te  Differenz  unbeachtet  bleiben,  weil  ,7^ .  0,0102=0,00004980468711 


also  <  0,00003.     Der  Function 
tial-CoefGcient 


0,7921  gehört  der  Iste  Differen 


=  -0,04039.... 
r  Mitte   des  nachfolgenden  Intervalls  aber 


äe»  Mamtmumi  tmd  MMmumt  äureä  ttUurptUatoH, 


+0,0158+ —2j- +  3. -gjg- , 

ibIgUch  liegt  das  Maximum  zn-iscben  —0,7921  und  der  Mitte  des 
Mgenden  lotervails.    Man  bat  also  i2= — 0,7921  zu  setzen. 
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Ueber  die  Bestimmung  der  Directrixen  '^) ,  Brennpankte 

und  Charakteristiken   oder  Determinanten  der  Linien 

des  zweiten  Grades  im  Allgemeinen. 

Von 

dein   Herausgeber. 


Wenn  man  aus  den  CoefBcienten   der  allgemeinen  Gleichung 

einer  Linie  des  zweiten  Grades  die  verschiedenen  Elemente  die- 
ser Linie  ohne  jedwede  weitere  Transformation  der  Goordinaten 
bestimmen  will,  so  ist  es  nach  meiner  Meinung  oft  von  besaii- 
derem  Nutzen,  zunächst  auf  die  Bestimmung  der  Directrixen,  Brenn- 
punkte und  Charakteristiken  oder  Determinanten  dieser  Linie  des 
zweiten  Grades  zurückzugehen,  weil  sich  daraus,  wie  ich  im 
Archiv.  ThI.  XVII.  Nr.  H.  S.  54.  gezeigt  habe,  dann  auch  alle 
übrigen  Elemente  mit  der  grüssten  Leichtigkeit  ableiten  lassen. 
Zur  Bestimmung  der  Directrixen,  Brennpunkte  und  Charakteristi- 
ken oder  Determinanten  der  Linien  des  zweiten  Grades  unmittel- 
bar aus  den  Coefficienten  ihrer  allgemeinen  Gleichungen,  die 
weitere  Transformationen  der  Coordinaten  gar  nicht  in  Anspruch 
nimmt,  will  ich  daher  in  dieser  Abhandlung  Formeln  entwickeln. 
Wenn    ich  nun  aber  jetzt   noch  hinzusetze,    dass  ich  dabei  nur 


*)  Manche  Schriftsteller  schreiben  in  vornehmerer  Weise  „Direc- 
tricen>'.  Da  aber  das  Wort  Directrice  schon  auch  eine  andere,  sehr 
unmathematische  Bedeutung  hat,  die  unwiUkührlich  ao  Töchter- 
schalen,  Putzwaaren  -  Geschäfte  u.dgl.  erinnert,  so  möchte  ich  doch  den 
lateinischen  Ausdruck  Torziehen. 


II.  CkmrakterisU  od.  Deiermin.  der  Unien  dtt  vwHL  Grades  ete.  203 

\ 

rechtwinklige  Coordlnatensysteme  zu  Grande  legen  frill^  da  jedes 
schiefwinklige  System  immer  leicht  durch  die  bekannten  Formeln 
der  Goordinatenverwandlung  auf  ein  rechtwinkliges  zurückgeführt 
werden  kann«  so  widerspreche  ich  damit  freilich  streng  genommen 
meinem  nur  so  eben  erst  ausgesprochenen  Princip,  jedwede  Coor- 
dinatenverwandlung  unnuthig  zu  machen,  bemerke  aber«  dass  es 
für  keinen  Mathematiker  die  geringste  Schwierigkeit  haben  kann, 
die  aus  dem  in  Rede  stehenden  Uebergange  von  einem  schief- 
winkligen zu  einem  rechtwinkligen  Systeme  resultirenden  Aus- 
drücke der  Coefficienten  der  Gleichung  der  Linie  des  zweiten 
Grades  in  meine  im  Folgenden  entwickelten«  allerdings  nur  fSr 
rechtwinklige  Systeme  geltenden  Formeln  einzufuhren«  weshalb 
ich  es  grosserer  Einfachheit  und  Kürze  wegen  habe  vorziehen  zu 
müssen  geglaubt«  die  sämmtlichen  folgenden  Entwickelungen  auf 
rechtwinklige  Systeme  zu  beschränken«  was  in  der  That  auch  für 
den  von  mir  beabsichtigten  Zweck  völlig  hinreicht.  Dass  solche 
allgemeine  Formeln«  wie  die  im  Folgenden  entwickelten«  z.  B. 
für  die  Aufgabe  von  der  Beschreibung  eines  Kegelschnitts  durch 
fünf  gegebene  Punkte,  aber  auch  noch  in  vielen  anderen  Fällen, 
von  Wichtigkeit  sind«   erhellet  leicht. 

Die  gesuchte  Gleichung  der  Directrixen  *)  unserer  Linie  des 
zweiten  Grades  sei  im  Allgemeinen 

2)     ......       ^a:+ß;y+C  =  0, 

nnd  JT«  F  seien  im  Allgemeinen  die  Coordinaten  der  Brennpunkte. 
Die  Charakteristik  oder  Determinante  (m.  s.  a.  a.  O.  S.  55.)  sei  n. 
Weil  nun  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie«  unter 
Voraussetzung  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems«  die  Qua- 
drate der  Entfernungen  des  Punktes  (xy)  in  der  Linie  des  zwei- 
ten Grades  von  dem  Brennpunkte  und  von  der  Directrix  respective 

Bind«  so  hat  man  (m.  s.  a.  a.  O.  8.55.)  die  Gleichung 
weiche  mittelst  leichter  Rechnung  auf  die  Form 


*)  Man  weiss  schon,  dass  es  in  zwei  Fällen  awei  giebt. 


264  Grüner t:  üeöer  die  Bestimm,  der  Directrixen,  ßrennimnkie 

{(n«-l)il«-J5a)Äa+{(«a-l)i?«-24«}y«+2n«JÄry 

3)  <  >  =  0 

gebracht  wird,  und  nun  mit  der  Gleichung 

ax^  +  by^  +  2ca:if  +  2dra!  +  2eif  +  f=:0 
identisch  sein  muss ,   woraus  die  sechs  folgenden  Gleichungen : 

(n«— !)/?«— /42=:  6, 

nWC+(A^+ß^)Yc=e, 

w«C2  -  (A^  +  ß^)  (X^  +  F«) =/• 

resultiren^  welche  die  sechs  unbekannten  Grossen  n,  A,  B,  C, 
X,   Y  enthalten,  und  zu  deren  Bestimmung  also  gerade  hinreichen. 

Diese  sechs  Gleichungen  zerfallen  in  die  zwei  folgenden  Gruppen : 

n^AB  =  c 
und 

In^AC-\-{A^-\-B^)X=d, 

von  denen  die  erste  nur  die  unbekannten  Grössen  n,  A,  ß,  die 
zweite  nur  die  unbekannten  Grössen  C,  X,  Y  enthält,  und  die 
also  eine  abgesonderte  Betrachtung  und  Auflösung  gestatten. 

Wir  beschäftigen  uns  daher  zunächst  mit  der  ersten  Gruppe  5). 
Aus  den  beiden  ersten   Gleichungen   dieser  Gruppe  erhält  man: 

o  .  .  .  ^  —  (n«— 1)«— r  ^-(n«^])«— r 


ar.  CkarmkierM,  od^  Detennin.  der  Linien  des  zweii.  Grades  eie.  265 
und  weil  nun  vermöge  der  dritten  Gleichung  in  5) 

ist»   so  ergiebt  sich  zur  ßestiramung  der  Charakteristik  oder  De- 
terminante n  unmittelbar  die  Gleichung: 

«.  J(n^~l)a-f6lt(ng-l)6  +  al_  ^ 

Setzen  wir  aber  der  Kürze  wegen 

9) M=w*  —  1,    w2=:m  +  1; 

so  wird  die  Gleichung  8): 

oder 9  wie  man  leicht  tindet: 

JO)     .     .      .     .      (flM  +  6)(6M+a)  =  c2(tl  — 1)«, 

und 4   wenn  man  diese  Gleichung  gehurig  nach  den  Potenzen  von 
tt  ordnet: 

11)  .    .    (c«—  ab)  M«  -  (fl* + 6« + 2c^)  u  +  (c«  -  ab)  =  0. 

Lost  man   diese  quadratische   Gleichung  auf  gewöhnliche  Weise 
auf,   so  erhält  man: 

12)  «=««-1= '2(c«-a6) ' 

und  hieraus: 

^^>     •    ^  = 2(c2-.a6) 

Nach  7)  und  9)  ist  nun  ferner 

flM  +  6        Mj^_äu  +  a 
14*  —  1  M^  —  i 

Nach  12)  ist  aber,   wie  man  leicht  findet: 

au  +  b=^^^-^^{a(a^b)-{^2c^±a\f  (a^b)^+i^U 

6«  + 0  =  2(^^:^)16  (6-0)  +2c«±6V(a-6)«+4?l; 
und  nach  11)  ist 
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also 


"'=     c'^-ab     "-^' 


m'— 1  = 5 r — «  —  2. 

c* — ab 


folglich  nach  12): 


,_ ,  _  (a+6)V  (a-fe)''+4c't(«+6)V  (a-6)«+4c»db(aHfe'+2c»)> 
"  2(ca— o6)« 

Also  ist  nach  dem  Obigen: 

^^_       c^— «6  a(a-6)+2cgdbaV(g-6)«+4c« 

^     ,       ""  V  (a-6)H4c2 '  (a+Ä)  V(a-6)H4c«db(a*+6«+2c«)' 
14)  <  

c^-qft        ^   6 (6  —  g)  +  2c^  J: 6  V(^rr6)g+4cg 
""V(a-Ä)a+4^*  (a+6)  V^(a-6)«+4c»±  (aH6H2c«)* 

Dass  in  den  Formeln  13)  and  14)  für  n^,  A^^  B^  die  oberen 
und  unteren  Zeichen  auf  einander  zu  beziehen  sind«  versteht  sich 
nach  der  vorhergehenden  Entn-ickelung  ganz  von  selbst. 

Bei  der  weiteren  Discussion  der  Gleichungen  13)  und  14) 
müssen  wir  die  drei  Falle ,  wenn 

ist,  von  einander  unterscheiden,  wozu  uns  schon  der  Umstand 
nuthigt,  dass  die  Grosse  c^ — ah  in  dem  Nenner  des  obigen  ali- 
gemeinen Ausdrucks  13)  von  n^  vorkommt,  für  diesen  Ausdruck 
also  ein  keine  bestimmte  Bedeutung  habendes  Symbol  erscheint, 
wenn  die  Grosse  c* — ah  verschwindet. 

I.    c2--a6  =  0. 

In  diesem  Falle  sind  wir  genüthigt>  zu  der  Fundamentalglei- 
chung 11),  aus  welcher  t«  bestimmt  wurde^  zurückzukehren.  Für 
c* — a6  =  0  wird  diese  Gleichung: 

15) (o2  +  62+2c2)«^0. 

Wäre  nun  a*  +  6«  +  2c*=0,  so  wäre  o=0,  6  =  0,  c=0,  und 
die  Gleichung  1)  nähme  die  Gestalt 

2rfa?  +  2cy  +  ir=0 

an,  repräsentirte  also  eine  gerade  Linie,  ein  Fall,  den  wir  dabei 
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von  unserer  ferneren  Betrachtung  ausschliessen  werden^  und  dem« 
zufolge  anzunehmen  herechtigt  sind,  dass  die  Grosse  ä^-{^ö^-l-2c* 
nicht  verschwindet,  so  dass  also  aus  der  Gleichung  15) 

ti  =  0,    ««-1  =  0,    ««=1,    «  =  1 

folgt,  vrell  71  seiner  Natur  nach  nur  positiv  genommen  werden 
kann.  Da  also  die  Charakteristik  oder  Determinante  ft=1  ist, 
so  ist  (m.  s.  den  Aufsatz  ThI.  XVIf.  Nr.  II.)  in  diesem  Falle  die 
Linie  des  zweiten  Grades  eine  Parabel ,  was  auch '  bekanntlich 
mit  der  Bedingung  c' — aöz=0  im  besten  Einklänge  steht. 

Für  A^  und  B^  liefern  in  diesem  Falle  die  Formeln 

n^ — I  u^ — 1 

die  Werthe 

Wegen  der  Gleichung  c* — ab=iO  oder  abr=:c^  haben  a  und  6 
gleiche  Vorzeichen  und  sind  also  entweder  beide  positiv  oder 
beide  negativ.  Wären  aber  a  und  b  beide  positiv,  so  würde  man 
die  Gleichung  1)  unter  der  Form 

— aar«  —  6y2 — 2c:ry — 2ciar — 2^y  — /•=  0 

schreiben  können,  wo  nun  — a  und  ^b  beide  negativ  waren.  Man 
wird  also  immer  zu  der  Annahme  berechtigt  sein,  daso  in  der 
Gleichung  1)  die  Goefßcienten  a  und  b  beide  negativ,  also  — a 
und  —b  beide  positiv  sind,  so  dass  folglich  die  Gleichungen 

för  A  und  B  stets  reelle  Werthe  liefern.  Mit  Beziehung  der  obe- 
ren und  unteren  Zeichen  auf  einander  kann  man  nun  entweder 

A=±sr:^,  B=::±yr^a 

oder 

setzen.  Ob  man  aber  das  Erste  oder  das  Zweite  thun  muss,  ist 
leicht  mittelst  der  Gleichung 

v?AB-=c   oder    hier   AB'=zc 

zu  entscheiden,  indem  man  nämlich  in  Folge  dieser  Gleichung 
offenbar 


368  Orunert:  üeber  die  Benimm,  der  Direcirixen,  BremißUiMe 
oder 

setzen  muss,  jenachdem  c  positiv  oder  negativ  ist.  Versehwände 
c  und  vermöge  der  Gleichung  c^ — ab  =  0  also  auch  eine  der  Gros* 
sen  a  und  b,  so  wäre  jede  Wahl  der  Zeichen  verstattet»  da  die 
Gleichung  AB=c  in  diesem  Falle  immer  erfüllt  ist. 

Bevor  wir  zu  der  Discussion  der  Fälle 

c«  — a6>0,    c«— a6<0 

libergehen^  wollen  wir  zuerst  die  folgenden  vier  Fragen  beant- 
worten. 

1.     Wann  ist 

> 

< 

Die  Beantwortung  dieser  Frage  liefert  die  folgende  analytische 
Darstellung : 

> 

(a— 6)«  +  4c«=(a+6)«, 

< 

> 

a«+6*-2a6  +  4c2=a«  +  6«  +  2ii6, 

< 

4(c2-.a6)  =  0, 

< 
> 

Jenacbdem  also  c'— a6=0  ist,  ist 

< 

> 

(a— ft)«  +  4ca  =  (a  +  6)« 

< 

2.    Wann  ist 

> 

< 

Die  Beantwortung  dieser  Frage  liefert  die  folgende  analjrtische 
Darstellung: 
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(««  +  6«  +  2c»)«=(o+*)»|(a— 6)«+4c*l,      . 

< 

(i^+JV  +  4(a«+6«)c»  +  4c»=(o*-6*)«+4(a+6)M 

< 

> 

= (oH6*)"  -  4a«*«+4(o«+**)c»+8a6c*, 
< 

> 

4(c*— 2o6c»  +  a«6»)  =  0, 

< 

> 

4(c»-a6)«=a, 

< 

> 

(c*  -  06)«  =0. 

< 

Weil  nun  Uom  (c* — 06)* ^0  sein  kann,  so  ist  nie 
(a«+6«  +  2c«)*<(rt+6)«{(a— 6)«+4c"}; 
jenacbdein  aber  (c*— a6)*^0  ist,  ist 

(o« + 6« + 2c«)«  ^  (o + 6)*  I  (a — 6)« + 4«»  |. 

3.    Wann  ist 

> 

U(o— 6)+2c«|*=o«|(o— 6)«+4<j«)? 

< 

Die  Beantwortung  dieser  Frage  liefert  die  folgende  analytische 
Dustellung : 

> 

|o(a— 6)  +  2c«)«=a«t(a— 6)«  +  4c«|, 

< 

> 

a«(a— 6)«+4«(a-ft)c«+4c4=a*(o— 6)«  +  4««c«, 

< 
> 

< 
Tluil  XXV.  18 


9m  CMinert:  Ve^tr  4h  Betitmm.  der  if&eeiriam,  *r§ilmffunku 


<»- 

> 
-a6s=0. 

< 

Jenachdeni  also  c*^ 

-a6=0  ist,  ist 

. 

< 

|a(a- 

-6)+2cap 

> 

'=o»{(a- 

< 

-6)»+4c«l. 

4, 

Wann  ist 

' 

% 

{6(6- 

-a)  +  2c2}« 

> 

=  6«|(o- 

< 

-6)«  +  4c«t? 

Die  Beantwortung  dieser  Frage  üefeTt  die  folgende  analytis( 
Darstellung : 

> 

t6(6-o)  +  2c«l«=6«|(a— 6)H4c*l, 

< 

> 

6«(6— «)»+4*(6— a)e«+4c4=6«(6— o)"+4Wc», 

< 

> 

6(6  — a)  +  <;«=6», 

< 

> 

c«— 06  =  0. 

< 

> 

Jenachdem  also  c' — a6:=0  ist,    ist 

< 

( 6  (6  —  a)  +  2c*  t«=  6*1  (a— 6)«  +  4c«}. 

< 

Der  Beantwortung  dieser  vi'er  Fragen  fügen  wir  noch  die  E 
merkung  bei,   dass,  weil 

1  V(o-6)«  +  4c«+(o  +  6)U  V"(a— 6)«+4ca— (o+6)| 
=  (o— 6)«  -  (o  +  6)*+4c*= 4(c«-  ab) 
ist,   die  Grossen 

V(o  — 6)«  +  4c«+(o+6)   und    V^(a — 6)*  +  4c«  -  (a  +  6) 


b« 


gleiche  oder  angleiehe  Vorzeichen  haben»  jenachdem 

c*— ffÄ>0  oder  c*— flA<0 

ist.  Für  c*~a6=0  wird  immer  die  eine  der  beidei^  io  Rede 
stehenden  Grossen  verschwinden,  was  auch  daraus  erhellet,  weil 
iB  diesem  Falle 

(a  —  6)«  ^-  4c«  =  (a  -  Ä)«  +  Aab  =  (a  +  Ä)*, 

also 

V(«-Ä)«  +  4F«=±(a  +  Ä) 
ist 

Es  sei  nun 

II.    c«-iiÄ>a 
Weil  nach  dem  Vorhergebenden  in  diesem  Falle 

(a--6)«+4c«>(a  +  6)« 
ist,  so  ist 

V(a-6)«  +  4c«±{o  +  6)>0, 
und  man  kann  also  nach  13) 

**—}  2(c«-a6)  j 

setzen.    Ferner  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

(a«  +  ö«  +  2c2)2  >(a  +  6)«t  (fl— A)*+4€2l, 

also 

g«  +  6«-^2c«4:(a  +  6)  V  (fl-6)«  +  4c«^  ^ 

2(c«-a6)  ^"' 

and  folglich  ,^   weil 

-,        ^,      ,  .aH6«  +  2o«Jb(aH-6)V(fl-6)H4c« 
n«=u  +  l  =  l  + 2(c«-a*) 

n*>l    oder   n>l, 

iraa  bekanntlich  im  Allgemeinen  der  Fall  der  Hyperbel  ist,  und 
aaeb  mit  der  Bedingung  c«  — a6>0  im   besten  Einklänge  steht. 

Weit  bacb  dem  Vorhergehenden 

18» 
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{ii(a— 6)+2c«|«>a«{(a-.6)»+4e«J, 

ist  9  und  die  Grossen 

a(a  — 6)  +  2c«=a«  +  c«  +  (c«-a6), 
b(b^ä)  +2c«  =  ö«  +  c»  +  (c»— aÄ) 

offenbar  positiv  sind,  so  ist 

o(a  —  ö)  +  2c*db  o  V(a— 6)a  +  4c«  >  0, 

6  (ö  _  fl)  +  2c«  i:  6  V^(a  -  6)«  f  4c«  >'0 ; 
und  weil 

(o«  +  6«  +  2c«)«  >  (a  +  ö)« { («  - 6)«  +  4c«} 
ist,   so  ist 

(a  +  6)V(a--6)«  +  4^±(a*  +  ^*  +  2c«)^0. 

wo  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander  beziehe 
Berücicsichtigt  man  nun  die  Ausdrücke  von  A^  und  J9«  in  14),  i 
ist  aus  dem  Vorhergehenden  klar,  dass  man  in  diesen  Ausdrucke 
und  also  natürlich  auch  in  dem  obigen  Ausdrucke  von  n,  nur  d 
oberen  Zeichen  nehmen  darf.  Daher  hat  man  im  vorliegend« 
Falle  für  n,  ^«,  JS«  die  folgenden  Ausdrucke: 

_  j  i  V^(fl  -6)«  +  4c«-Ka  H-  ^))  V^(a-6)«-^4c«^  4 
"—  1  2(Z-«— a/>)  {    ' 

c*—ab  o(a  — Ä)  +  2c«  +  a  V(a— &)«+4c« 

V(a— 6)«  +  4c«   («  +  6)  V(a — 6)« + 4c« + (a«  +  6« + 2c«)' 

^^^         c«-q6  6(6  — a)+2c«  +  6V(^6)«4-4c« 

~"  V(a-6)«  +  4c«  '  (o+  ö)  V(/«  —  6)« -f  4c« + (o« + 6«  +2c«) ' 

und  aus  der  Gleichung  n^ABz=:c  erhellet,    dass  man 


n 


_  )|V(n-6)«+4c«  +  («  +  6)|V^(a-.^)a  +  4c"Sfi 

2(c«-.a6) 


^-=4.  1         c«-fl6     _        q(«-6)+2c«+aV^(a— 6)«+4c«       \ 
^  '  STia  —  ö)«  +  4^  *  (a  +  ö)  V  (a — A)« + 4c« +(a« + ö«+2c«) » 

-  1  V(a  — 6)«  +  4c«   (a  +  6)V^(a-6)«^-4^f(a«+6«+2ca)  ' 
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oder 

"     «VTä— 6)H4c«'(a  +  6)V^(a— 6)«+4c«+(a«+6H2c*)t 

C  V(a— 6)«  +  4^   («  +  6)  V  (a-6)«+4ca+(aH6H2c«)  1 

»tien  inuss,  jenachdem  c  positiv  oder  negativ  ist.  FOr  c  =  0 
erechwiDdet  immer  eine  der  Grossen  A^  B,  und  die  Gleichung 
^AB  =  c  ist  daher  immer  erfällt,  wie  man  auch  die  Zeichen 
ehmen  mag. 

Dass  der  Quotient  -^  derselbe  bleibt,    man  mag  in  den  bei- 

en  obigen  Systemen  von  Formeln  die  oberen  oder  die  unteren 
teichen  nehmen,   und  dass  also  die  beiden  durch  die  Gleichung 

Ax+By+C=0 

m 

iMrakterisIrten  geraden  Linien,  welche  die  vorhergehenden  For- 
leln  fiefera,   einander  parallel  sind,   ist  klar. 

III.    c«— aö<0. 

In  diesem  Falle  kann  weder  a^O,  noch  6=0  sein,  weil  sonst 
'<0  wäre,  was  ungereimt  ist;  auch  mOssen  a  und  6  offenbar 
leiche  Vorzeichen  haben,  und  es  ist  also  entweder  a>0,  6>0, 
f6>0  oder  a<0,   6<0,   a+6<0. 

Weil  nach  dem  oben  Bewiesenen  in  diesem  Falle 

(a— 6)«  +  4c«<(a  +  6)« 

t,  so  ist  ffir  a>0,   6>0: 

V'(a-6)a  +  4?  +  (a  +  6)>0, 

V(«— 6)«  +  4^— (a  +  6)<0; 

id  filr   a<0,    6<0: 

V^(a— 6)«  +  4c^+  (a  +  6)<  0, 
V^(a— 6)2  +  4c«-  (a  +  6)  >  0. 
Iso  ist  für   a>0,    6>0: 
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uud  rar   a<0,    6<0: 

UV(g— 6)g-f4e^1-<o-t-ft)rV(a-6)«4-4crg^  4 

Ferner  Ut  nfteh  dem  V  eirhergebenclen : 

also 

ö«  +  6«  +^«  Jt  («  +  ^)  V(«— 6)2  +  4c» 


2(0«— «6) 
folglich ,    weil 


<o. 


-_      .-      ,  .  a«-f6»+2c«db(«+&)V(^-*)*+4c« 
««^«  +  1=1  + ^ <tV-„b) 

ist, 

n*<l  nder  w<l, 

vras  bdmnn'tiich  im  Aiigemeirten  der  Fall  der  Eltip»«  ist,  und  aii(d 
mit  der  Bedingung  e^--a6<0  im  besten  Einklänge  stobt. 

Wegen  der  so  eben  gefundenen  Ausdrücke  von  n  muss  ma 
nun  für  a>0,  6>0  in  den  Formeln  für  Ä^  und  B^  in  14)  dl 
unseren  Zeiciren  nehnren,    also 

c^—ab a(a-6)-f^c^  — «V^(ö-'ft)^  +  4c« 

""  VTo^ÄF+J^ '  («  +  6)  V(a— 6)2  +  4^- (a«+i2  +  2c*)' 

-^  c«—  a6  Ä  (6  —  a)  +  2c^— 6  V(a  — 6)a+lc2 


V(a^6)*  +  4c«'(a  +  6)V(a— *)2  +  4c«-(a2+6«+2c«) 

setzen;   dagegen    muss    man    für   a<0,    6<0  in    den    in   Ret 
stehenden  Formeln  die  oberen  Zeichen  nehraeii,  also 

■"  V(a-6)a  +  4c2  "  (a  +  6)  V(a— 6)^+47^+  («2+6«+2c*)  ' 

~"  V(^-^6)«  +1^  *  <a  +  6)  \r(7^6)a  f  4c2+(a«+6«+2c») 
setzen. 
Wegen 
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(o»  +  6»  +  2c«)«  >(o + 6)«  { (o  -  6)«  +  4c«  I 
Ut 

(«  +  b)  V<r^*)»+4c«— {«« -f  *• + 2c«)<  0, 

(a  +  6)Vra-«)«+Tc'+(o«+A«+Jc««)>0. 
Wegen 

{6(6— a)+2c«l«<6«{(a-6)*  +  4c«| 
U  für  a>0>    ß>0: 

a(a— 6)  +2ca— a  V(a— 6)*  +4^<  0, 
ÄC'Ä— a)+2c»— 6V(a--6)a  +  4o«<0; 

iBdffir  a<0«  6<0  Ut: 

a(a— A)+2c«+aV(a— ö)«+4c?<0, 
6(6  — a)+2c«  +  6V(a— 6)«  +  4c«<0. 

JBteraus  sieht  man»  das«  für  ii>0»  6>0  die  obigen  Aiw« 
Mde  von  /4^  und  B^  für  diese  Grössen  negative  Werthe  liefern ; 
ftr  a<0,  6<0  liefern  dagegen  die  obigen  Ausdrücke  von  A^ 
md  B^  iär  «tiese  Grossen  positive  Werthe.  Nun  ist  aber  scbsOB 
b«  dem-  Falle  I.  gezeigt  worden ,  dass  man  immer  beriecfctigt  fisi; 
a  and  b,  die  hier,  wie  dort,  gleiche  Vorzeichen  haben >  negativ 
tBznnehmen.  Datier  muss  man,  diese  Bedingung  als  erfüllt  vor- 
ausgesetzt, im  vorliegenden  Falle  setzen: 


'=! 


tV(a— 6)a  +  4€»+(a  +  6)}V^(a-6)«  +  4c«)  J 
2T^^="a"6) ^ 


r«-a6  a(a-6)  +  2c« +  aV(a— 6)3  +  462 


V75^  *)«+ 4c« '(a +-6)  V(«— 6)«+ 4c«+ (aa+6«  +  2c«)  * 

___c^o6__       &(fe— a)-t-2c«  +  ftV7ä^fe)«-F4c« 
~  V(a— 6)«+4c*  *  (o  +  6)  V^(a— 6)«  +  4c«+  (a« +*«+^d«) ' 

nnd  ans  der  Gleichung  n*AB:=.c  erhellet,   dass  man 

_  j {V(a— »)«+4<^-Ka+6)lV(o-fe)«-t-4c« |  i 
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t»  —  ab 


«(ff— 6)4-2c'-t-a\^(a— ^.)°  +  4c«     \\. 


I  V(ii-4)'  +  Äi  (ff  +6)  \^(o - 6)»  +  4e«  +  (o«+  6H2c")l 


!'  — ff6 


fe(6— ff)  +  2c''+&V"(ff  — 6)»  +  4<.-« 


'V(o— W'  +  fc'   (a+S)V(ff— 4)"  +  4c'  +  (ff'+6'+! 


llVV 


-H'  +  4c'+(a4-6)l\^(a— 6)'  +  4c'|i 
2(c»— o6)  ' 


i 


6(6— n)  +  2c'  +  6V(a— 6)'+4e*     \% 


'\^(a-6)«  +  4c*'(a  +  d)V^(o— 6)"  +  4c"+(o»+6»+2c")i 


setzen  muss,    jenachdem 
gilt  dieselbe  Bemerkung  i 


c  positiv  oder    negativ  ist. 
'ie  in  If. 


Daas  der  QnotieDt  -a  derselbe  bleibt,  man  mag  in  den  bei' 
den  obige»  Systemen  von  Formeln  die  oberen  oder  die  untere! 
Zeichen  nehmen,    und  dass  also  die  beiden  durch  die  deiebung 

charakterisirten   geraden  Linien,    (reiche  die  vorhergehen  den  For 
mein  liefern,    einander  parallel  sind,    ist  klar. 

Dasa  die  Formeln  für  n,  Ä,  B  in  II.  und  III.  ganz  dieselbei 
siud,  wird  dem  aufmerksamen  Leser  nicht  entgehen,  ivobei  jedocf 
nicht  UDberiicksicbtigt  bleiben  darf,  dass  die  Formeln  in  den 
Falle  111.  die  Grüssen  a  und  b  als  negativ  voraussetzen,  die  For 
mein  in  IL  aber  einer  solchen  Einschränkung  gar  nicht  unterliegefl 

Leicht  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden: 


^«  +  ß»: 


c»— oft 


V(T 


+  6  +  \^(a-6)'+4c«i  V  (fl— fi)«4-4c« 
l«  +  4^  '  (a  +  6)  V^CS^^* +4c» + (a» + A«  +  2c«) 


und  aus  den  drei  Fundamental- Gleichungen  5)  folgen  auch  leich 
die  Relationen: 

n^{A^  —  &)  =  a  —  b, 
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nd  hieraus: 

o—b  a+b 


=2. 


Weil  n*AB=:e  \st,   so  hat  man  auch  die  Relation: 

A»^B*       A     B_a-b 
AB      ~  B~'A~~7~' 

Wir  gehen  nun  zn  der  Auflosung  der  Gleichungen  6),  näm- 
'icb  der  Gleichungen 

tflAC+i^+  B*)X=d. 

n*BC^(A^+B*)Y=e. 

n«C«  -  (^«  +  JJ«)  ( JT«  +  F«)  = /^ 
fiber. 

Aus  den  zwei  ersten  dieser  Gleichungen  folgt: 

19).    .    .    .    ^—   j*^ß%'     '^—  ^a+Ä*' 
lodass  also  X,  F  vollkommen  bestimmt  sin  d,  wenn  C  bestimmt  ist. 
Ans  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  aber: 

nd  die  dritte  der  drei  aufzulösenden  Gleichungen  liefert  uns  da- 
her zur  Bestimmung  von  C  die  folgende  Gleichung  des  zweiten 
Grades: 

(d^n^AO^  +  (e--nWC)^_ 

irelche,   geborig  reducirt,   leicht  auf  die  Form 

^      ^        dA  +  eB  d*+e^+f(A*  +  B*) 

^    ""^(n«— 1)(^«  +  Äa)^ n«(n«r-l)(24«+i?«) 

gebracht  wird»  und,   auf  gewöhnliche  Weise  aufgelöst,  nach  eini- 
gen Reductionen  zu  dem  folgenden  Ausdrucke  von  C  fährt: 
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^®>    ^= n(n*-l)(^a+Ä2) 

_n{dA^eß)±V(dA^'eß)^\-{^'-n^)\{eA^B)'^^i\A^' 
-  »(»«-.l)(.jlHi8*) 

oder: 

17)    C= -gg 

«(rf+c2)±V(''+-«f)'+(l-«')!(c-rfj)"+/'^»{l+ 

«(n»--l)iJ(l  +  ^ 

Bei  der  weiteren  Uisciission    dieses   Ausdrucks   müsse 
nun  wieder  die  drei  Fälle»    wenn 

c«— «6=0,    c«— a6>0,    c»— aA<0 

oder,   was  Dasselbe  Ist, 

71^  1,     w>l,     »  <1 

Ist,   von  «inander  unterscfaeideii. 

Weil  in  dieseni  Falle  9i=s=l   Ist^    so  ist  die  obige  Glei 
des  zweiten  Grades ,  aus  w^ldier  C  bestimmt  werden  muss,  folg 

C2 :srfm =^' 

und  führt,  geborig  reducirt,  zu  der  Gleichung  des  ersten  Gj 
woraus 

folgt;    and  zur  -ßestininung  Ton   X,   T  liert  man  in  diesem 
die  folgemlen  fknsdrficke: 


tkCtaraMr/it «if. Dtiermim.  der  Unim äeswmeit  ermä$t€ic,  S79 

•e  dass  Mch  afeo  C>  A',  Y  im  AUg«roeineii  immer  in  i>ec4ler  Weise 
bcfttimmen  lassen.  Der  Fall  dA-i-eBr^O,  ho  C  unendlieh  w'vtä^ 
bildet  eine  Ausnahme.  Weil  es  hier  nur  meine  Absieht  ist,  im 
Allgemeinen  die  Formeln  zur  Bestimmung  der  Directrixen  und 
'Brennpuakte  zu  eintwickela ,  jiicJit  die  eimseinen  Falle  vollständig 
xii  discutiren,  so  genügt  es  mir,  wegen  des  Falls  dA-i-eBz=zO 
«Enf  die  AbhaBdkmg  Nr.  XH.  S.  146.  in  diesem  Theile  zu  verweisen, 
vro  der  Leser  Alles  finden  wird,  was  über  diesen  Fall  zu  wissea 
viSthig  ist. 

Bezeichnet  man  von  jetzt  ah  die  absoluten  Werthe  von  A,  B 
respaetive  ,durcb  A' ,  ß*  9    so  ist  bekanntlich 

A^±A\    Bz=:±B'   oder    A:=^±A' ,    B=^B\ 

jenachdem  c  positiv  oder  negativ   ist.     Wenn  also  c  positiv  ist, 
so  ist  nach  dem  Obigen : 

^  —  ^       2(dA'i-eB')        ~^^  ' 
^d-A'C  e-B'C\ 

ond  die  Gleichung  der  Directrixen  ist 

db^'^±Ä'i^±C' =0, 

aUo 

weiche  Gleichung  doppelte  Zeichen  nicht  mehr  enthält  und  daher 
our  einer  geraden  Linie  entspricht.  Wenn  dagegen  c  negativ 
ist,  80  ist  nach  dem  Obigen: 

und  die  Gleichung  der  Directrixen  ist: 
also 

welche  Gleichung  wieder  doppelte  Zeichen    nicht   mehr  enthält, 
und  daher  nur  einer  geraden  Linie  entspricht. 


Ml  ^run^rt:  OeHr  tue  SeHtmm,  der  tHreeMxen^  »rmmpiMMe 

Die  Parabel  hat  folglich  nur  eioe  Directrix  uod  nur  ela 
Brennpunkt. 

IL    c«— a6>0. 

Weil  in  dieeem  Falle  ti>  1»  also  n*— I  positiv  ist,  so  wollen 


oder 


C= 


n(d+'ir|)±V"(^  +  ijf)*--(«*--l){(e-rff)«+/il«(l  +  5 


n(n«-l)^(l  +  ^) 


setzen.    Hier  sind  nun  die  folgenden  drei  Fälle  zu  unterscheid 
Wenn 


ist^  so  ist 


C=  -——^  -  dA^eB 


(n«-l)^(l  +  f^     (««-1)(^»+B«)' 

und  es  giebt  also  in  diesem  Falle  eine  Directrix  und  ein 
derselben  entsprechenden  Brennpunkt.  Bezeichnen  wir  die  E 
fernung  des  Brennpunkts  von  der  Directrix  im  Allgemeinen  du 
E,  so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  im  i 
gemeinen 

Nun  ist  aber 

^~  A*^^B*'     ^~  A*+B'  ' 
folglich 

AX+B  rz= 2FTBS ' 

und  daher 
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AA+xfr  +  C= A^-{-  B^ ' 

woraas  nach  dem  Obigen 

\dÄ  +  €B-(n^^  1)(A^^B^C}^ 


£?= 


(il*+Ä«)» 


Mgt  Weil  nuD  in  Sim  vorliegenden  speciellen  Falle  nach  dem 
Obigen 

ist,  so  ist  in  diesem  (alle  £  =  0,  und  der  Brennpunkt  liegt  also 
iirder  Directrix.  Nehmen  wir  den  Brennpunkt  als  den  Anfang 
ehes  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  (n^)  an,  dessen 
tf-hje  die  Directrix  ist,  so  ist  die  Gleichung  der  Curve  offenbar 

^      jr*  +  ^*=nV.   also  t?,  =(n*— l)jr*; 

woraas  sich 

ergiebt»  und  die  Curve  daher,  weil  n^  —  1  positiv,  also  V'n* — 1 
reell  Ist«  durch  zwei  im  Brennpunkte  sich  schneidende  gerade 
Linien  repräsentirt  wird. 

Wenn 

(d+e§)«-(««-l)|(e-rff)«+/i<«(l  +  5)«)>0 

ist,  so  hat  C  zwei  ungleiche  reelle  Werthe,  und  es  giebt  also 
sirei  Directrixen  und  zwei  denselben  entsprechende  Brennpunkte. 

Wenn 

i«t,  so  sind  beide  Werthe  von  C  imaginär,  und  es  giebt  also  In 
fiesem  Falle  weder  eine  Directrix,  noch  einen  Brennpunkt.  Weil 
■an  anderweitig  (m.  s.  den  Aufsatz  Nr.  XII.  in  diesem  Theile)  weiss, 
dass  in  dem  vorliegenden  Falle,  wo  c*  —  a6>0  ist,  die  Gleichung 

m  eine  H3rperbel  oder  zwei  gerade  Linien  reprSsentiren  kann, 
die  Hyperbel  aber  bekanntlich  immer  zwei  Brennpunkte  und  zwei 
Directrixen  hat,  so  kann  in  dem  Falle,  wenn 


38S  Grüner^:'  ffeäer  ditjeiümm,  der  D&eetrfxen,  Brem^mtM^ 

(d  +  e*)*-(««-l)l(«-rff)H/^^«(l  +  5)*K0 
ist,   die  Gleichung 

nur  zwei  gerade  Linien   repräsentiren ,    was  wir  jetzt  der  Kfirze 
wegen  nicht  weiter  analytisch  untersuchen  jn^oileo. 

III.    c«— aö<0. 

Weil  in  diesem  Falle  n<l,   also  ] — n^  positiv  ist,    so  wol- 
ieo  wir  ^ 


oder 


C= 


n(rf+e|)±V^(c?  +  ^|)Ha-«*)l(«-rf|)H/^^*(l  +  2i)*< 


n(n^^l)A(l  +  ^) 


setzen,  und  nun  wieder  die  drei  folgenden  Fälle  unterscheiden. 
Wenn 

I 

ist,    80  ist 

und  ganz  auf  dieselbe  Weise  wie  im  vorhergehenden  Falle  erhält 
man,  ähnliche  Bedeutungen  wie  dort  auch  hier  den  Zeichen  E 
und  jT,  t>  beilegend,    E=zO  und 

]r«+t^2:=n«jr*,    also  t;«=r(wa— l)jr«; 
woraus 'sich 

d.  h.«  weil  n^-^1  negativ  ^  also  V^n^— 1  imaginär  latj  ein«  Im»- 
gwäre  Curve  ergiebt;  mx  für  f^O,  9=:0,  d.  b.  fü?  den  P^nkt 
(JCF)  sind  die  vorstebenden  Gleichungen  zulässig. 
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Wenn 

it,   80  hat  C  zwei  ungleiche  reelle  Werthe,    and  es  giebt  also 
swei  Directrixen  und  zwei  Brennpunkte. 

Wenn 

fUs  80  8ind  beide  Werthe  von  C,  und  also  auch  die  Werthe  von 
r,  F  imaginär. 

Anderweitig  (m.  s.  den  Aufsatz  Nr.  XII.  in  diesem  Theiie)  weiss 
lan,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle,  wo  c^ — a6<0  ist»  die 
leichung 

aar«  +  6y*  I- 2cjry  +  2</a;  +  2cy  + /"=  0 

ir  einen  Punkt  oder  eine  Ellipse  darstellt,   oder  imaginär  ist. 

Wie  aus  n  und  E  die  Axen,  der  Parameter,  die  Excentrici- 
,t  leicht  berechnet  werden  können,  habe  ich  schon  in  dem  Auf- 
ktze  Tbl.  XVII.  JNr.  II.  ausfährlich  gezeigt,  und  erlaube  mir  da- 
»r  in  dieser  Beziehung  hier  der  Kürze  wegen  auf  jenen  Aufsatz 
i  verweisen.. 
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De   tabulis   Trigonometricis. 

(E  i'nnaperlu  Bctoram  Reg.  Acad,  Scienl.  Hnlmicnaia.)- 

Auctorc! 

D"  Christiano   Fr.  Lindman, 


Inter  omnes  constat,  numerns,  quos  tabulae  cujusvia  geneilit 
tit  tiibulae  trigonomelricae,  siippeditant,  nori  esse  nisi  quam  pronne 
veroa,  id  qand  saepissime  quoque  dici  potest  de  praeceptis,  qnu 
in  bis  tabulis  utendis  tenenda  sunt.  Numeri  e  tabulis  eumti  ob 
utramque  caussam  mendia  magis  minusve  laboraut,  unde  alt» 
deincepB  menda  oriuntur,  quorum  limites  cogniti  eese  debent,  nt 
sciainus,  quatenus  ßdes  habenda  sit  numeris  tabularum  ope  inven- 
tie.  III'"  Gauss  in  libro  auo  „Theoria  niotus  carporum  coe- 
lestium"  inscripto  mentlonem  de  magna  illa  re  fecit  docuitque, 
quomodo  limites  errorara  in  calculos  vocandi  essent*).  liigratuni 
fortasse  non  erit,  ei  in  unum  locum  congessero  eas  formnlae, 
quae  ad  functiones  goniomelricas  apectanl.  Ratio  non  habetur 
iiisi  inevitabilis  tabularum  erroris  (=:  a) ,  qui  ob  modum  nunc  usi- 
tatum  fractiones  decimales,  ut  dicunt,  corrigendi  **)  dimidiam  nni- 
tatem  decimalis  ultimae  ezcedere  nequit.    Itaque 

>)  Cel<"  N.  G.  a  Schulten  in  talmlia  ali  st  cditii  (Keliingfaraiaa 
IB38)  aliqaot  formulaH  Iinjua  geoeris  suisquo  tabulU  nplutai  pratollb 
Mirum  profeclii  oit,  nihil  prnraua,  ijiiod  eijiiidem  «ciam ,  ■□  ntla  alia 
taliula  occiirrere,  imde  cngnoicerp  licet,  quam  [irnpe  ad  veritatem  acc«- 
dant  nuiucri  laliularum  ope  acccpti. 

'*)  Tantna  error  evitari  nnn  polest,  qoando  in  taliulit  v.  c.  aeptani 
der.iinaliniii  decinialii  oclava  nogligilur,  ai  eat  minor  qDam  quin^ 


>9  »9  99  » 
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i^.    dato  aren  9 

ä)  aceurate, 

.    sammos  error»  qui  inesse  poteat  in  log  Sin  9>,  log€o8  9>,  logtg^, 
\ogCotq),  est  =o>; 

ßy  proxime  (error  arcus  in  partibas  radii  :=zd<p), 

sammiia  est  error  ipsius  \ogSmq>=:mCotq)dq>-^-m, 
„  „      „  „       logCosg)  =— witg9>rfg>— (ö, 

^2imdq>   . 

2iifrfy 
logCotg>=-gj^-.a>, 

(ifi=  modolo  logarithmoruro  vulgariuni); 

11^.   dato  logarithmo  functionis  cujnsdam  gonioinetricae 

0)  aceurate» 

Hummus  error  arcus  in  mioutis  secundis  est=: — ^"Tn  ®  logSing»» 

ys  >»      99      99      9*  99        »  — ""mSinl"^  ^^     *^' 

_  CO  Sin  2y 

c)Sin297 

^  proxime, 

summas  error  arcus  est  resp.  ut  in  et),  dummodo  in  nume- 
ratoribus  tn-y^fa'  pro  co  ponatur,  si  est  a>'=  errori  logarithmi. 

Ex  bis  formniis  liquet,  mendum  arcus  logarithmo  Sinus  dati, 
quindo  arcus  a  quadrante  parum  discrepat,  quantumlibet  fieri  posse. 
fta  quoque  res  se  babet,  si  arcus  prope  zero  iogaritbmo  Cosinus 
dätuT,  id  quod   praeterea»  tabulis  modo  cursim  transitis»  elncet. 


tfe)ptini8  deHmalis  unitate  augetnr,  si  octava  est  aeqnalis  qninque  Tel 
Major.  Sin  autem  signo  quodam  denotaretur,  decimales  neglectas  intra 
Ihnites  0,25  et  0,75  contineri;  et  octaTa  negligeretur,  si  minor  esset 
qäam  0,25,  septima  Tero  anitate  augeretur,  si  octava  est  major  quam 
0,75,  patet,  errorera  dimidio  minorem  fieri,  quam  nnnc  est.  (Decimalis 
ieptima  hie  anitas  habetnr.)  DiTersis  notis  utendis  error  tabnlaram 
etfani  magis  minai   potest,   dummodo  idoneae  notae  reperiri  possint. 
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Interdum  igitur  accidit,  ut  rationes  et  formulae,  alias  aptUuimtd» 
prorsus  sint  relinquendae  et  aliae  quaerendae'.  Ita  est,  si  ex.  c* 
hypoteDusa  trianguli  sphaeriei  rectanguli,  angulis  datis  qaaeriior« 
Enimvero  si  hypotenusa  designatar  per  a  anguliqae  adjaceotas  per 
B  et  Cf  habemus 

Casa  =  CotÄCotC, 

ubi   fieri    potest,    ut    log  Cos  a  ad   decem   multum    appropinqaet. 
Formula  tum  transforroanda  est.     Facile  invenitur 

1— Cosfl       l  — CotgCotC 
1  +  Coso  ""  1  +  CotÄCotC 

vel  ope  forroulanim  notissiniarum 

t^ai«-     Cos(Ä+C) 
tgV=-Cos(Ä-C)' 

unde  arcus  a  aeeurate  inveniri  potest.  Aliae  aliis  locis  *)  viae 
monstrantur^  quae  fere  omnes  in  alia  functione  goniometrica,  trans* 
formationibus  factis,  reperienda  eontinentur.  Formula  praeterea 
inventa  usum  logarithmorum  statim  patiatur,  oportet.  Quod  quam 
Don  semper  eveniat,  angulos  auxiliares  interdum  introducere  ne« 
cesse  est.  Haec  res  diligentissime  disjungi  debet  ab  illa,  in  qua 
arcus  tam  aeeurate  invenitur,  quam  babitus  tabulae  permittit. 
Longe  aliter  res  se  habet,  quum  angulo  auxiliari  utimur.  Dato 
enim  logarithmo  Sinus  vel  Cosinus  ad  decem  appropinquante, 
funetio  data  ex.  c.  Cos 9)  ponatur  r=:io^x,  ut  suadent  Cel'  Frau- 
coeur**)  et  Grunert***).  Ex  aequatione  tga?=Cos<p  arcus  x 
invenitur.     Deinde  habebimus 

1  —  Cos  g? 1— tgo? 

1  +  Cos9""l  +tgar' 

unde  redundat  aequatio 

tgig>  =  ±^tg(450-^ (1) 

Jam  videamus«  ad  qualem  exitum  haec  via  ducat,  atque  ponamus 

logtga:(=:logCos9))  mendo   vaeuum.     Ita  maximum  arcus  x  men- 

j  j.         0  Sin  2^7 

dum  evadit  =2iwSinr^*  ^^^^  quoque,  signo  tantum  mutato,  arcnm 


•)  Vid.  ex.  c.  Cagnuli,  Trait^  deTrigon.   Paris  1786,  pag.  109,  250; 
Francoenr,  Conr«  de  Math.  pure«.    Brnxelles  1838.    Tom.  IL  pag. 
**)  L.  c.  p.  253. 
***^  Archiv  der  Mathematik  und  Physik.    Tom.  I.  pag.  73. 
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45^— a?  afBcit  et  in  logtg(45®— ar)  generat  errorem  = — a)tg2a:—  co. 
Qnoniam  vero  arcus  a:,  quando  g>  ad  zero  propius  accedit,  paullo 
(antum  minor  est  quam  45^,  tg2ar  admodum  magna  est^  unde  Igt- 
tat  error  ingens  resultare  possit.  Error  quidem  dimidio  mi- 
nor fit,  quia  logarithmns  propter  extraetionem  radicis  quadratae 
per  2  dividitur,    sed  postea   per  2  multiplieandum  est,  ut  g>  inve- 

.  ^          .       .  .*                                     ^            a)tg2ar+3i»  . 

Diatar,  cujus  igitur  maxinius  error  est  = ö    s*    \"    "^'"y-    Q"' 

quoDiam  error ,  etiamsi  log  Cos  9  nullo  mendo  laborare  positus  est» 
valde  magnus  esse  potest,  ratio ,  de  qua  nunc  agitur,  non  est 
ejnsmodi«  ut  nihil  amplius  desiderandum  sit,  qnamquam  errores 
interdum  admodum  parvi  evadunt.  In  eo  casu  specialis  quum  lo* 
garitbmus  datus  mendo  vaeat,  facillime  invenitur  formula»  quae 
arcum  accuratissime  suppeditat.    Enimvero  posito 

logCos9>=:10 — a  (or=  fractioni  admodum  parvae)« 

eradit 

Cosg>  =  r.lO~«  (r=  radio  tabularum), 

unde 

Sing)  =  rVl  — 10-««,     log  Sin  9)  =  10 +  i  log  (1— 10-««). 
Jam  formula   notissima  suppeditat  "^ 

10-2«^  1 —  +  _j-^ -j-^  +  etc., 

nbi  est  k=^  1 10  =  %3025851  (log  )^= 0,3622157).    Ita  fit 

1  4  2 

logSin  g)  =  10  +  5jlog(2A:a  —  2A:«a«  +  3 AM  -  jÄ*a*  +  etc.) 

=  10  +  ^  Iog2A:a  +  ^ .  log  (1  —  Äa +|  i5:«a«—  g*»«»+  etc.). 

Quia  est    «=   fractioni  admodum  parvae,    posterior   logarithmus 
secundum  formnlam 

log(l-y)=-j(3^  +  ^  +  ^  +  etc.) 

in  «erlern  convergentem  evolvere  licet,   si  ponitur 

y  5=  A«  —  QÄV+  Q  A3««— etc. 

eaeqno  ipsius  o  dignitates  introducuntur,   quae  ad  ultimam  deci- 
malem  mutandam  valeant.  Ratione  dignitatis  tertiae  habita,  inTenitur 

19» 
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m 

logSin9=10  +  gIog2Aa— ija  +  j2^a*         •    •    ® 

quae  formula»  si  log  Cos  9  mendo  vacuus  est,  arcum  (p  non  mod«^  -^ 
accurate  suppeditat,  sed  etiam  accuratius  quam  interpolatio  volga 
tLb,    quum  tabulae   Septem   liabent    decimales«    quamqaam    an 
viginti  gradus  superat. 

Sin  autem  log  Cos  9  mendo  quodam  laborat  —  id  quod  sa 
pissime  nsu  venit  —  haec  quoque  formula  in  errorem  valde 
num  inducit.    Posito  enim  da  =  mendo  ipsius  a,   invenitur  erro 

ipsius  9  =  <^  ^.   y,tgg)da,  ubi  tarnen  terminum  ka  in  numerato; 

oeenrrentem  sine   errore  notando  negligere  licet.      Priore  ratiobe 

(o  -f-  dcc)  tg2j?  -|-  So 
utenda  error  maximus  evadit  = jv — ^.   y, Sin^o,  ubi  ter- 

minus  3a)  sine  dlscrimine  omitti  potest  et  o  ac  da  eodem  sigo< 
sumi  debent.    Itaque  maximus  error  arcus  q>  evadit 

secundum  formulam  (1)  =^ ^    J?  ^ -, 


>»  9> 


Vi  quodammodo  dijudicari  possit,    quam  rationem  hi  errores  inter 
se  habeant,  considerandum  est,  esse  tg2a7=:^.   ^      et  satis  pro- 

xime  a=—^,  ubi  est  g}=  arcui  in  partibus  radii.     His  introdo- 

etis«  quum  ponimus  Cos  9=1  animumque  advertimus  ad  aequatio- 

1  .         . 

nem    -rzszm,    invenimus 

valorem  absolutum  erroris   prioris   =  — o.«       ^^»-i// » 

^  mSmg)oinr 

...  da 

J9  »,  „  posterioris  = — 5^ g.    ,^» 

^  m  Sm  q>  Sm  1*' 

(si  in  formula  posteriure  Sin  '9  pro  tp^  sabstituitur) 

unde  efficitur,    formulam  (2)  formulae  (1)  antefereodam  esse,    ot- 
pote  quae  arcum  quaesitum  paullo  saltem  accuratius  suppeditet. 

Aeque  fere  proxime  ad  veritatem  accedet«  si  quis  e  tabulis, 
quas  Cel»*  Zech  ad  logarithmos  summarum  differentiarumqne  in- 
Teniendos  edidit,  log  Sin  i^  quaesiverit,  quae  via  sine  dubio  fa- 
cillioia  est 


I 
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NihilomiDus  tamen  saepius  accidit,  nt  arcus  hac  vel  illa  ratiooe 

ioveDÜ  tantis  siot  mendis  affectiv  ut  prorsus  inutiles  fiaot.    Etiamai 

errores  in  tabulis  septem  decimalium  utendis  interdum  paaca  tan- 

tam  miDuta  secunda  efficiant»    nimis  tarnen  magni   censendi  sunt 

nt  errores  calcnli.     Praeterea  obliviscendum  uon  est,  veram  er- 

roris    magnitudinem    e    rationibus    propositis    percipi    non    posse» 

qoainquam  formulae  nuper  allatae  maximum  eorum  indieant.    Quae 

qoom  ita  sint  neque  nova  facile  ratio  rei,    de  qua  agitur,    expli- 

candae  reperiri  posse  videatur,  niliil  aliud  superest,  quam  tabulis 

planum   decimalium   uti,   quando  arcus  ex  logarithmo  Sinns   vel 

Cosinus  ad  decem  propius  accedente  inveniendus  est.    Elxemplam, 

qnod  jam  allaturus  sum,    demonstrabit,   errores  alias  oriri  posse 

adroodam  magnos,  nimirum  pro  roagnitudine  errorum,   qui  ab  nsu 

tabniarom  generaliter  proficiscantur.     Datis  enim  duobus  triang^li 

plani  lateribus  anguloque  opposito,  ita  ut  sit  latus  a=200«  angu- 

Ins  oppositus  A=z20^ai7'  50''  et  latus  6  =  567,63,   angulum  B  in- 

venierous  ex  aequatione  Sini?  = •    Tabulae  decem  deeima- 

linm  dant 

log  6 =2,7540653404 

log  S\nA=z  9,5469629291 

2,3010282695 

log  0=2,3010299957 
log  Sin  ß= 9,9999982738, 

qnaiDobrem  est  B=8Q^  50'  18",45  vel  suppleroento  hujus  anguli 
et  error  maximus  =0",03.  Si  tabulis  Septem  decimalium  utimur, 
prodit  log  Sin  £=9,9999982.    Inde  invenitur 

ope  formulae  (1)  B =89^50'  4",37  vel  suppl. 

(2)  Ä=89  50  6,14     „ 
ope  tabulanimCeU Zech  B—S9  50  6,13 


ff        ff 


'  Errores  igitur  veri  efficiunt  resp.  14",08,   12",31 ,  12",32,    qui  ma- 
jores sunt,   quam  qui  tolerari  umquam  possint. 


\ 
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De  aequationibus    numericiB    tertii   gradus    solvendia. 

(E  cODtpectu  acturam  Heg,  Acad.  ScienC  fiolmieasi«.) 

Auetore 

D^*  Christiano  Fr.  Lindman , 

Lectore   Stren^n. 


Modum  aequationes  algebraicas  solvendi  8*1  quis  recensuerit, 
reperiet,  aequationes  alias  aliter  solvi  et  rationem  eas  solvendi  in 
eo  praeeipue  contineri,  quod  alia  aequatio  gradus  proxime  inferio* 
ris  quaeritur,  a  cujus  indicibus  radices  aequationis  datae  pendeant. 
Numericas  autem  aequationes  solvendi  caussa  quaesitae  sunt  ratio- 
nes,  quae  ad  aequationes  oniniuni  graduum  pertinerent  Quam- 
quam  dubitarl  non  potest,  quin  optima  sit  haec  via,  si  artem  tan« 
tum  scientiamque  respexeris,  patet  tarnen»  praecepta  inde  proficisci 
posse»  quae  ad  aequationes  certi  cujusdam  gradus  solvendas  sint 
inutilia  et  supervacanea  vel  saltem  aliis  iisque  commodioribus  com- 
pensari  possint.  In  ipso  igitur  usu  et  ratiocinando  nulla  spernenda 
est  via,  qua  progredientes  ad  optatum  exitum  facile  atque  com- 
mode  pervonire  possimus.  Praecipuis  prius  rationibus,  qoae  ad 
aequationes  numericas  tertii  gradus  solvendas  adbiberi  possint,^ 
quam  potero  brevissinie  percursis,  demonstrare  conabor«  hanc  sen- 
tentiam  tanti  aestimatam  ncfb  fuisse,  quanti  meo  judicio  oporteret. 
Postea  aliqnid  hac  de  re  in  medium  proferre  mihi  liceat« 

Vetustissima  est  ratio,  quam  ab  Cardano  appellare  solent. 
lila  nimirum  in  aequationibus  quoque  numericis  adbiberi  potest, 
excepto  casu,  quem  vocant,  irredncibili,  sed  extractioneni  unius 
radicis  quadratae  et  duarum  radicum  cubicarum  desiderat.  Quae 
quidem  res  non  mulfum  molestiae  videtur  afferre;    quod   si   consi- 
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raveris,  radicem  quadralam  triplo  plurium  decimaliuni  esse  de- 
'e  ^ani  valorem  quanlifat'ts  iticognitae,  magna  fit  rei  cammii> 
10.  Itaqiie  ratio  Cardani  nnn  eatin  est  idonea  ad  quanlitatem 
»gDitam  iiiTenieiidani.  si  tnaiiDus  decimaliuni  numerus  requiritur. 
B  qnaecis  ratio  aeqaatioiie»  algebraicas  tertii  gradus  solvendi 
rormulae  Tormulae  Cardaiii  similes  ducit  itaque  fere  se  habet, 

Cardani.  quum  in  aequationibus  iiumericis  adhibetur.  Soriebus 
iioode  uti  possunius,  si  ad  liniitüm  certum  quendam  celeriler 
ropJTtquanl;  sin  minus,  u»Uä  eanim  molestissimus  evadit.  Hinc 
nituT,  ut  alia  ratio  opus  sit.  Coniplures  jam  sunt  cognitae, 
tarn  ope  ad  veros  radicum  valores  niagis  mintiave  appropinquare 
at  Omiiiuni  unmmodissiina  est,  quae  rnrniulis  goniometricia 
ir,  eed  gennrattm  sex  tanlimi  riolas  veras  suppeditat,  quum 
irithmi  segiteui  decimaliuni  adbibentur.  Hut  accedit,  quod  for- 
ae  quoque  goniometricae  interdiini  radices  omnino  dare  nequeunt. 

liquarum  Tationutii  duo  sunt  genera,  quorum  uuum  ad  aequatio- 
iiericas  rujusvis  gradus  pertinet,    allerum  ad  singiilaria  ge- 

K  aequatioNum  spectat.  Rationen  Illiusgeneris  omnino  sunt  tres, 
Nentoiii,  altera  Lagrangii,  tertia  Pourierii,  Quia  ad 
uationes  nuiuericas  cujusvia  gradus  destinatae  sunt,  nibü  habet 
liratioiiis,  quod  longani  et  operosam  ratiociMationcm  requirunt. 
io  Fourierii  praecipuo  elegans  est,  quippe  quaesemper  adbi- 
I  poseit  et  radices  quamvis  accurate  suppeditet.  Nihil  aliud 
tra  eam  dici  videlur  posse,  nisi  qund  majorem  desiderat  labo- 
,  quam  qui  aequationibus  lertii  grailus  opus  esse  videatur. 
hfldo  riewtoui  utenda  radices  interdum  reperiri  non  possunt; 
dodus  veri'  Lagrangil  desiderat  cognitos  esse  limites,  intra 
i  una  tantuni  radix  cudat.  Hujusmodi  satie  limites  inveoiri 
)unt,  investigiitio  tarnen  enrum  novam  quandani  mnlestiam 
per  affert. 

Hujus  generig  est  ratio  Gaussii  indirecta  aequationes  omiies 
imiales  snlveiidi  et  ratio  Riitherfordli  snivendi  aequationes 
t  quartique  gradus.  In  illa  utiniur  tabulis  logaritlimicis,  quam- 
'm  sex  tantiim  nutae  acctiralae  inveniuntur,  si  tabulae  sunt 
tem  decinialium.  Ratio  Rulberfordü  sniie  egregia  est,  sed, 
it  ratiaiies  illius  generis,  multas  requirit  Substitution  es  et  qua- 
grandiaro  numerorum  et  extractionem  radicum,  qui bus  rebus 
sstantia  bujus  Talionis  aliqiiaiitum  minuitur. 

E^  hac  etiam  veloci  percursione  ralionum  elucet,  sua  quam- 
habere  commnda,  etianisi  intcrduni  aliquid  amplius  desideran- 
I  sit.  Qtium  sex  tantuni  nntls  accuratis  opus  est,  ratio  gonio- 
tica  est  commodissima,  si  modo  adhiberi  possit,  de  qua  re 
thac  dicendum   est.      Si    multae  notae  accuratae  desideraotur. 
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ratio  Fourierlana  utenda  est     Decem  tarnen  decimalea  mepte 
sime  sufficere  videntur^  quamobrem  in  animo  mihi  nnnc  est  raii^    I 
nem  quandam  proponere»  qna  hie  numerus  decimaiium  reperiafot* 
Novem  quidem  notae  accuratae  inveuiri  possunt  ratione  goniofO^ 
trica  et  tabulis   logarithmicis  decem   decimaiium.     Quoniam  r^^ 
hnjusmodi  tabulae  non  semper  praesto  sunt,  sed  usus  logarithit*^ 
mm    ad    molestiam    ratiocinationis   levandam    tantopere   condaoit« 
operae  pretium  esse  mihi  visum  est  tentare ,  oumne  propositum  fpf^ 
tabularum  Septem  decimaiium  assequi  possem.     Vix,  credo»  opus 
est  dicere,  hie  non  agi  nisi  de  radicibus  irrationalibos  et  imaginariiit* 

In  aequatione  data  terniinum  secundum  vel  abesse  vel  sobla' 
tum  esse  pono.    Praeterea  in  aequatione  sie  accepta  co4$fBcient^  m 

ipsius  x^szl  et  valorem  absolutum  ceterarum  co#fficientiain  ^^1 
fingOy   ita  ut  aequatio  hujus  sit  formae 

signis  quomodocunque  inter  se  junctis.  Qualibet  ratione  utimt^'t 
▼alores  primum  ad  veritatem  paullum  accedentes  opus  sunt.  Hujis^" 
modi  valores  goniometrica  ratione  commodissime  inveniri  Fidentts^* 
tabulis  quattuor  vel  quinque  decimaiium  adhibitis.  Formulae  toHEB 
necessariae  hae  sunt: 

(1)    x^+pü^i:q=zO,     tgg)=^.2\^,     tgiJ;=VTiI^, 

2         3  9 

(3)       x^-pa:±q  =  0,     ^  ^  ^.     Cos 3(;p  = -^^  , 

^i=iF2VlpCo8g>,  a:^=^±2\ripCoa(Z-(p\  X9—±2^^Co8fZ+<p\ 

Postquam  ita  inventus  est  valor  (=Ar)  nonnihil  a  vero  discrepans, 
cujus  mendum  (<0,01)  littera  y  designetur,  substituatur  k+y 
pro  x  in  aequatione  formae  primae,  unde  prodit  aequatio 


ilore  absoteto  ipsiu»  ^=x  posito»  si  est  »>1,  eradlt  SA'^Sji 
a  fortiori  ^kHp>3»,  Exsistente  »  =  l,  fit  3x=l  et  ^k^+p 
i-ff-  Quia  unitas  est  minimus  valor  co^fficientis  p,  evadit 
*+p^3%,  quod  quoque  usu  veiiit,  si  est  x<^.  Hinc  efHcitur, 
antitatem  SW^-l-p  seniper  esse  majorem  quam  valorem  absolu- 
n  ipsias  3k,    Itaque  si  ponimus 

k^  +  pk±q  3k       ^  y» 

^""         3k^  +  p         3/fi+p^       Sk^  +  p 

memoria    teneraus,    factorem    y^    esse    <0«000l,    terminum 
— v>i./^.  "~^,  in  fraetionem  decimalem  reduetom  et  andecim  Tel 

odecim  deeimalibus  praeditum,  sumere  possumus  primum  Ipsias 

Falorem  proxime  veruni^  qui  pro  y^,  y^  substitutus  valorem  ac- 

ratiorem  sappeditabit,  qui  postea  substituitur.   Substitutio  iteranda 

t,  donec  dno  valores  insequentes  fiant  aequales  vel  doo  ioaequa- 

I  nisi  deeimalibus  ultimis,  id  quod  post  tres  quattuorve  substi« 

iones  evenit,  quoniam  ^<0,01  assumsimus.     Ante  has  substi- 

3k  1 

lones  qnaerendi  sunt  logaritbmi  quantitatum  oTalE — '    o#.a  i    » 

1  per  totam  ratiocinationem  usurpantur.  De  binis  radicibas 
laginariis  posthae  agetur.  ^ 

Si  est  aequatio  data  formae  secundae,  eodem  modo  progredi 
;et,  dummodo  sit  3^^ — p  major  valore  absoluto  ipsius  3k,  Facile 
judicatur,  rem  semper  ita  se  habere.     Radix  eni^  realis  est 


*+,==F(Vi-V"?-g+Vi+Vfl). 

1  ^^f-^=zb  posito,   evadit 


Ä=TI(l-6)i  +  (l+6)M 


yfl-»' 


s    • 

'-J={(l-6)J+(l+ft)»lV^+f±2yl(l-6)J+(l+6)i)V^+»«. 

uantitas  ^^  —  o'  major  esse  debet  valore  absoluto   ipsius  k,    id 
t,   si  y«  n^gligitur. 
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Kl-6)t+ll  +6)«l V  ^  +  |-2yt(l-6)*  +  (l  +A)MV  f 

•       

Posito  ^=0^01,   oportet  esse 

B       3 

1(1  -6)1  +  (1  +  6)»| V  5 +|>  1.021  (1  -6)1  +  (1  +6)M V|+0,OI. 

Quod  quia  usu  venit,  qaum  p  eX  q  fninimuin  quaeque  valorem 
habenty  id  est,  unitati  sunt  aequales,  et  faeile  probatar  ita  quoqoe 
esse  pro  aliis  quantitatum  p  ei  q  valoribuSy  sequitar,  ut  in  quali- 
bet  aeqnatione  geiieris  secundi  eadem  ratione  atque  in  aequatio- 
uibus  generis  primi  uti  liceat.  * 

Jam  in  genus  tertium  transeamus.    Posito  primum  7=&9  patet 

esse  a?i=T2Vlp,  ar2=ar,=J:  V^|/>.    Quod  si  est  4  <^»  ^nct- 

dit  casus,  quem  vocant,  irreducibilis ,  ubi  cunetae  radices  «mit 
reales  et  inaequales  et  binae  eodem  signo  praeditae.  Ratio  gonio- 
metrica  omnino  suppedltat  valorem  uniuscujusque  radieis  proxime 
verum 9   qui  ita  ut  antea  tractari  potest,  siquidem  valor  absolufus 

coöfficientis  -n,^ minor  est  unitate  vel  unitatem  paullulum  tan- 

tum  superat.    Ut  hoc  dijudieetur«  ponatur  =a  ea  radiz,  quae  est 
'  signo  ceteris  opposita,  et  summa  harum  dimidia  =a  et  differentia 
dimidia  £sd.    Ita  invenitur  aequatio 

quae,  cum  data  comparata,  dat  aequationes 

a+2a=:0,    2aa  +  a«— 6«  =  — p,    a(a«--d«)=Ty.       (v) 
Ex  aequationibus  prima  et  secunda  invenitur 

Jam  si  a  substituifur  pro  k^  evadit,  ratione  signi  non  habita, 

3A: 3a 

3A:^— /)  ""  3a«— />  * 

Quum    vero   per    hypothesin   sit   07  ^  ^  ^^  unitas  minimus  quan- 
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fitatls  q  valor,  patet  esse  p^^ -t  vel  ;9>SV~2.  Quoniam  prae- 
terea  est  «•>d*  vel  ia*>6*,  ex  aequatione  (v')  sequitur,  ut  sit 
ä*>p  atqne  Ideo  5-  >  ^  g^f-»     At  vert»  quum  qiiantitas  s~  sem- 

per  DiiDor  sit  naniero  1,091,  idem  a  fortiori  In  ^ja^  valet 
Itideni  si  substitultur  a  —  ö  vel  cc^-d,  prout  est  a>0  vel  cx<0, 
valor  absolutus    quantifatis   a,^^j—    evadit   respective  aj/Ojy.^i; 

sjTgrxÄN»  qwia  est  /issSo^  +  Ä    Quoniam  factor,  quo  qnan- 

Utas  ^  multiplicata  est,  semper  est  minor  quam  i,  suffieit,  si  est 

A<1  wel  «altem  unitatem  paullum  ezeedit  Tertiam  radicem 
leparatim   quaerere  opus  rion  est,   quia  summa  radicum  est  =0. 

8iii  aatem  est  Oß^d^OSß,  convenientissimum  videtur  radi- 
ces  ejnsmodi  numero  integro  n  multiplicare,    ut  nova  quantitas  d 

lat  >0,5.    Patet  in  promptuque  est  hoc  fieri,    si  —  pro  x  in  ae- 

qiif|oiie  sabstituitur.  Talis  multiplicatio  etiam  alias  inventionem 
nuReam  accelerare  potest,  quoniam  hoc  pacto  quantitas  y  parva 
It,  nt  muhtplicatio  per  2,  si  decimalis  tertia  ipsius  k  est  =r5. 

Sit  denique  d<0,05.  Haec  res  valore  valde  magno  loga- 
lidimi  quantitatis  CosZtp  indicatur,  qui  interdum  tam  prope  acce- 
Jit  ad  10,  ut  arcus  9  vix  et  ne  vix  quidem  determinari  possit  *). 
Taan  multiplicatio  nuper  commeniorata  incoramoda  evadit,  quia 
nagni  oumeri  inde  oriuntur.  Quoniam  ratio  goniometrica  nunc 
•b  cauBsam  allatam  valores  proxime  veros  non  suppeditat,  aliter 
procedendum  est.    Ex  aequatione  (v')  invenitur 

abi  ordo  signorum  aequatione  tertia  aequationum  (v)  dijudicatur. 
Quia  d  per  hypothesin  est  quantitas  admodum  parva,  ponere  licet 

i=^2Vl^.  Jam  vero  si  substituitur  k-i-y  pro  x  in  aequatione 
data^  quantitas  y  ut  antea  potest  determinari.  Aequatio  deinde 
prima  (▼)  dabit  a=  — ^a.  Jam  nihil  restat  nisi  quantitatem  d  de- 
terminare  *'").  Quod  ut  fiat,  commodissimum  videtur  quantitates  a  et 
u  ex  Be^uationibus  (v)  eliminare,  quo  facto  prodit  aequatio 


^  Cfr.  Diatert.  de  taballs  Tri^nonietricis  |ia|i[^.  284. 
**)  Rutherford   quantitatem  9  scmpcr  (id   est,  etiamsi  B  noa  tit 
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vel 

IM«— 24pd*  +  9p«d«  =  ^I^l3^ , 
qaa«  aequatio  haac  sibi  formam  induere  potest: 

uode  inrenitur 

~6p(I-id«)" 

4  1 

Qnooiam  s-d*  est  unitate  minor,  fractio  3—  io  serieni  coo- 

vergentem  evoivi  potest.    Ita  fit 

Molestum  quidem  est  qoaerere  p^  et  q*  et  radicem  quadratam 
duodeeim  deciraalibus  praeditam  extrahere;  sed  p^  et  g^  semper 
quaerendae  sunt,  quando  p  Signum  —  habet,  ut  inootescat,  naii 
casus  irreducibilis  iocidat,  nisi  quis  hane  rem  formulis  goniome- 
tricis  decernere  voluerit.  Melius  praeterea  est,  quam  quantitatem 
a  ad  quadratuni  elevare,  quia  p^  et  q^  e  tabula  dignitatum  sumere 
licet,  nisi  p  et  q  sunt  nuraeri  valde  magni.  Ad  verum  autem  va- 
lorem   quantitatis    d    celeriter    acccditur.     Vix   opus  est  mouere, 

V^4p3— 27^«        4 
logarithmos  quantitatum  constantium  ^-g $     5—   ante  rar  i 

tiocinationis  initium  esse  sumendos. 

Radices  tandem  imaginariae  sunt  quaerendae.  Pars  earun 
realis  est  aequalis  parti  dimidiae  radicis  realis,  signo  tantnm  mu- 
tato.     Co^fficiens  ipsius  /(=  ^0  invenitur,   si  in  aequatione 

ponitur  ö*i  pro  d,    quo  facto  evadit 

8'  =  V^la^±p, 


parva)  determinat  aeqnatione  ^=Vj9— ja^,  qnae  tuo  modo  iiiTenU.  Hoc 
•obmolestam  Tidetur,  quia  a  (decem  decimaiibus  praedita)  ad  qaadratna^j 
•leranda  ett. 
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pront  e»t  aequalio  formae  primae  vel  secondae.  Qnoniain  radices 
imaginariae  satis  accurate  cognitae  videntur  esse«  si  qainque  vel 
sex  decimales  ioventae  sant,  in  d'  qaaerenda  utamnr  tabulis ,  quas 
Gel**  Zech,  ad  logarithmos  sammarum  differeDtiarumque  inve- 
Bicndos  edidit 

Ex»  1.    Primum  exemplam  sit  aeqnatio 

o?»— 2ar-5=0, 

in  qua  solvenda  Newtonus  et  Lagrangius  snam  quisqae  me- 
thodum  speictavit  et  quae  in  Lexico  ^Klugeliano  (Pars  post. 
•ipplem.  pag.  554  —  561)  secundum  rationeni  Fourierii  tractotur. 

a^       ijS       og       Q 

Qiria  est  x^^m^  'T — 97^^'  ^^^^  aequatio  unam  tantum  habet 
ndicem  realem.    Tabulae  trigonometricae  quattuor  decimalium  dant 

a?=2,095,    :r=— 1,047  + l,135i. 

QnoDiam  decimalis  tertia  est  =5,  radices  per  2  multiplicandae 
mskU  qaare  substitaitur  -^  pro  x.    Ita  prodit  aequatio 

V— 8^1-^  =  0- 
hm  si  ponitar  ari=4,19-f  ^,  invenitur 

0,040069  +  44,668%  +  12,573^«  +  y»=0 


y=— 0,000896810490 — 9,44933593^«— 8,35000y» , 

»I  numeri  linea  distincti  sunt  logarithmi.  Primus  valor  proxime 
}fUB  Sit  ^1  =  - 0,000896810490.  Quia  est  log  3^1  =6,95270066», 
Jbebüniis 

logyi«=3,90540l3 

9,4493359n  .Vi = -  0,000896810490 

3,3547372»    ...        —0,000000226327 

log^i> =0,85810» 
8,35000. 

9,20810    .    .    .    .        +0,000000000016 

ya  =  —0,000897036801. 

iMitituto  itidem  y^,  invenitur  ^3  =  — 0,000897036916.  Quoniam 
;^    dimidia   tantum  unitate  decimalis  septimae  log^«   supera^ 
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elucet,  nollam  qIsi  nitimain  ipsius  y^  decimalem  CUsaniesaep 
Itaque  f»i 

arj=;=4,189102963084,    :r=: 2,094551481542. 

Hunc  valorem  cam  valore  apud  Kltigermm  invento  A  quis 
paraverit,  reperiet,  ultimam  etiam  decimalem  veram  forte 
Denique  invenitur 

^=— l,0472757db  l,135940i. 
Ex.  2.    <3  +  ll<a— 102«+I81r=0. 

Primam  omniam  termiDas  seoondus  sammoveDdiui  est  pov 

or— 11 
f= — s — ,   quo  facto  prodit  aequatio 

a;*— 128Iar+ 17047 =0. 

Ezsistente   £^ — T~"""T"'  ^^"®  irreducibilis  adest.     Repei 

qaoque  logCos39)  =  9,9999»  unde  liquet,  duas  radices  pro 
esse  aequales.  Valor  radicis  tertiae  prozime  veras  tnvenitpr 
= — 41,33.    Substituendo  — 41,33-f  iy  pro  x  obtinebimus 

— 7,890637  +  3843,5067^— 123.99y«+3^»=0 
vel 


^=0,002052978598  +8,508659%«  -M1527jf'. 

Posito  ^1=0,002052978598,    evadit 

jf,z=;0,002063114561,    ^83rO,0020531J4679, 

atque  ideo 

x^-  41,327946886421  :^a, 

ubi  decimalis  ultima  est  incerta. 

Jam  vero  qnia  e«t  V^4;?'— 27^*=  189,   invenitur 

1  A. 

vel 

i  =^  0,024590163934 + 5^4081510«*, 
ubi  hi  tenniiii  safflciant.    Ex  hac  aequatione  iovenimus 

d  =:  0,024590179410. 
Exststent«  praeterea  ttss20,663973442710,.   evadit 


U»äm  «m:  ßt  aet¥mUotaöH*  $tumeriett  ttrtti  graOui  totvtmlfi.  999 

«s=a0,688S63622ia0a,    0^=20,630383263300^. 

o:— 11 
Ex  aeqoatione  <= — s —  tandem  eraitiir 

4s=- 17,442648961807,    f,=:3,22952l207a74,    1,=: 3,3 131 27754433. 

Ex.  3.   8t'— 6^—1  =0.    cVide  Bourdon,  Elem.d»Alg.  Paris  1837. p. 562.) 

Ponendo  2t =x  simplicior  oritur  aequatio 

Qaia  est  ^ — ^=1'   casus  irreducibilis  locum  habet.    Ratio  go- 
Diometrica  dat  Cos39)=.i,   3^ -=60^,    atque  ideo 

a:i  =  l,88,    ara=— 1,532,    .r3=— 0,347. 
8i  prius  posuerimas  ;r=l,88-f  ^^   inveniemus 

0,004672  +7,6032^  +5,64y«+;y»=0 
vel 


y=— 0,000614478114— 9,8702827y«—9,ll«%3. 

Qaamqnam  co^fGciens  ipsius  ^^  paullo  major  est,   ad  verum  valo- 
nn  celeriter  appropioquamus  et  inveninuis 

ya=: -0.000614758172,    3^3=— 0,000614758427, 

ttque  Ideo 

4ri=:  1,879385241573. 

Jam  radix  tertia  supputanda  est.    Substituendo  — 0,347 -f^  pro 
X  habebiraus 

—0,000781923— 2,63877%- l,041y«  +  y3=:0 

^  vel 

y=— 0,000296320676— 9,59604872^«  +  ^5786%», 
onde 

y,» -^0,000296355326,    93== -0,000296355332, 

atque  ideo 

;rs= -0,347296865332,    0:«=:— 1,532088886241. 

Ut  <  mveniatur,  Talores  ipsias  x  per  2  dividendi  sunt 

Si  qaia  ipsam  radicem  a:%  computare  voluisset,   snbstituenda 
•MWt  quantitas  — 1,53 -fy  pro  x,   quo  facto  evadit 
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9  =  -  0,002093867303 + 0,0572954^  -  9,39548^». 

Quia  co#fßcieD8  ipsius  y*  magna  est  (d  tantum  est  Ofii),  ad  wen 
valoreni  tardius  appropinquamiis ,  sed  invenlmus  tarnen  decem  d 
cimales  veras.    Attamen  satias  est  bane  radicem  per  5  multip 

2 

care»  si  separatini  eompntanda  est.  Substitnendo  s  pro  a:  pro« 
aequatio 

x8_75j_125  =  o, 

unde,    posito  z  = — 7,66 +  y,    invenitur 

0,044904+101,0268y— 22,98y«+y*  =  0 

vel 


,V=— 0,000444476119  +  9,35691349«—7,99556y»- 

Ita  habebimus  ^2=— 0,000444431181 ,  93  =  -0,000444431190  atqi 
ideo 

1=^7,660444431190,    ara=— 1,532088886238, 
qui  valor  a  valore  supra  invento  fere  nihil  discrepat. 

Ex.  4.    a?»—96:c  + 362  =  0. 

s         2 
Quia  est  |^  — ^  =  7  (4/?3— 27^«  =  656),   casus  irreducibll 

locum  habet.    Ratio  goniometriea  suppeditat    log  Cos  39=  9,999 
Ut  supra  invenitur /:=:— 11,31,  quare,  posito  a:= — 11,31 -f  9»  eva( 

1,028909  +  287,7483^— 33,93y2+3^»=0 

vel 


y=— 0,003575725729  +  9,07l5712y«  -  7,54099y», 
unde  ' 

^  =  —  0,003574217922,    y,  =  - 0.003574219194 
atque  ideo 

a  =  — 11,313574219194,    a= 6,666787109597. 
Postea  invenitur 


Qnoniam  est  V^  =458 Y  /  +  g^  =  4.5825756949667,    fit 
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4sO,047736168489  +6,82J505&d<+4,g6417d«, 


mide 


»,=0,047730074253,    «,  =  0,047736674348, 

«  +  «=5,70452378:3945,    «- «  =  5,609050435249. 

I»  his  exemplis   iindecim   decimales   accuratas   inveninius   et 

fädle  patet,    etiam  plures  eodem  modo  accipi  posae,  si  primus 

▼alor  proxime  venis  plures  habet  decimales  quam  duas.    Ita  tarnen 

Tatiociiiatio  fit  molestior.    Quae  quum  ita  sint  et  decem  vel  unde« 

dm  decimales  accuratae  saepissiroe  suflficere  videautur,  hunc  de- 

droalium  numerum  iuveniendum  mihi  potissimum  proposui. 


Ueber  eine  Krümmungskugel  besonderer  Art. 

Von 

Hern   Herausgeber. 


Aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Berührungen  in  der  analy- 
tlsehän  Coordinafen- Geometrie  ist  bekannt,  dass  es  Itir  krumme 
^Scken  eine  Krilmmungskngel  im  eigentlichen  Sinne«  d.  h.  eine 
Kogel«  welche  mit  der  krummen  Fläche  in  einem  gewissen  Punkte 
derselben  einen  Contact  der  zweiten  Ordnung  hat«  nicht  giebt, 
vi^eil  die  Bestimmung  einer  solchen  Kugel  die  Erfüllung  von  mehr 
Bedingungen  erfordert«  als  willkuhrlichc  Constanten  in  der  Gleichung 
d«r  Kugel  enthalten  sind.  Für  die  höhere  Geodäsie,  wenn  man 
in  derselben  die  Erde  als  ein  Ellipsoid  betrachtet,  die  Berech- 
nung des  Netzes  aber  in  seinen  einzelnen  Dreiecken  sphärisch  *) 


'   *)  Mittelst  des  Legendre'schen  Theorems  oder  einer  anderen  Me- 
thode nhrigens  noch  auf  die  llerechnnng  ebener  Dreiecke  redncirt. 
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fiihrt,  ist  es  aber  von  Wichtigkeit,  eine  Kng«!  in  kennen 
sich  in  gegebenen  Punkten  der  ellipsoidischen  Erdoberfläche,,  jn 
der  NKhe  derselben,  laüglichst  genau  an  die  Erdoberfläche  an- 
schliesst,  weshalb  es  auch  an  verschiedenen  sehr  scharfsinnigen 
Untersuchungen  über  diesen  oder  nciiigetens  verwandte  Gege** 
etände,  namentlich  von  Gauss,  nicht  gefehlt  bat,  die  tbeilweise 
in  grosser  Allgemeinheit  durchgeführt  worden  sind.  Praktisches 
BedürfnisB  führte  mich  vor  Kurzem  zu  einigen  Betrachtungen  über 
diese  Gegenstände,  die  ich  im  Folgenden  in  der  Kürze  midbeilen 
will,  ohne  denselben  auch  nur  im  Entferntesten  einen  anderen, 
äla  vielleicht  einigen  praktischen  Werlh  beilegen  zu  wollen. 
Die  Gleichung  der  gegebenen  PISche  will  ich  durch 
f{X,  Y.Z)  =  0. 
die  veränderlichen  oder  laufenden  Ctinrdinaten  also  durch  X,  Y,  Z 
bezeichnen.  Die  Coordinaten  eines  beliebigen,  aber  bestiramton 
Punktes  in  dieser  Fläche  seien  x,  y,  s,  welche  also  durch  die 
Gleichung 

mit  einander  verbunden  sind;  zwei  dieser  Coordinaten,  etwa  x,  y, 
sind  als  anabhängige  Variabele  zu  betrachten  ;  die  drille  Coordinate 
I  ist  von  denselben  abhängig.  AJIe  Im  Folgenden  vorkommende 
Differentialquotienten  sind,  was  hier  ein  für  alle  Mal  bemerkt 
wird,  partielle  Differentialquatienten,  und  natürlich  au$  der  vor- 
stehenden Gleichung  xu  entwickeln. 

Die  Coordiniiten    des  Mittelpunkts  der  gesuchten  Kugel  seien 
p,  7,  r,    und  R  sei  ihr  Ualbmesser.    also 

(.Y  -  ,,)=  +  (  Y-  9)»  +  (Z  -  r)»  =  fi» 
ihre  Gleichung,  natürlich  unter  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coor- 
dinaten. Die  Natur  der  Betraclitungen,  welche  wir  hier  anzustel- 
len die  Absiebt  haben,  erfordert,  dass  diese  Kugel  durch  den 
gegebenen  Punkt  {xyt)  gehe,  was  als  erste  Gleichung  zur  Be- 
stimmung der  vier  Unhekaniiten  ^,  q,  r,  R  die  Gleichung 

giebt. 

Sind  nun  a:-\-  Jx,  .v+  ''//,  1+  »^i  die  Coordinaten  eiues  swei- 
ten  Punkts  der  gegebenen  Fläche,  so  ist 

(x—p  +  ^:r)'  +  {},-q  +  Jy)»  +  (i  — r  +  ^i)« 

=  (ir-;>)»+(ff-9J"+(t-r)'  +  2t(a;-pJ^a:+(y-j)^^  +  (,-^)^,| 
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also 

oder 

«■U  +  ^  7^2  + ]ßä « 

das  Qaadri^t  der  Entfernnng  dieses  Punktes  von  dem  Mittelpunkte 
{pqr)  der  zu  bestimmenden  Kugel.  Also  ist  nach  dem  Binomi- 
scheD  Lehrsatze  bis  auf  Glieder  genau ^  welche  in  Bezug  auf  dx, 
z/y,  z/z  von  der  ziveiten  Ordnung  sind: 

— /c+  ^ 

oder 

V(:t —p  +  ^^)*  +  (.'/  —  7  +  ^;y)*  f  (J  —  r  +  ^z)2  -  /? 
(X'-'p)Jx  +  {y  —  q)Jy  +  {z^r)Jz 

+  2Ä  2Ä3 


«vo 


die  Differenz  zwischen  der  Entfernung  des  durch  die  Coordinaten 
x-i-Jx,  y  +  Jy,  z+Jz  bestimmten  Punktes  der  krummen  Fläche 
von  dem  Mittelpunkte  der  zu  bestimmenden  Kugel  und  deren 
Halbmesser  R  ist. 

Gehen  wir  nun,  was  hier  ein  für  alle  Mal  bemerkt  sei,  bei 
alleo  folgenden  Entwickelungen  bloss  bis  auf  Glieder  der  zweiten 
Ordnmi^  in  Bezug  auf  z/^r,  Ay,  so  ist  zuvorderst  nach  dem  Tay- 
lor'scben  Lehrsatze  für  mehrere  veränderliche  Grossen: 

'^'^^'^''^Ty'^^-^^'s^'^''^d^'^''^y+^'s^'^y*' 

also: 

»jo* 
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B^  B^z  Bh 

folglich  nach  dem  Obigen: 


Ä ^^ 

+ ß ^^y 


-  +  (— )S'%^,, 


8«z 


Soll  nun  die  gesuchte  Ku^el  in  der  Nähe   des  Punktes  (a^yz) 
sich  möglichst  genau  oder  ionig  an  die  durch  die  Gleichung 

f(X,  F,  Z)  =  0 

charakterisirte  Fläche  anschliessend  so  müssen  vor  allen  Dingen 
die  willkührlichen  Constanten  in  der  Gleichung  der  Kugel  so  be- 
stimmt werden^  dass  in  dem  obigen  Ausdrucke  der  Differenz 
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die  Glieder  der  ersten  Ordnung  ganz  unabhängig  von  bestimmten 
Werthen  der  Veränderungen  Ja:  und  Jif,  also  ffir  jedes  Jx 
und  Jy,  verschwinden,  was  nach  dem  Obigen  zu  den  beiden 
Gleichungen : 


dz 


dz 


U.    j;-p+(i-r)^=0,    y-^  +  (2-r)K-=:0 


8y 


fllbrt. 


Weil  bekanntlich 

dz 


dz 


2:-a:+^(Z-z)=0,     F«y  +  ^,(Z-z)=0 


% 


oder 


dz 


dz 


:r-JC+(i-.Z)K-:=0,    y-F+(i-Z)^=0 


% 


die  Gleichungen  der  Normale  der  krummen  Fläche  in  dem  Punkte 
(opffz)  sind,  so  erhellet  aus  den  Gleichungen  II.  unmittelbar,  dass 
in  dieser  Normale  der  Mittelpunkt  (pgr)  der  gesuchten  Kugel 
jederzeit  liegt. 

Ein  möglichst  inniges  Anschliessen  der  gesuchten  Kugel  an 
die  krumme  Fläche  in  der  Nähe  des  Punktes  (xyi)  erforderte  nun 
noch»  dass  die  Constanten  in  der  Gleichung  der  Kugel  ferner  so 
bestimmt  würden,  dass  in  dem  obigen  Ausdrucke  der  Differenz 

\  (x--p  +  Ja:)^  +  (y—q+Jy)^+(z''r  +  Jz)^'-R 

aoeh  die  Glieder  der  zweiten  Ordnung  unabhängig  von  bestimm- 
ten Werthen  von  Jx  und  Jy,  also  fSr  jedes  Ja:  und  Jy,  ver- 
schwänden, was  aller,  in  Verbindung  mit  den  drei  Gleichungen 
I.  und  n.,  offenbar  mehr  als  vier  Bedingungsgleichungen  geben 
würde,  und  daher  nicht  muglich  ist,  weil  die  Gleichung  der  Kugel 
nur  die  vier  willkuhrlichen  Constanten  p,  q,  r,  R  enthält. 

Um  daher  unseren  Zweck  wenigstens  iso  nahe  oder  genau  als 
möglich,  so  genau,  wie  die  Natur  der  Sache  es  irgend  gestattet, 
SU  erreichen,  scheint  nichts  Anderes  übrig  zu  bleiben,  wenig- 
stens nichts  Anderes  unserem  Zwecke  besser  zu  entsprechen,  als 
dass  wir  die  eine  noch  übrig  bleibende  willkuhrliche  Constante 
so  bestimmen,  dass  in  dem  obigen  Ausdrucke  der  Differenz 


V(ar— p  +  ^x)«+(y-y  +  ^y)*  +  (2-r+^/z)«— Ä 
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die  Glieder  der  aweiten  Ordnung  fOr  alle  einandeB  absolut 
gleichen  Werthe  der  Grossen  ^x  und  Jy  verschwinden,  was« 
mM  Rflcksicbt  auf  die  beiden  Gleichungen 

in  II.,   nach  dem  Obigen  zu  der  Bedingnngsgleicbung 

führt«  in  welcher  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  muss, 
jenachdem  ^x  und  ^y  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben. 
Aber  eben  dieses  doppelte  Vorzeichen  macht  wieder  d(e  in  Rede 
stehende  Bestimmung  im  Allgemeinen  unmöglich«  indem  die- 
selbe« in  der  Weise«  wie  sie  oben  ausgesprochen  worden  ist« 
vielmehr  nur  in  den  speciellen  Fällen  möglich  sein  wird«  wo  der 

Differentialquotient  -^k-   verschwindet,    weil  dann  die  obige  Be- 

Aini^iiAgsgleichung  sich  auf  die^  ein  doppeltes  Zeichen  nicht  mehlr 
enthaltende  Gleichung 


III.    {1  + 


(i)'i-^"+a)"'+'-"^*^-'=»: 


redncfrt.    Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  haben  wir  also 
2tir  Bestimmung  von  p,  q^  r,  B  die  vier  folgenden  Gleichungen: 

aus   detieti    sich : 


ermi^tri:   Vtker  Hm  MfiUmmmgMku§H  Hsanäerfr  4rii^      ^ 


^'<^y'*>'<y> 


X— r=  — 


8%      Sh 


Bx*  ^  Bt^ 


oder; 


>.   •>+^VH.  +  a)* 


) 


IV. 


i'-'-Bx 

Bt 

i-y-Bs' 

8%     »H 

•    —  *  f 

'    S»x  .8». 
11  1  /'^*Vl 

^     '  W  't/  ,  .  fB^^*  ,  /öxY 

ergi^bt,    das  Zeichen  in  d^r  letzten  Formel  immer  so  genoinmen» 
daK8  R  positiv  wird. 

Diese  Formeln  wollen  wir  nun  auf  das  Erdelüpsoid  anwenden, 
dessen  Gleichung  wie  gewuhnlich 

a*       +6*""* 
•ein  mag»  so  dass  wir  also  fär  den  Punkt  {xyt)  die  Gleichung 

haben»  aus  welcher  die  sämmtlichen partiellen  Differentialquotienten 

ii      dz       BH        dH       8*2 
8i'    %•    8^'    8S^*    %• 
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entwickelt  werden ''mflasen.    Ohne  Schwierigkeit  erhalten  wir  aber 
durch  partielle  DiSierentiation  der  obigen  tileichung: 

fL.±  ^—n 


dz    dz          8*z  ^ 

dx '  dy        8ar8  V         * 

folglich. 

wie  miMi  leicht  findet: 

1                                            , 

Sz              6*ar 

dx              tth^ 

dz               bhf 

Sy               aH* .        ,   . 

d^z             A«    ttM  +  6«a:« 
aar«    "-~"a«'        a^z»       ' 

* 

dlh           b*  xy 
dxdy          a^'  z^  ' 

Weil  nun  aber  das  Erdellipsoid  ein  Rotations -SpbSroid  und  die 
Axe  der  z  die  Drehungsaxe  ist,  so  wird  offenbar  die  Allgemein- 
heit nicht  im  Geringsten  beeinträchtigt,  wenn  man  y  =  0  setzt, 
wodurch  die  obigen  Formeln  in  die  folgenden  übergaben: 

&  b^x 

dx     ""■      aH  * 

-     -0 

8««    _     6^  flgg«  +  6«a;« 

a«2 6«   1 

=  0; 


dxdy" 


tfHiikerIft  V€htr  eine  Krtmmnng$kugei  beeanderer  Art      8tB 
oder,   weil 

folglich,    wenn  wir  ^=0  setzen, 

ist ,    in  die  folgenden  : 

8ar""""  a«z'     8^^"""'    dx^^     aV*    ■8^«'"""a*z'     ärS^-"* 

Wegen  der  Jetzteu   dieser  Gieichuegen  ist  ini   vorliegenden  Falle 
difs  Anwendung  der  Gleichungen  IV^.  gestattet. 

Bezeichnen  wir  nun  die  sogenannte  reducirte  Breite  des  Punk- 
tes (^2)  durch  J?,    so  ist  bekanntlich: 

x^=acö8By    z  =  6sinfi; 


folglieb : 


8i  =-«<^«t^> 

8^  -"' 

8*r_ b__ 

Siä—      a^sinÄ»' 

8«2  6 


8^*""      a^siniB' 


Also  ist: 


2a*sinJ5«+6acosJ5« 


a*sin^ 
««sin  J52 


Tolgltcb : 


8«2      8^_      A  iJlfl"^. 

'  •     „.,     2o«sinÄ«  + 6*008  Ä«, 

9=0, 

r=68.nÄ  II gj_-^_g__j, 


l 
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oder,  wie  man  hieraaa  leicht  findet: 

P=«('— :;s) 


««'  l-|-8ini3«' 
q-O, 

a. .,     a*     sin  B» 

Setzt  man  wie  gewöhnlich 

80  ist: 

ce'co«  Ä' 

9=0, 

26e«sini?> 
1  +  sin  B*  * 


auch  ist: 


''— l+sini5«' 
9  =  0, 

2ae*sini?» 


(l  +  sin^)Vnr^ 


Ferner  ist 


^_2    CJq^g'P  g^  +  ft^cos^  V^^sinigg  +  ft'cösg* 
^""a6'  l  +  sinJ?< 


oder,   weil 


2a«sinl?a  +  6«cosÄ«=2a«tl— (l-^co8Ä«}, 


a«siDß*  +  6«cosÄ«=a«{l  — (1— ^cosB«) 


ist,  auch: 


2«»  |J-(»-^c<»»^lV  »-(1-^)«=««^ 
'^  =  -F 1+einÄ* 


••»•— -^f" 
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oder: 

Weil 
ist,    80  ist  nach  dem  Vorhergehenden  auch : 


fi« 


=.a^cosÄM-.(i-^^j:^:^j^i^ 


+  6-sinB^ll-2(I-g)j^|^|» 


oder 


i2»==a«cosÄ«{l-j-;;p^j^,P  +  6«s,nÄ«{l+j^^^ 

welche  Formeln  wir  jetzt  der  Kürze  wegen  nicht  weiter  entwickeln 
ood  reduciren  wollen,  da  die  obigen  Formeln  schon  hinreichend 
siod.  Auch  die  Ableitung  zweckmässiger  Näherungsformeln  aus 
den  obigen  genauen  Formeln  unterliegt  keiner  Schwierigkeit. 
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Gedächtnissrede  auf  Jakob  Bernoalli  zar  zweitei 

Säcularfeier  seiner  Geburt 

gehalten  Ton 

Herrn  Rudolf  fVolf. 

Aat  den  Mittheilungen  der  Berner  nattirf.  Gescll«ch.  bMonder«  abgedrockt 


^Icb  erlaube  mir,  diese  Rede  aus  der  yorlier  genannten  Zeitschrift  hier  ädt 
satheilen,  weil  es  Pflicht  ist,  das  Gedäi-htuiss  eines  so  groaten  MalhenJi- 
tiliers,  wie  Jakob  Bernoulli  war,  von  Zeit  zn  Zeit  za  crnenern.  O.; 


Heute  vor  200  Jahren,  am  27.  Deceinber  1654  alten,  oder  an 
6.  Januar  1655  neuen  Styles,  wurde  in  Basel  Jakob  Bernoulli 
geboren  '),  —  der  Erste  jener  sieben  Bernoulii's  *),  die,  ww 
die  Geschichte  kein  zweites  Beispiel  aufzuweisen  hat,  wShreod 
mehr  als  einem  Jahrhunderte  die  mathematischen  'Wissenschaften 
auf  eine  so  ausgezeichnete  Weise  pflegten,  dass  ein  Newton 
und  ein  Leibniz,  und  später  wieder  ein  D'Alembert  und  ein 
E  u  I  e  r  sie  als  ebenbürtig  betrachten  niussten ,  —  dass  die  gelehr- 


')  Beltanntlinh  wurde  in  Basel,  wie  an  den  meisten  eTangelischM 
Orten,  der  Gregorianische  Kalender  erst  ITOl  eingeführt,  indem  man  dk 
eilf  ersten  Tage  dieses  Jahres  ausfallen  Hess.  —  Die  Biographie  univet' 
seile  setzt  den  Geburtstag  Jakob  Bernoulli's -anf  den  25.,  Len'i 
Lexikon  auf  den  29.  December  16&4;  Bernoulli'«  Eloge  in  den  Pari- 
ser Memoiren  und  die  Vila  Bernoullii  von  J.  Battier  geben  dage^^ 
übereinstimmend  den  27.  December. 

*)  Zwei  Jakob,  zwei  Johann,  zwei  Nicolaas-and  ein  Daniel, 
—  und  noch  könnte  ihnen  ein  dritter  Johann,  ein  zweiter  Daniel  und 
ein  Christoph  beigefügt  werden.     Vergl.  Bern.  Mi tth.  1846,  pag.18. 


r  tireilen  Sdeularfeler  »einer  Seiiirf. 
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ten  Geeeit  sc  haften  ihnen  im  eigetillicheri  Sinoe  ites  Wortes  zins- 
pflichtig wurden,  —  dass  nnch  jetzt  jeder  Matbeniatilc«r  Tast  auf 
jedem  Schritte  ihren  Fussstapfen  begegnet,  und  ihren  Namen  nicht 
anders  ausspricht,  als  mit  Ehrfurcht.  Für  den  8chH'eiz«r  haben 
aher  die  BernouMi's  noch  eine  tveitcre  Bedeulur)<;  als  für  die 
Mathematiker  im  Allgemeinen:  Er  sieht  gerade  in  den  Beiieutend- 
sten  der  Bernoulli's  Manuer ,  welche  trotz  den  glänzendsten 
Anerliielungen  des  Auslandes  den  grOssten  Theil  ihres  Lehens 
dem   Vaterlande    widmeten,    so  z.  B.   successive   lO-l    Jiihre   den 

t Lehrstuhl  der  Mathematik  in  Ba^el  bekleideten,  —  Männer,  welche 
Rielll  mir  das  wissenechartliche  Leben  im  Vaterlande  fÜNterten, 
ond  se  z.  R.  Hauptstiilzen  der  Slteslen  Schiverzerischen  gelehrten 
Kesellschaft ,  der  1731  gestifteten  Societas  heleetica  physleo, 
mlhematico ,  bolanico •  medica  ^) ,  waren,  sondern  auch  in  geiati- 
fer  Beziehung  der  Schweiz  im  Auslände  eine  Geltung  zu  vei- 
KhalTen  wussten,  wie  sie  ihr  früher  fast  nur  zugekommen  vvar, 
»eni»  es  sich  um  körperliche  Kraft,  Tapferkeit  und  Treue  ban- 
Mte.  Der  Schweizer  soll  also  seine  Bernoulli's  feiern,  se; 
er  Mathematiker  oder  nicbl,  um)  es  wäre  Undank,  das  JubilSum 
der  Geburt  Jakob  Bernoulli's  vorübergehen  zu  lassen,  ohne 
«eioer  zn  gedenken. 

Das  Leben  and  die  Verdienste  Jakob  Bernoulli's  sind 
wiederholt  geschildert  worden  l^),  um!  hiitte  auch  nur  Fonteiielle 
allein  sich  dieser  Aufgabe  iinlerzngen,  so  wäre  wohl  wenig  bei- 
Ulanen.  Es  mag  somit  hier  genügen,  in  kurzen  Worten  einiger 
d«  nichtigsten  Punkte  zu  gedenken:  Vom  Vater  zum  Theolo- 
gen, von  der  Nalur  zum  Malhemaliker  bestimmt,  studirte  Jakob 
{(»rnoulli  öffentlich  Theologie,  —  im  Geheimen,  und  sogar  fast 
<dlDe  litterarisebe  Hiilfsniittel,  Mathematik,  sich  die  Devise  wäh- 
lend: Innito  paire  stdern  verso  '),  Bereits  hatte  er  sich  schöne 
Kenntnisse  in  letzterm  Fache  iTivorlien,  als  er  1676  nach  gliick- 
Rell  bestandenem  theologischen  Examen  das  v.lterUche  Haus  ver- 
lieas,  —  zunächst  in  Genfdieblinde  Elisabeth  von  Waldkirch 
nach  eigenen  Methoden  unterrichtete,  —  dann  im  siidlichen  Frank- 
reich eine  Informator-  und  Prediger- Stelle  bekleidete,  und  erst 
1662,  nachdem  er  noch  Frankreich,  Holland,  England  und  Ueutsch- 


I)  Vergl.  Bern.  Mitth.  IfiW,  p.ig.  S5. 

■}  Fnntenelle  in  d<?n  UdmuirGs  ric  Paris,  1705;  Lacroii  in  der 
Bhgraphie  unireraelle;  Me;er  vnn  Knnnau  in  der  EDcyrln|iädic  Ton 
Kr^'üh  nn<)  Grober;  Leu  iiu  Schweizeriielicn  LcTimn;  Meiiter  in 
BelTetieiia  berühmten  Männern,  etc.  Ferner  in  den  niRlhematigcb-hialo- 
rttefaen   Werken  tuD  Monlnula.   Boaant.   ßerhardt.    etc.  etc. 

)  Fontenelle  gibl:   ,,Jo  iiiis  |iarrai  Ics  astrei  malgrä  mon  pdre. " 


\ 
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lantl  bereist  hatte,  bleihend  nach  Baisel  zuriicblcehrle,  —  nK  iiBt 
niiilhrinatiiichen  Lilteratur  vcrtrauli  wat  den  vnrcrigliGbeten  ,fi»t 
lehrten  pcrsöulkh  bekannt,  und  durch  z»ei  U«l«i;enbeitB8eiuinM 
über  di«  Coiuelen  i)  in  grüssern  KreMen  an^ekündiK*-  Mit  güOS- 
setn  Beifalle  hatte  et-  in  Basel  Vorletiungen  Aber  Expi>rimefltat 
Physik  begönne»,  und  mit  ungenühnlicbem  ErMg«  seinen  uM 
13  Jahre  Jüngern  Brud«r  Johann  in  die  hi'ihere  Malhenialik  «Or 
geführt,  als  Leihniz  I6H4  in  den  AcUt  Erwlilorvtn  ein  4en 
meififen  lUalheniatikeni  uuverständliebee  Specimcn  seiner  Diu» 
rentiairechnung  gab.  Für  unttern  Benioulli  geniißte  die  Anden* 
tiing.  IVIit  der  die  meisten  seiner  Arbeiten  auazeichnendeD  Tiefe 
uitd  Feinheit  drang  er,  ifiEwischen  lf)87  &uf  den  LehrstuM  der 
Mathematik  befiirderl,  lanf>aain,  aber  oiclier  in  das  <>«f»eiDiDiu 
von  Leibniz  ein,  und  schon  llifll  butle  er  sich  den  neuen  Cat 
cbI  eo  KU  ei^rn  gemacht,  dam«  er  in  den  Leip^i<>i>r  Acten  einen 
Abrioe  der  Differential-  und  Integral- Rechnung  ver<iffentlivlieii 
kvnote,  ia  »elcli^n  er  die  ullgemeinen  Regeln  lür  die  TanguJilen, 
K«ctiti<»lione(i,  Quadraturen  etc.  eniti-ickelle,  und  dieselben  auf 
diePnrabel,  die  logarilbntische Spirale,  die  Insodminiscbe Linifl etl^ 
BBwandte;  auch  Johann  blieb  ni<;ht  hinter  ihm  zurück,  und  Leib- 
niz Tühlte  sich  gedrungen,  zu  erklären,  dass  der  neue  C«kiil 
eben  so  gut  den  beiden  Bernoulli's  als  ifani  selbst  KU!;ebi>re *). 
Entdeckung  folgte  sich  nun  auf  Entdeckung,  —  die  Prolrleise  dtr 


■)  Ke«ierfundene  AnleilnnK,  wie  man  den  Lnnf  der  Cnmeleo  ia  ge- 
wis*e  griindm&iiii^  Gesälzs  cinrivbten,  iinil  iliru  Emt^lii-iniinft  vitrbcraag** 
künne,  mit  geiimetrtHchen  Orüoden  durfrpthnn,  samt  nnprclicnktuDPrngn» 
Htica.  Basel  1«6I.  4".  —  Cimitincn  nnvi  Syntemali«  Oiinictariun  |iro  im9 
ewiiin  aub  ctdciilum  rtvorund»  ot  appni'iiinnibiiH  |>ra«diiietidi«,  AmatfM 
tfi8a.  &'•.  —  Mon(u«labHl[(lliiitoire  11.394)  di«  iweit»  die«-r  StbtiflW 
die  erste  scheint  er  aiHit  xn  kennen,  dca  Hamens  iliren  Verrnssers  oi<Üd 
gBDi  würdig,  und  in  der  Thal  stellte  Beinuulli  in  beiden  Si'.hriftea  dw 
Thenrie  aof,  die  nie  Cdlnn^  erbnllen  konnte:  £r  dachte  siih  tiämtiofi 
diu  ComcK'D  ala  Trnbnnten  eines  weil  ülier  Snliirn  slelienilfn  PUnetaB, 
□nd  berechnete  in  dieaer  llfiiolbese ,  dasi  der  riiniel  vin  IGHO  ini  Jahn- 
1TI9  wiederkehren  werde.  Wenn  nun  aiirb  nicht  zn  Inugnen  isl,  dui 
Dilrfel  gleirhzeitiff  eine  glddilirherc  Idee  hatte,  su  bleibt  es  für  dea~b^ 
mnligen  Slnnd  der  Ciimcten-Theorio  immer  mich  ein  Fnrlavhritl,  daM 
Bernnnlli  die  Cnracten  nls  periodische  Gestirne  feslliidl.  und  vorsDchEr. 
Ihre  Etil ukk ehr  za  berechnen;  —  wenig«  Jahre  später  hätle  er  natJH-lieb 
andere  Principien  lu  Grunde  gelegt.  Merkwürdij;  ial  es  aber,  daa*  »i 
noeh  Bernoulli  dem  Aberglauben  seiner  Zeit  ein  Oiiter  bringen  laaactal 
Den  Kern   des  Cnnieten  rettete   er,  —  den  Snbweif  gab  er  pr^ja. 

*)  „Vestra  eniro  nnn  mini»  hnee  melhodus.  qnnm  mea  «st  -'i   sei 
Leltnia  nm  ai.Mfirr   I6n4  nn   Jnhann   Bernn<ilM. 


iur  %»eUen  Sdeuiarftler  le/ner  teöurt. 


SIS 


4ir«>ne,  Brachyslochrnne ,  Keltenlitiie  etc.  want«n  fn  edlem« 
l«r  durch  df«  Heftigkeit  Johann    Bernoallis  etnas  ^trüb- 

I  Weltkanipre  behandelt,  —  und  der  Rubm  der  Bernoiilli's 
^   8ü  nsch,    duBB  Beide   I6!t9   bei    der  ersten   ßeselzarig  der 

II  ansvrSrtigen  Mitglieder  der  Pariser  Academie  unter  dieselben 
(i  1701  bei  der  durth  Leib  nix  veranlassten  Stiftung  der  Ber- 
tt  Academie  auch  in  diese  aurgeiximmen  wurden.  Mit  aiwge- 
ibnetera,  ihn  über  seinen  Bruder  Jobann   erbebendem  8cbarf- 

I  erfasste  Jakob  Bernnulü  die  Isnperinictrie,  und  «venn 
f  nuthig  sein  sollte,  an^  der  reichen  Hiseenschaltliulien 
idte  ^)  dieses  Mannes,  dem  nicht  das  lange  Leben  eines  Jo- 
rnoulli's  und  eities  Euler's  vergOnnl  war,  sondere 
f'Schnn  am  16.  Angust  1705  der  unerbittliche  Ted  dahinraffte, 
a«  Weitere«  anzuführen,  so  wBre  vor  Allent  noch  der  Wahr- 
inlkhfceitsrechnung  eu  gedenken,  die  von  Pascal  und  Huy- 
ens  nnr  in  einxeliien,  auf  Spiele  bezilgliehen  Aufgaben  vorbe- 
0t',  ond  erst  von  ihm  aucli  auf  moralische  und  politische  Fragen 
^dehnt  nnd  zu  einer  eigenen  Wissenschaft  erhoben  wurde  '). 
!h  Jakob  BernDnlli's  Wunsche  irurde  auf  seinen  Grabstein 
'fiicil  immer  selbst  wieder  erzeugende  Ingnrithniische  Spirale 
Wen  Worten:  ßnrfem  mwtn/orMwri^oeingeprHlien,  —  der  Nach- 
t'ttldit  imr  eine  seiner  schiinslen  Arbeiten,  sondern  aach  seinen 

I  Bii  die  Unsterblichkeit  in  |:^ririiierun|;  zii  brtntieii. 
V,s  ist  bereits  erwähnt  worden,  dass  die  Bernoulli's  den 
Tstnhl  der  Mathematik  in  Basel  ununterbrochen  während  103 
ren  bekleideten*),  —  und  diese  Seite  ihrer  Wirk.«amkeit  ver- 
I  Schlüsse  noch  etwas  näher  betrachtet  KU  werden.  Wohl 
an  in  den  älteren  Zeiten  der  Basilin  die  Mathematik  an 
leloen  icuneilen  nanihallle  Vertreter,  nie  z.B.  Heinrich  Lo- 
Gtareanus  (1493—1563)4),  den  berühmten  Freund  des  noch 
Bnuteni  ErasmuB,  —  Sebastian  Munster  (1480—1352), 
snsgezeichneten  Cosmographen,  —   Simon  GrynäuB    (1493 


>  Siehe:    J 
')  Jacobi 


Irrnutii   Opera.     Renevae  1744.     »  V«l.  in  4". 
t!.  Ars  rnnjeclandi,  0|i<ib  |ioB[bumuiii.     AoRcilit 

finiLi«.  Bauü.  1T13  4".  Der  Eleratiagelier  war  dea 
^•ets  NefTii,  Kicolana  I  Rernnjill!. 
■)  Jaliob  von  16ST— 1705;  Johann  I  ITOS— lT4fl;  Jnhaan  II  1748 
[790.  —  Keben  ihnen  war  Ninelau»  I  rnn  IT22— 1759  Priifeasnr  der 
i  and  dei  RcRhtea,  und  Uaniel  von  IT33 — 1782  ProfesBnr  der  Bota- 
■ih)  Phfiik. 

*)  Verf^l.  Srhreifaer.  Heiarich  Loriti  Glareanui.  Freih,  163!. 
>-  Nenjahra^achrrnk  der  Miifiikge<teUivliBft  in  Ziirü^  anf  1856,  mli 
1  Poiträt  (ilnrenD«.  --  _ _ 
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bis  1541)'),  den  Besorger  der  ersten  Ori);iualausgiiben  von  Eukll4 
u»d  Plolemäiie,  -  Jakob  Ceporinus  (1409  —  15)5},  den  He» 
ausgeber  des  Aratus  und  Profus,  —  elc;  wohl  batte  Uadel  schon 
lange  einen  ei^euen  Lehrstuhl  der  Alutltematik ,  auf  dem  zuweilen 
liicbtiße  Kräfte  lehrten,  wie  z.  B.  Christian  Wurateiseu  (1541 
bUläSS)''),  Peter  Kyrr  (155-2— 16-29).  Peter  Me^erlin  (IfiS^j 
bis  1686) ,  etc.,  —  aber  zu  einer  Universität  Tfir  Malhematikcr  tvwds 
Basel  erst  durch  Jakob  Beriiuulli  erhoben.  8uine  Bingra|ibra | 
berichten  ijbereinstinmiend ,  dass  durch  »eine  tnatbeEiiatischeo  Cnn>e'| 
eine  Menf;e  Ausländer  nach  Basel  jjezngen  worden  seien,  undseüij 
Bruder  Johann  I,  »«ein  Nt;ffe  Nicoluuij  I  und  der  bekannt^' 
Jakob  Hermann^)  geben  Zeiigniss  seiner  Wirksamkeit  in  derj 
Nähe.  Das  von  ihm  angeTani^ene,  durch  seinen  rri'ibeii  Tod  unter-, 
brochcne  Werk  wurde  von  t^eineni  Nacbfulger,  Jobann  1  Ber- 
noulli,  der  schon  bei  seinem  ersten  Aul'enthalte  in  Paris  durcb 
den  Marquis  de  rH<^|iitiil  nnd  Varignon  Frankreich  mit  der 
Differentialrechnung  bekannt  gemacht''),  und  als  l'roresfor  in  Grü^ 
Hingen  seine  Lehrgabe  bekundet  hatte,  mit  dem  ^üssten  Erfolge 
InrtgeselKt :  Aus  allen  Ländern^  Europa'»  strüniten  nieht  uar  Stu- 
dirende,  sondern  Uovioren,  Professoren  und  Academiker  nach 
Basel,  um  ihn  zu  biiren^),  —  Maupertuis,  Kl  ingotistierna. 
Clairaut,  etc.  wurden  seine  Schüler;  aus  allen  Gauen  der  Schweiz 
»chaartcn  sich  junge  Männer  um  ihn  und  verbreiteten  heiingekebrl  i 
höhere  iiialJiematistbB  Bildung  in  ivi-itern  Krei.-en,  —  ich  erwähne 
die  Genfer  Gabriel  Cramer  und  George-Louis  Lesage,  die 
Berner  Albrecbt  von  Malier  und  Samuel  König,  den  Neuen- 
burger  Moula,  den  Schaffliauser  Thomas  Spleiss,  die  Zürcber 
Johannes  Scheuchzer  und  Johannes  Gessner,  etc.;  und  in 
Basel  selbst  war  seine  Wirksamkeit  gross  genug,  um  Berlin,  Pe- 
tersburg etc.  mit  Professoren  und  Academikern  zu  versehe»,  — 
wir  erinnern  vor  Allem  an  den  unsterblichen  Euler,  dann  an 
seine  Söhne  Nicnlaus  II  und  Daniel  Bernoulli,  ferner  an  die 
Wenz,  Brückner,  IVIerian  etc.  Wohl  hätten  auch  nach  sei- 
nem Tode  seine  Sohne  Daniel  und  Jobann  11  Bernoulli  nicht 
nur  die  Kenntnisse,  sondern  auch  die  Gabe  besessen,  Basel  ferner 


')  Vergl.  Brrn.  Mitlh.   1864.  ^Hg.  T». 
■)  Vcrgl.  ßerp.  Mttlh.   1852,  pag.  104. 

>}  Vergl.  Bern.   Mitth.   1846,  pft^.  21.  I 

*)  Vergl.  Bern.   Miltli.  1H4H,    pa^.  22t.  J 

0)  Verg^l.  Bern.  Mitlh.  1848,   png.  224.   —   Vcr^l.    ferner   hiofür    andll 

fürdaaFolf^ende;  Bem.  Mittb.  IBt»,  pag.72:  1844,  pa{t'.23;   1347,  pag.  165;' 

1851  ,  pBfT-  151,  etc.;  Wolf,   Johanne«  Gesaner;  Leib  ' 

noutlii  Cnnimcrcinm;    Pri'^voit,  George^Louia  Leai 
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Ae  Eignisebaft  einer  groAsen  Bildungsstätte  fSr  Mathematiker  nnd 
Physiker  su  erhalten,  wenn  nicht  ein  unglückseliger  Stern  über 
der  alten  Basilia  immer  höher  aufgestiegen  wSre,  der  es  bald 
auch  den  berühmtesten  Lehrern  nicht  mehr  gelingen  liess,  ihre 
Hörsäle  zu  filllen;  doch  bleiben  auch  aus  dieser  spätem  Periode, 
ausser  den  Söhnen  Johannes  II,  noch  Job.  Heinr.  Ziegler 
ans  Winterthur,  die  Huber,  Socin,  Fuss  aus  Basel,  etc.,  su 
«rf^ähnen.  —  Möchte  es  dem  Gemeinsinne  der  Basler  und  ihrer 
angebornen  Liebe  zu  ihrer  Universität  gelingen,  dieselbe  bis  zu 
Ihrem  vierten  Jubiläum  im  Jahre  1860  wieder  zu  der  alten  Blüthe 
xo  bringen,  —  es  wäre  das  schönste  Denkmal  für  die  Bernoul- 
li's,  wenn  ihr  Lehrstuhl  in  neuem  Glänze  aufleben  könnte. 


Körperliches  Raumpendel  bei  constanter  Rotation,  nebst 
Anwendung  auf  die  Stabilität  des  Kreisels. 

Von 

Herrn  R.  Hoppe, 

Dr.  phil.  und  PriTatdocenten  an  der  Universität   in  Berlin. 


Der  in  Theil  XXIIL  Nr.  XXIIL  S.  417.  erschienene 
Aufsatz  von  Lettner  über  die  Bewegung  eines  Rotations- 
körpers nm  einen  festen  Punkt  seiner  Axe  veranlasste  mich« 
einerseits  die  weitere  Frage  zu  steilen:  in  welchen  Fällen  die 
Bewegungsgleichungen  eines  in  einem  Punkte  festen  und  von  der 
Schwerkraft  soüicitirten  Korpers  durch  Annahme  einer  constanten 
Rotationsgeschwindigkeit  erfüllt  werden  könnten,  —  andererseits 
ans  der  Berechnung  einer  solchen  Bewegung  die  Gesetze  derje- 
nigen Erscheinungen  zu  entnehmen,  welche  wir  am  Kreisel  beob- 
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achten  koooen,  eines  Körpers,  der  vermuge  seiner  Rotation  sei- 
nen Schwerpunkt  fortwährend  über  der  Horizontalebene  seine« 
Stützpunkts  erhält. 


I. 

In  Betreff  jener  Frage  ergab  sich,  dass  ausser  dem  von  Lett- 
ner behandelten  Falle  eine  Pendelbewegung  mit  constanter  Ro- 
tation, wiewohl  unter  ziemlich  speciellen  Beschränkungen,  möglich 
ist,  wie  ich  zunächst  zeigen  will.  Es  mögen  die  Coordinaten- 
systeme  der  xyz  und  x^yi^x ,  deren  ersteres  am  Korper,  letzteres 
im  Räume  fest  ist,  den  festen  Punkt  zum  gemeinschaftlichen  An- 
fangspunkt haben,  und  die  Beziehungen  zwischen  den  beiderseiti- 
gen Coordinaten  durch  die  Gleichungen 

yx=hx\hyy\h^%y 

2i  =ca:  +  Ciy  +  C2X 

ausgedrückt  sein.  Für  die  Bewegungsgleichungen  will  ich  dieje- 
nige Form  wählen,  welche  Laplace  bei  der  Bewegung  eines 
freien  Körpers  unter  Einwirkung  beliebiger  Kräftepaare  anwendet, 
indem  er  die  drei  Variabein 

rzzzoia'   +Ä16'   +Ci/?' 

einführt.  Substituirt'  man  für  die  Kräftepaare  das  statische  Mo- 
ment der  Schwere  des  Körpers,  bezeichnet  durch  A,  B,  C  die 
Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  Axen  der  x,  y,  z,  setzt 

d  =  gfxdm,    e^gfydm,    f—gfzdm, 

und  wählt  zu  Axen  der  xyz  diejenigen,   für  welche 

fyidm  =  fzxdm  =  fxydm  =  0 

ist,  und  zwar  so,  dass  d,  e,  /*  positiv  werden,  so  lauten  die  Be- 
wegungsgleichungen : 

(1)  Ap'  +  (C-  B)qr  =  ect  -fct , 

(2)  Bq'  ^{A—C)rp-fc^dct, 

(3)  6V  +  (Ä  -  ^)p9  =  dci  -  ec ; 
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and    die  Gleichungen   der  lebendigen  Kraft  und    der  constanten 
FlicheDgesGbirindigkeit  in  der  Ebene  der  sry: 

(4)  i(Ap*  +  ßg^  +Cr^-h)  =  dc  +  eci  +fc^, 

(ß)  Apc  +  Bqci  +  Cre^  =  k. 

Um  die  Gruesen  c,  C|,  c^  zu  eliminiren,  niultiplicire  man  die 
vier  ersten  Gleichungen  der  Reihe  nach  erst  mit  0,  f,  —e,  d, 
dann  mit  -*-/*«  0,  d,  e,  dann  mit  e,  ^d,  0,  f,  dann  mit  d^  e, 
f,  Of  und  addire  sie  jedesmal.  Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen 
ihre  linken  Seiten  durch  P,  Q,  R,  S  und  setzt: 


^  +  «*f /^  =  w. 


80  kommt: 


'fQ  —  eR-i-  dS=^nc, 

(6)  {  dR—fP  +  PÄ  =  wci , 

eP—dQ-\^fS=ne^\ 

(7)  dP+€Q+fR=zO. 

Die  letzte  Gleichung  ist  bereits  unabhängig  von  den  c;  nimmt 
man  die  Quadratsumme  von  den  drei  ersten,  so  erhält  man  eine 
xweite  Gleichung  der  Art;  und  wenn  man  die  Werthe  der  c  in 
Gleichung  (5)  einführt,  eine  dritte,  so  dass  die  Functionen  p,  q,  r 
hinreichend  bestimmt  sind. 

Bezeichnet  man  den  Winkel  zwischen  den  Axen  der  z  und 
Zi  durch  &•,  den  Winkel  zwischen  der  Winkelfläche  &  und  der 
Ebene  der  a?|Zi  einerseits  und  der  Ebene  der  acz  andererseits  durch 
I  und  fi,  so  kann  man  mittelst  bekannter  Formeln  die  Grossen 
a,  b,  c  etc.  auf  &,  $,  rj  zurückfuhren  und  findet: 

p=—  cos  fj.d''  +  sin-^sini/.J', 

(8)  {q=LSiUYj,d^'  -i-sind'cosri,^*, 

r  =  rj'  —  cos'd'.j'. 

Hier  drückt  ^  die  Elöngation  des  Pendels,  ^  den  Winkel  des  ho- 
rizontalen Umlaufs,  fj  den  der  Rotation  um  die  z-Axe  aus.  Die 
erste  hat  einen  natürlich  gegebenen  Anfang  in  disr  vertikalen 
Richtung  und  variirt  zwischen  0  und  n;  die  Horizontalbewegung 
hat  einen  willkürlichen  und  unabhängigen  Anfang  und  variirt  ohne 
Grenzen;  der  Anfang  der  Rotation  hingegen  ist  bei  einer  Bewe- 
gung der  z-Axe  stets  von  deren  Richtung  abhängig  und  daher  die 
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Ebene  erst  zu  bestimmen,  von  nelcber  an  man  ilin  Rotation  «n 
Techüeii  hat.  Nimmt  man  an,  der  K<irper  sei  ein  Rotationskör- 
per, und  der  Teste  Punkt  liege  zugleich  mit  dem  Schwerpunkte 
auf  »einer  Axe;  dann  hat  die  Bewegung  der  Axe  keinen  Einfluas 
auf  die  Itotation;  let/.tere  wird  vielmehr,  90  ort  die  Ase  in  Ruhe 
kommt,  immer  dieselbe  Gesch\iindigkeit  haben,  und  0  sein,  wenn 
die  Bewegung  aus  der  Ruhe  hervorging.  In  diesem  Falle  ver- 
echwinden  die  Grössen  d,  e,  B — A,  und  die  Gleichung  (3)  ßibl 
ein  conelantes  r.     Folglich  ist  r  hier  die  Kotation^geschwindig^eü 

8)5  =  00609^ 

die  Gleichung  der  Anlangsebene  der  Rotalinn.  Da  nun  det  Be- 
griff der  Rotation  nicht  von  der  Gestalt  des  Körpers,  Bondero  not 
von  der  Lage  des  Axensystems  in  demselben  abhängig  istj  ao 
kann  man  unter  der  Rolationsgeschwindigkeit  in  Bezug  auf  die 
*-Axe  in  allen  Fällen  nur  die  Grosse  t  verstehen. 

Es  ist  nun  die  Frage,  unter  welchen  Bedingungen  ein  con- 
stantes  r  den  Beivegungsgleichungen  genügt.  Die  Lösung  gebe 
ich  hier  nur  für  den  Fall,  wo  der  St^hiverpunkt  des  Körpers  auf  der  Axe 
der  t  liegt,  so  dass  letztere  eine  Hauplaxe  wird.  Hier  hat  man 
d=e=0,  n  =  /^;  die  Gleichungen  (fi),  (7)  gehen  in  folgende  überr 


fc  =  Q,    fci  =  —P,    fc^=S,    R  =  0 
ich  Elimination  der  c  erhält  man  fnlgende  Gleichungeitt 
ß=0, 

ApQ  —  BfiP^CTS  =  ß. 
sie  dieser  Gleichungen 

(,B~A)pf,  =  0 


I 


hat  drei  Auriüsungen.  Die  erste,  A  —  B,  entspricht  dem  Falle 
eines  Rotationskörpers,  den  ich  nicht  weiter  betrachten  will.  Die 
beiden  andern,  7>=::0  und  i/  =  Q,  sind  nicht  wesentlich  van  einan- 
der verschieden,  so  dass  es  hinreicht,  eine  von  beiden,  ^=0, 
EU  bebandeln.  Dann  geben  die  beiden  noch  übrigen  Gleichungen: 
AY'^  +(.A—  C)^*p*  +  i(Ap^  +  0=  -  A)^  ^  p, 
A(A-C)rp''  +  i,Cr(Ap^+Cr'~h)  =  ß. 

Soll  die  letztere   durch    ein   variables  p    erfiilll    werden,    so    niuss 
tu  gleicher  Zeit 
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sein.     Diess  vorausgesetzt,  wird  die  erstere: 

und  zeigt,   dass  p   eine  inverse  elliptische  Function  der  Zeit  ist, 
die  jedoch  verschiedene  Form  hat,  je  nachdem 

Ä^<  oder  >424«r« 

ist.     Um    dieselbe    durch    die  Functionen  B  und  H  darzustellen, 
setze  ich  vorher  zur  Vereinfachung  im  ersten  Falle: 


(9) 


Ä  =  22lrcos2y, 

f 
r*  +  -^  cos  2y  =  71*  cos  2^ , 

■jsin2y  ==  n^sin2d, 


n 
wo  0<d<y<^  angenommen  werden  kann.     Dann  ergibt  sich 

P^Ap',    Q='-Arp,    Ä=0; 
S=4^p«  +  /'cos2y; 

A  A  -^   «  .        « 

c  =  —  jrp,    Ci=-jp'y    Ca  =  2?'^*+co82y; 

^  -  ^  P*  sin2y  .        ^ 

(10)  c^»^=^2=2jr«iST5+''''*^>'' 

c        rp 
(11)  tS^=c,=^' 


(12) 


/>sin?y pc    _^  cos'»— cos2y 

^  "~  "sln^" ""  ■"  sin«^  ""  sin«^ 

"■^'^Vl— cos^      1+cos^/' 


und  die  Differentialgleichung  geht  über  in  folgende: 

p'*  =  i  (4»*sin  «*  -  p^)  (4n«  cos  «d  +  p«). 
Es  sei  jetzt 
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=  2n 15 • 


«»2         ®« 
*»   2 

sind  =  ,    coso  = > 

tg(y-*)  = ^-; 

dann  findet  man 

Ä%©«(M  +  f ) 

4n«8in«6— »«  =  4w* ^  ^, 

^  2 
und  nach  Eioführuag  dieser  Werttie 

nt 


u  = 


^  2 


Ferner  erhält  man  aus  den  Werthen  von  tg5  und  tg(y  —  d): 

und  aus  Gleichung  (10): 

'2sinay  4w«sin5cosdtgy  2      02(^4.  £?)©% 

2cos2y  ""*  + 4w«  sind  cos  d""      ®  2  H«{:Ö«ti 
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Aos  den  Gleichungen  (9)  folgt: 


n. 


-  f        8in2y  ,^^^c       ^v 

Führt  man  diese  Werthe  in  Gleichung  (12)  ein,  multiplicirt  mit 

n        2 
und  integrirt^   wo  kommt: 

( e(t+^)       ^)  e(i«+o^(««+t+2) 

Durch  blosse  Substitution  bereits  gefundener  Werthe  ergibt  sich 
aus  den  Gleichungen  (11),  (10): 

©fH(t  +  J)  e(u)jf(ti+J) 

tgi7=t -—  > 

izEe(t  +  J)   Hiie(f:+2) 


Ä .    .    TT. 


ö"ö:+f)«(«+0ö(«-J)+^tÄ(«+f+2)^(«-f+2> 

cos  ^=  —  — ' 

e|e(2f+2)e!«« 


n  _.^,  TS. 


«2®(2t+ 2)®*« 
In  gleicher  Weise  findet  man   im  zweiten  F.alle,   wenn  man 

2^r=-Äcos2y,-  -T-^^  —  r^=n*.    ^^=n«8iu2d 

'      A  cos  zy  A 

TU 

setzt,    wo  man  stets  0<y<d<  j  nehmen  kann. 


cos 


^ 1      /p*  8in2y        \ 

^"cos2yV2n«sin2«""*y' 
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\^^  *  ""  cos2yVl-cos^  ~^  1  +co8^/* 

(14)  p'«  =  i  (p«  -  4w2  sin  ^d)  (in"*  cos  ^ — p«). 

Es  8«i 

p  =  2n  V!sin  dcos  d  — -^ —  > 


Ö«J  H*(?  +  f) 


SO  ergibt  sich: 


p'*  =  47t^sin  d  cos  5  -ff*  s" gr; 1*'* 


> 


w  ~..     -  «- 


p*  —  4n*  sin  'J  =  4»*  sin  d  cos  d ^- 


^2 


^    2   H«ti 


4n*cos*d — p*=4/i*siiidcosd-g2g-  '§2^7* 

und  nach  Einfuhrung  der  Werthe  in  Gleichung  (14): 

itt  V^sindcosd  nt 


M  = 


eoej        ^e*o  +  e*^ 


Ferner  erhält  man: 


1-cos»       ,,  _,  p*tgy  it  e(tt  +  t)«(M-i) 

2cos2y  '  4n*8inocoso  2      xr«/«.  .  ^v  ä« 

'  H«(j:+2)^^ 


^.  ^ .       -     JK 


2sin2y  ««»^—      *  + 4%«  sind  cos  d~"""^   2  H^Shi 


=  nV 


sin2d  .    ./-- THE *        2    *   ^«»^2^ 

-r-7i »Itstn  V  smocosö 
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FObrt  mao  diene  Werthe  in  Gleichung  (13)  ein,   muitiplicirt  mit 

eoef 

ht  =  — ,  du 

9t  V  sind  cos  d 

und  int^;rirt,   so  kommt 

s=«  J-5*  + ^rl^+s'^s :;r' 

und  filr  die  Grossen  r^  und  ^  ergibt  sich: 
taDgi}= — t ^—  , 

cos9= ^ » 


TT.    ^.  .        TT. 


•iD  *  =  <Hf H(f  +  J)  -! 


TT ,     .     TT 


Hiermit  sind  für  beide  Fälle  die  sämmtlicheii  topischen  Gros- 
Ben  ezplicite   durch   die  Zeit  ausgedrückt.     Dass  diess  bei  ^  nur 

in  Imaginärer  Form  möglich  ist  (indem  ^  die  Form  a:  V  —  1  hat), 
haben  beide  Fälle  mit  dem  Falle   eines  Rotationskörpers  gemein. 

Eis  ist  leicht,  von  der  hier  berechneten  Bewegung  eine  An- 
schauung zu  gewinnen.  Beachtet  man,  dass  ohne  Unterschied 
beider  Fälle 

sin '9'.$'       ^  rp 

bt,  und  dass  erstere  Grösse  die  Tangente  des  Winkels  zwischen 
der  Bahn  der  z-Axe  und  der  durch  sie  gehenden  Vertikalebene 
aosdrlickt,  nach  derselben  Seite  hin,  wo  auch  rj  den  Winkel 
■wischen  der  Ebene  der  yz  und  der  Vertikalebene  darstellt:  so 
erkennt  man,    dass  die  Ebene  der  yz  fortwährend  die  Bahn  der 
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z-Aze  berflhrl  Dieser  UmAtaiid  ist  der  Gmnd,  fFarom  die  gmose 
Bewegung  vom  Trägheitsmomente  B  unabhängig  ist. 

Im  ersten  Falle  verschwinden  p  und  p'  abwechselnd  nach  Ab- 
lauf jeder  Periode;  daher  gehen  in  denselben  Zeitpunkten  ab- 
wechselnd die  Ebenen  der  yz  und  xz  durch  die  Verticalebene;  und 
da  beim  Verschwinden  von  p  d'  seinen  grdssten  Werth  hat^  so 
bildet  die  Bahn  in  ihren  höchsten  Punkten  RGckkehrpunkte. 
cos'^  variirt  zwischen  den  Grenzen 

cos2y,    tg*Äsin2y  +  cos2y, 

deren  Unterschied  abnimmt  und  jede  Kleinheit  erreicht,  wenn  r 
bei  constantem  y  in  s  Unendliche  wächst.  Man  kann  daher  durch 
hinreichend  schnelle  Rotation  das  Sinken  des  Pendels  bis  auf 
jeden  Grad  vermindern  und  die  Bewegung  einer  kreisförmigen  so 
nahe  bringen  als  man  will. 

Im  zweiten  Falle  verschwindet  p'  sowohl  ffir  den  grossten^ 
als  ffir  den  kleinsten  Werth  von  &,  während  p  nie  verschwindet. 
Daher  kann  die  £bene  der^z  keine  Umdrehung  erleiden,  sondern 
nur  oscilliren,  so  dass  die  Ebene  der  orz  nach  jeder  Viertelperiode 
vertical  steht.    Hier  variirt  cos'^  zwischen  den  Grenzen 

tgdsin2y--l       cotdsin2y. —  1 
cos2/        '  cos2y 

deren  erstere  stets  negativ  ist,    und  die  einander  gleich  werden 


för  Sz=zj  oder 


f 
r2=—  jces*^. 


In  diesem  Falle  wird 


^      sin2y  — 1  ^        — 2cos^ 

cos'^= —ci — >     cosiy:=T— i «x 

cos  2/  '      l+cos*d 


9 


und  die  Horizontalgeschwindigkeit,    welche  die  Axe  in  constanter 
Neigung  zu  erhalten  vermag,  ist  demnach 


^'~"V  —  iicos^ 


•in  Resultat,   das  sich  unter  allgemeinern  Voraussetzungen  aus 
Gleichung  (2)  ableiten  lässt. 

Die  verticale  Stellung  der  Axe  tritt  nur  ein  auf  der  Grease 
zwischen  beiden  Fällen,    nämlich  für  A;  =  — 2i4r,  d.  i.   fär  yss-^ 
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&m  Sioiie  der  GleichuDgen  (9).  Hier  wird  entweder  ^  =  0  oder 
^^=^a:'  Für  d  =  0  verschwinden  p  und  p',  und  d-  ivird  constant 
=«,  mithin  nach  dem  Vorigen: 


■'iV-i- 


fC 


fC 


Ffir  d  =  ^   wird   6  ^  =  oc,  daher  steigt  die  Axe  fortwährend, 
ohne  die  Verticale  je  zu  erreichen.     Hier  ist 

woraas  sieh  durch  Integration  ergibt: 

4it 
P  =  gilt  _|.  e-nt ' 

8(1 ^) 


r= 


r(e««'  f  1)2 


(«««'- 1)2  4 


4.4r2 


>2fit 


§=rt+arctg 


2Arn 


..  .=V  51"^'  ^....,  „.. 

statt  för  f=:0,    das  ist: 


Der  kleinste  Werth    von  d^  findet 


cos  -d"  =  I  — 


2Jr« 


IL 

Ein  körperliches  Pendel  hat  vor  einem  einfachen  die  Eigen- 
thfimlicbkeit,  dass  es  über  der  durch  den  festen  Punkt  gebenden 
Horizontalebene  schwingen  kann>  ohne  durch  dieselbe  zu  gehen. 
Diese  Art  Bewegung  will  ich  jetzt  für  die  genannten  Fälle  con- 
Mmtar  Rotation  besonders  betrachten,  und  nehme  daher  von  nun 

IUI  fiberall  an ,  dass  ^  ^  n  sei.     Der  erste  Fall  constanter  Rota- 
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tion  fand  statt  für  Azzzß,    wo  die  Gleichungen  (4),    (5)»    (3)   in 
folgende  übergehen : 

(15)  A  (^'«  +  sin  *d .  J'«)  +  f>«— Ä  =  2fcoBd^y 

(16)  i4sin«^.|'=  Crcos^— ife, 

iy' — cos'^.l'  =  r. 
Nach  Elimination  von  £'  erhält  man 

(17)  .^«sin«^ .  O'« = A(^f coa ^  +Ä-  Cr*)»in«0^-( Oeos ^-*)«. 

Bezeichnet  —  a  das  Maximum ,   ^-^ß  das  Minimum  von  cos^,    ivo 
a  und  I?  stets  positiv  sind ,  so  erhält  die  Gleichung  folgende  Form : 

(18)  sin^^.-^'^rr:-^  (— cos-^— «)  (ß  +  cos-^)  (y  +  cos^). 

•      Für  ^=0  und  d'=:n  wird  der  erste  AuQ[^ruck  von  sin'^.'^'^'^O, 
folglich  kann  y  nicht  zwischen  — 1   und   1   enthalten   sein.      Ffir 

-^  =  5-  wird  er 


2/"  o 
=  -^ccßy, 

und  muss  positiv  oder  negativ  sein,  jenachdem  der  Werth  von  ^ 
innerhalb  der  Grenzen  der  Bewegung  liegt  oder  nicht.  Beziehungs- 
weise wird  auch  aß  negativ  oder  positiv  sein,  folglich  ist  ohne 
Ausnahme 

Identificirt  man  die  Gleichungen  (17),  (18),  so  ergibt  sich,  wenn 
man  r  als  positiv  betrachtet, 

Ct  =  ^^-\  V(a+l)(/S  +  l)(y+T) ±  V(«-l)(^-l)(y-l)j. 
/:  =  ^^A-V(«+l)(|J+l)(y  +  l)±  V(a-l)(^-l)(y-l)). 

Sind  demnach  a,  ß,  y  gegeben,  so  sind  im  Allgemeinen  xwei  ■ 
wesentlich  verschiedene  Bewe&;ungen  möglich,  welche  dem  obere  \ 
und  untern  Vorzeichen  entsprechen.     Beide  werden  identisch  für   : 
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Cr^'—k,  und  dieser  Fall  tritt  ein  ßr  |3=1  und  f&r  y=l.  Es  sei 
zuerst  y  >  1.  Dann  bildet  der  Fall  des  Durchgangs  der  Axe  durch 
die  Yertieale,  ausgedrückt  durch  /3  =  1,  die  Grenze  zwischen  der 
Bewegung  mit  überwiegender  Rotation  (Ci*>— A;)  und  der  Bewe- 
gung mit  überwiegender  Flächengeschwindigkeit  {CrK,  —  k). 

Was  den  Fall  y=l  betrifft,  so  erhält  man  a,  ß,  y  als  Wur- 
zeln der  Gleichung 

2^/a:»  — {C*r«-^((>«--Ä)}a:«--2(/l/-+Cr*)a:--i4(Cr»-Ä)--A:a==0, 
welche  för  Cr=  —  k  übergeht  in 

,(19)  (*-l){2^Al-^)*+(CV^-^(CV*— Ä+6/))(l— ^) 

+  2/l(ft2-Ä  +  2/))  =  0; 

daher  ist  y=l»  wenn  der  Werth  1  nicht  zwischen  den  zwei  übri- 
gen Wurzeln  enthalten,    das  heisst,    wenn 

Cr«— Ä  +  2/'>0 

ist    Hieraus  ergibt  sich  folgende  Regel. 

Die  Axe  geht  durch  die  Verticale,  wenn  erstens  die  Rotation 
in  entgegengesetztem  Sinne  von  dem  der  Flächengeschwindigkeit 
stattfindet,  wenn  zweitens  erstere  mit  dem  zugehörigen  Trägheits- 
momente multiplicirt  dem  absoluten  Werthe  nach  der  letzteren 
gleich  ist,  und  wenn  drittens  die  lebendige  Kraft  hinreicht,  den 
KOrper  mit  seiner  Rotation  bis  zur  verticalen  Stellung  zu  erheben. 

Erreicht  die  Axe  die  Verticale  nicht,  so  können  drei  Ursachen 
stattfinden :  entweder  ist  die  Rotation  im  Verhältniss  zur  Flächen- 
f^eschwindigkeit  zu  klein  oder  zu  gross,  oder  die  lebendige  Kraft 
nicht  ausreichend. 

Da  es  der  Zweck  dieses  Abschnittes  ist,  eine  Uebersicht  der 
▼erschiedenen  Fälle  zu  geben,  welche  bei  der  Bewegung  des 
Kreisels  vorkommen  können,  so  lasse  ich  eine  Reibe  solcher  Auf- 
gaben folgen,  welche  zur  Orientirung  in  der  Mannichfaltigkeit  der 
Erscheinungen  besonders  geeignet  scheinen.  Es  möge  durch  den 
bdez  0  der  anfängliche  Werth  einer  jeden  Variabein  bezeichnet 
•ein. 

1.  Weiche  Bewegung  erfolgt,  wenn  dem  Kreisel  in  irgend 
dner  geneigten  Stellung  eine  blosse  Rotation  ertheilt  wird? 

Hier  hat  man 

r  =  V ,    Ä  =  Cr cos^O'    *  =  Cr*— 2/'cos'^o- 
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Die  Gleichung  (19),  welche  in  folgende  fibergeht: 

(;r  +  cos^o)t2^AJ-**)  +  C«r'(^  +  co8^o)l=0, 
hat  die  Wurzeln: 

« =     4^^     '    p=  — cos^o»    y  =  — 4^/»    » 

wo  F=\f  C^  +  SAf(2Af+  C*r«cos^o)  gesetzt  ist.    Damit  die 
erste  positiv  sei,    muss 

2^1/ <  —  C2r«  cos  ^o 

sein.     Alsdann  ist  sie  auch,    wie  man  leicht  findet,   stets  kleiner 
als  die  zweite,  mithin  «^o  cler  grosste  Werth ,  den  <& erreichen  kann. 

Nun  ist  die  Tangente  des  Winkels  zwischen  der  Bahn  der 
Axe  und  der  Verticalebene : 

sin^.|^_  ^    .      a/ cos"^  —  cos^o 

— ^7— -Crsm^Y  2^/'ßin«^ -  C«r* (cos ^— cos -^o) ' 

im  Anfang  der  Bewegung  =0;  folglich  bewegt  sich  die  Axe  im 
Anfange  vertical  nach  unten,  wendet  sich  dann  allm&lig,  so  dass 
sie  fiir  cos'9'=  — of  eine  horizontale  Bewegung  hat  und  steigt  bis 
d'=d'Q,  wo  die  Bahn  einen  Rfickkehrpunkt  bildet. 

2.    Welche  Horizontalgeschwindigkeit  muss  ausser  der  Rota- 
tion dem  Kreisel  ertheilt  werden,  damit  er  nicht  anfänglich  sinke? 

Für  V=0  wird 

Cr«  — Ä  =  2/*cos^o—^s>n*^o-lo'*f 

k  =  Cr  cos^o  ""  -^  sin  ^&q  .  ^' , 
daher 

^'«  =  (cos^-cos^o)  Ji— ^JäT  ih^2^ 

2Cr  sina^ov  /      sin^^o  .       ^  .  ) 

-^  -SP#^o'— -^(cos^  +  cos^o)&>'*i  • 

Der  erste  Factor  ist  positiv  oder  negativ^  jenachdem  ^q  der 
grösste  oder  kleinste  Werth  von  d'  ist.  Ein  Gleiches  gilt  daher 
auch  vom  zweiten.    Für  ^•=zd'Q  wird  der  zweite  Factor 
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Damit  er  negativ  sei,  miiMi  er  erstlich  in  Besag  auf  |o'  awei  reelle 
Factoreo  haben,  d.  h.  es  muss 

C«r«>-4iycos^o 

sein,  und  Oberdiess  muss  1^'  zwischen  den  beiden  Wurzeln  ent- 
halten sein: 

Cr  jb  V^  C^r^  +  4^/'co8  ^p 

3.  Welche  UorTzontalgeschwindigkeit  muss  der  Axe  ertheilt 
irerden,   damit  sie  in  der  Uorizontalbewegung  beharre? 

Die  einzige  Bedingung  ist,  dass  o(=/3  sei,  und  diess  findet 
dem  Vorigen  zufolge  statt  fiir 

^  ,  _  ft-  jb  V^CV«»  +  iAfQos¥o 
^  ""  — 2^cos^o 

Aus  der  Gleichung  der  Flächengeschwindigkeit  geht  hervor,  dass 
alsdann  |'  constant  wird. 

4.  Welche  Rotations-  und  Uorizontalgeschwindigkeit  muss 
dem  Kreisel  ertheilt  werden,  damit  die  Axe  durch  die  Verticale 
gehe? 

Der  oben  aufgestellten  Regel  zufolge  wird  erfordert,   dass 

Cr=i—k,    Cr^-h+^f^O 

•ei;  diess  gibt  nach  den  Gleichungen  (15),  (16),  wenn  man  die 
anßlnglichen  Werthe  der  Variabein  einfuhrt  und  daraus  k  und  h 
bestimmt,    die  beiden  Bedingungen: 

Cr 

^'"^  J(l— cos^J' 

Ch^^  2^/'(l~cos^o)- 

[Es  mflssen  mithin  r  und   ^'    ein    bestimmtes   Verhiiltniss   haben 
iiberdiess  gross  genug  sein. 

5.  Welche   Geschwindigkeiten   müssen  dem  Kreisel    ertheilt 
leo,  damit  die  Axe  ohne  Aufhören  steige? 

Die  Zeit  ist,   wie   leicht  zu  sehen,    eine  elliptische  Function 
iter  Gattung  von  cos^  für  den  Modulus 


V 


ß — a 
y  —  a 
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Die  Periode  wird  daher  uneDdlieh  groM,  wenn  jSsjf  ist,  d« 
wenn  beide  Grössen  =1  sind.  Hieraus  sieht  man  zimSchst,  d 
^  keinen  andern  Grenzwerth  haben  kann  als  n,  Lässt  man  d< 
gemäss  in  Gleichung  (19)  auch  den  zweiten  Factor  für  x^=\  \ 
schwinden«  so  erhält  man: 

oder 

noraus  die  Werthe  hervorgehen : 

lV~Äf .  K    .,    Alf    1 

2/       ^ 
^'a  =  -|cot*2(co8^o  — cos^). 

Die  Integration  der  zwei  letzten  Gleichungen  gibt: 

»  2co4 

|=<y  3S.n-2 +arctg ^jj^^- 

6.  Welche  Rotationsgeschwindigkeit  muss  der  Kreisel 
verticaler  Stellung  zum  wenigsten  haben,  um  im  stabilen  Glei 
gewicht  zu  sein? 

Die  Bedingung  lässt  sich  aus  jedem  der  vier  zuletzt  betra 
teten  Fälle  abnehmen,    indem   man   nur  d'f^z=zn  setzt   und   J^ 
gleichgültig   ansieht     Es  zeigt  sich  in  voller  Uebereinstimmu 
dass,    wenn 

>2V1/ 
•       ''  =  -€- 

ist«  die  Axe  ihre  verticale  Stellung  nicht  verlassen  kann. 
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Das  letzte  Resultat  lässt  sich  mit  voller  Genauigkeit  unbe- 
schadet der  Reibung  auf  einen  v\-irklichen  Kreisel  anwenden«  Er 
wird  seine  verticale  Stellung  gerade  in  dem  Augenblicke  verlas- 
sen» wo  -seine  Geschwindigkeit  durch  Reibungswiderstäude  auf 
den  angegebenen  Werth  reducirt  ist. 

Es  bleibt  nun  noch  iibrig>  die  Kreiselbewegung  anderer  als 
Rotationskörper  zu  untersuchen.  In  Betreff  der  beiden  Fälle,  wo 
sich  infolge  der  constanten  Rotationsgeschwindigkeit  die  Bewegung 
vollständig  berechnen  liess,  hat  sich  gezeigt,  dass  sowohl  eine 
Bewegung  mit  überwiegender  Rotation  {Cr^ — k)  als  mit  Ober- 
wiegender Flächengeschwindigkeit,  über  der  Horizontalebene  des 
festen  Punktes  möglich  ist.  Die  speciellen  Bedingungen  sind  be- 
reits aufgestellt  worden.  Den  Fall  einer  Circularbewegung  jedoch, 
welcher  auch  den  einer  Rotation  um  die  vertical  stehende  Axe 
in  sich  begreift,  will  ich  noch  besonders  betrachten,  insofern  die 
Bedingungen  sich  hier  unter  allgemeinern  Voraussetzungen  ablei* 
teo  lassen. 

Wollte  man  in  den  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  9'  con* 
stant  setzen,  so  würde  man  finden,  dass  (den  einen  Fall  A'=>B 
ausgenommen)  auch  17,  und  demzufolge  £' constant  wird.  Da  diese 
Untersuchung  ohne  positives  Resultat,  daher  ohne  Interesse  ist, 
so  beginne  ich  sogleich  mit  der  Voraussetzung,  dass  ^9-,  r\  und  |' 
constant  seien.  Die  Gleichungen  (1),  (2),  (3),  deren  jede  alsdann 
eine  Folge  der  beiden  anderen  ist,  geben  nach  Elimination  von 
{'*  nur  die  eine  Gleichung 

Die  Geschwindigkeit  gibt  Gleichung  (3)  in  folgendem  Ausdrucke: 

d  e 

m\  i'^  -  si^Lcosi? 

iobie  Gleichung,  -die  sich  unter  zwei  um  n  verschiedenen  Wer- 
flien  von  1}  immer  nur  für  einen  erfüllen  lässt. 

Setzt  man 

I  ■ 

MB'-C         .  2eC^A 

so  wird  ^ 

"         ^     Sin  217 
Theil  XXV.  22 
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tgiy=  Vtg9. 

Letzteres  ist  positiv  und  sei  zrtg'^i,  ersteres  negativ  = — tg^|> 
und  zwar  hat  man : 

tg^i  =  (>(tg'^+cotW 

Während  nun  ri  von  —9  bis  27r — <p  wächst,  variirt  d'  einmal 
zwischen  0  und  n — ^|  und  einmal  zwischen  tt  und  ^i\  daher 
gibt  es  für  jedes  d'  zwischen  &i  und  n — d-i  vier,  für  jedes  ^ 
ausserhalb  dieser  Grenzen  zwei  Werthe  von  17,  welche  der  Glei- 
chung (20)  genügen.  Erstere  liegen  in  allen  vier  Quadranten,  so 
dass  stets  zwei  von  ihnen  die  Gleichung  (21)  befriedigen  kcinnen; 
letzterein  denjenigen,  wo  Xgq>  und  tgi;  entgegengesetztes  Zeichen 
haben,   so  dass  nur  einer  von  Anwendung  ist. 

Für  jede  Neigung  der  Axe  gibt  es  also  im  Allgemeinen  eine 
oder  zwei  Lagen  des  Körpers,  in  denen  er  sich  kreisnirnüg  bei 
bestimmter  Geschwindigkeit  so  um  die  Verticale  dreht,  dass  er 
dieser  immer  dieselbe  Seite  zukehrt.  Die  Lage  findet  man  bei 
gegebener  Neigung  durch  Auflösung  der  Gleichung  (20)  nach  17, 
und  die  Geschwindigkeit  durch  Gleichung  (21).  Für  sin^  =  0 
wird  im  Allgemeinen  |'^  unendlich  gross.    Lässt  man  den  Zähler 


smi;        cost; 
verschwinden,    so  wird 


tg*=± 


Vd»  +  c 


9 


f        ' 

das  heisst,  der  Schwerpunkt  liegt  auf  der  Verticale;  und  |'  =  0, 
wenn  nicht  cZ  =  e=:0  ist.  Nur  in  letzterem  Falle  ist  demnach 
eine  Rotation  um  die  verticale  Axe  möglich. 

Hier  wird  Gleichung  (20): 

f(A  —  B)  sin  7j  cos  7ji^'d'  =  0. 

Für  cost?  =  0  gibt  Gleichung  (2): 

Sobald  al||  C^A  ist,  ist  bei  bestimmter  Geschwindigkeit  eine 
Circularbewegung  über  der  Horizontalebene  des  festen  Punktes  bei 
jeder  Neigung  der  Axe  möglich.     Für  9=:7r  erhält  man: 


I 
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■^'=Vt^' 


und  zwar   druckt  hier  |'  die  Rotationsgeschnindigkeit  aus^    weil 
r=V  +  l'  =  5'   i«t. 


XXVIII. 

lieber   die  Singularitäten  der  Flächen. 

Von 

Herrn  Doctor  Mauvj 

commissarischein  Lehrer  am   Lathol.  Gjmnatinm   in  Cola. 


§1. 

Gewuhnlich  drückt  man  eine  l^läche  durch  eine  Gleichung 
zwischen  drei  Veränderlichen  aus.  Wenn  diese  Veränderlichen 
Puuktcoordinaten  bedeuten,  so  stellt  jedes  System  von  Werthen 
fSr  die  drei  Veränderlichen  >  welches  der  gegebenen  Gleichung 
genOgt,  einen  Punkt  der  Fläche  dar;  sind  es  aber  Plancoordina- 
ten,  so  bestimmt  jedes  System  von  Werthen  fär  die  drei  Verän- 
derlichen, welches  der  gegebenen  Gleichung  genügt,  eine  Ebene, 
welche  die  Fläche  umhüllt.  Wenn  eine  Fläche  durch  Punktcoor- 
dinaten  ausgedruckt  ist,  so  findet  man  in  jedem  Punkte  nnr  eine 
einzige  Beruhrungsebene ;  wenn  sie  aber  durch  Plancoordinaten 
ausgedrückt  ist»  so  findet  man  in  jeder  umhüllenden  Ebene  nur 
einen  einzigen  Berührungspunkt.  Die  Wahrheit  dieser  beiden 
Sätze  folgt  leicht  aus  §.  3.  In  besonderen  Fällen  jedoch  erleiden 
•ie  eine  Beschränkung.  Eine  Fläche,  bei  welcher  dieser  beson- 
dere Fall  eintritt»  hat  eine  Singularität. 

Es  gibt  daher  zwei  Arten  von  Singularitäten:  singulare  Punkte, 
d.  b.  Punkte,   in  welchen  die  Fläche    mehrere   Berührungsebenen 

22* 
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hat,  und  singulare  Ebenen«  d.  h.  umhGllende  Ebenen  der  FMche, 
in  welchen  mehrere  Beröhrungspunkte  liegen. 

§.  2. 

Gewöhnlich   ist   die  Gleichung  einer  Fläche   nicht  homogen. 
Wenn  man  aber  die  ursprünglichen  Veränderlichen  p,  q,  t  durch 

neue   Veränderliche    -^^      ö»     -ö*    ersetzt,   so  wird  sie  homogen 

zwischen  den  neuen  Veränderlichen  P,  Qy  R,  S,  Diese  sind 
lineare  Funktionen  der  ursprünglichen  Veränderlichen;  wenn  ins- 
besondere S^  eine  Constante  oder  gleich  der  Einheit  ist,  so  ist 
die  neue  Gleichung  identisch  mit  der  ursprünglichen. 


§.3. 

Es  sei 

17  =  0  (1) 

die  Gleichung  einer  Fläche  nter  Ordnung  oder  nten  Grades.  Sie 
sei  homogen  zwischen  den  vier  Veränderlichen  p,  q,  r,  $, 

Aus  dem  Lehrsatze  von  den  homogenen  Funktionen  folgt: 
dV  dV         du        dV  ^,     ^ 

Wenn  man  die  partiellen  Differential-Quotienten  als  constant  an- 
sieht oder,  was  dasselbe  ist,  sie  auf  bestimmte  Werthe  der  Ver- 
änderlichen, p\  q'  t  r',  s*  y  bezieht  und  sie  zur  Unterscheidung 
einklammert,  so  stellt  die  Gleichung 

einen  geometrischen  Ort  erster  Ordnung  oder  ersten  Grades  dar, 
je  nachdem  die  Verfäiiderlichen  Punkt-  oder  Plancoordinaten 
bedeuten. 

Wenn  die  Werthe  ;/,  q' ,  r' ,  s'  die  Gleichung  (l)  befriedi- 
gen,  so  befriedigen  sie  auch  die  Gleichung  (2);  denn  diese  ent- 
hält die  Gleichung  (1)  als  Faktor.  Wenn  man  ferner  die  Glei- 
chung (])  und  die  Gleichung  (2)  vollständig  differentiirt  und  die 
partiellen  Differential- Quotienten  auf  dieselben  Werthe  der  Ver- 
änderlichen bezieht,  so  erhält  man  identisch  dasselbe.  Wenn  nun 
die  Veränderlichen  Punktcoordinaten  sind,  so  stellt  die  Gleichung  (2) 
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die  Ebene  dar,  welche  die  Fläche  17=0  im  Punicte  (p'g'r's') 
berührt.  Denn  die  Gleichung  (2)  ist  vom  ersten  Grade  und  ihr 
genfigen  ferner  die  Werthe  p%  g',  r%  $' ;  also  stellt  sie  eine  Ebene  dar, 
welche  dorch  den  Punkt  (p'q'r's')  geht.  Dieser  liegt  aber  auch 
in  der  Fläche  17=0.  Ausserdem  sind  endlich  fSr  diesen  Punkt 
auch  die  partiellen  Differential  -  Quotienten  der  Ebene  und  der 
Fläche  einander  gleich. 

Sind  aber  die  Veränderlichen  Plancoordinaten»  so  stellt  die 
Gleichung  (2)  den  Punkt  dar,  in  weichem  die  Fläche  C7=0  von 
der  nmhGlIenden  Ebene  (p'g'r's*)  berührt  wird;  denn  die  unmittel- 
bar darauf  folgenden  umhüllenden  Ebenen  gehen  ebenfalls  durch 
den  Punkt  (2).  Ausserdem  ersieht  man  aus  der  Form  der  Glei- 
chung (2),  dass  für  das  eine  Coordinatensystem  die  Berührungs- 
ebene in  jedem  Punkte,  für  das  andere  aber  der  Berührungspunkt 
in  jeder  umhüllenden  Ebene  immer  nur  ein  einziger  und  vollkom- 
men bestimmter  ist,  ausser  wenn  gleichzeitig 

Q=«.  (f)=«.  (m=o-  (w)=» 

Ut. 


§.  4. 

Ans  dem  Lehrsatze  von  den  homogenen  Funktionen  folgt 
femer: 

Wenn  man  wieder  die  partiellen  Differential  -  Quotienten  auf 
bestimmte  Werthe  der  Veränderlichen  p',  q*,  r\  5'  bezieht,  so 
entsteht  die  Gleichung: 

welche  einen  geometrischen  Ort    zweiter  Ordnung   oder  zweiter 
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Klasse  darstellt.  Dieser  hat  mit  der  FiSche  C7  =  0  immer  eine 
BerGliruDg  erster  Ordnung.  Denn  die  Werthe  p',  7' ,  r',  i'  g«n<igM 
der  Gleichung  £7  =  0;  sie  genügen  aber  auch  der  Gleiehung  (3), 
da  sie  den  Faktor  ü  enthält.  Ferner ,  wenn  man  die  Gleiehnng 
C7sO  vollständig  differentiirt,   erhält  man: 

du.    ^dU,       du,    ,dü.      ^  ,.. 

-^dp+-j^dg  +  -^dr  +  -^ds=0.  (4) 

-,     du     du     du     du.  „     .,.  ,      ,       ,,, 

Da  -j—>    -i—9   -^t    -^homogene  Funktionen  des  (n— l)teD 

Grades  sind,    so  folgt  aus  dem  Lehrsatze  von   den  hoinogenen 
Funktionen : 

dp  =w-.l  ldj»«^+  dpdq^'^dpdr^^  dpds'S  '  ^*  ^ 

dü__    1      idW         d^U        d^ü        d^ü  ( 
dg  —  n-'l  \li^^^ dpdq^^dgdr^'^ dqd$*\  ' 

dr  — «  - 1  Mr«  **  +  dpdr^  +  dqdr^^drds^  \  ' 
du         1     id^ü 


ds      n  —  1  /  ds^ 


d^ü       d^U        d^Jl   \ 
*  +  dpdiP^dqds"^  +  drds'^S  ' 


Wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (4)  setzt,   den  ge- 
meinschaftlichen Faktor     __|   als  von  Null   verschieden   weglässt 

«nd     die    partiellen    Differential  -  Quotienten    auf    die    bestimmten 
Werthe  p',  ^',  r',  *'  bezieht,    so  erhält  man: 

+!(d?-0'"+(d)7d/)''+(4^7)9+(S)'  H*" 

Identisch  dasselbe  erhält  man,    wenn  man  die  Gleichung  (3) 
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riaJBil  ToUstfindig  differentiirt  und  deo  gemeinschaftlichen  Faktor 
%  als  von  Null  verschieden  wegläset.  Also  haben  die  beiden  geo- 
metrischen Oerter  (1)  und  (3)  für  das  System  der  Werthe  p',  g',  r', «' 
■■cht  Mos  dieselben  Coordinaten,  sondern  aach  dieselben  partiellen 
Differential  -  Quotienten  erster  Ordnung,  mithin  haben  sie  mit  ein- 
ander eine  Berfihrung  der  ersten  Ordnung. 

Wenn  man  aber  die  Gleichung  U^O  zweimal  vollständig 
differentiirt  und  die  Veränderlichen  alle  als  abhängig  ansieht,  so 
erhält  man: 


(5) 


+  -  d^'^»'''"  ^  2  d^ds'^9ds  +  2^^  drds 

Wenn   man    die    Gleichung  (3)   in    derselben  Weise    zweimal 
vollständig  differentiirt,    so  erhält  man: 

+  2  (d^)  dqdr  +  2  (^,)  dqds  +  2  (^l^)  drds 
„    \/'iPü\     ./  d^U  \       /  d^ü  \     .  /  d^U  \   l\   ,„^ 

I 

+  '^  /  Vdr' V  '  +  Kdp'dr'J  P  +  \dg'dr'J  *  +  U»-'<«»7 

".+<-•  i(is>+(^.)"<i^l'V(Ä)'i  =» 

Von  den  Grössen  p,  g,  r,  s  kann  man  jedoch  drei  als  unab- 
hftogig  ansehen,  mithin  sind  von  den  vier  GrOssen  d^,  fl^q,  dh. 
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d^$  drei  gleich  Null.  Die  Wahl  der  abhäogigen  VeriDderlichMi 
bleibt  wiilklirlieh.  Wenn  man  daher  in  der  Gleichung  (5)  die  par- 
tieUen  Differential  -  Quotienten  auf  die  Werthe  p' ,  q' f  r' ,  e!  be- 
zieht^ so  wird  sie  erst  dann  mit  der  Gleichung  (6)  identisch ,  wenn 
man  liat: 


\ 


(7) 


\dp'J  -  \dp'*jP^\dp'dq'J  ^  ^\dp'dr'/^\dp'dt') 

{dü\_/d^ü\    ,(  d^ü  \     ./_^0_\    .fd*U\ 
\dq')  —  \W^)''^\dp'dq')P^\dq'drr^\dq'd^)*' 

K.dP)  =  \d^^r+  K^W)P+\W'dPj''+  \dPdPj" 

Aus  den  Gleichungen  (4*)  folgt  leicht,    dass  diese  Gleichun- 
gen nur  bestehen  können,   wenn  ist: 

Of)=».  (f )=••  ©=».  (^=»-    <^ 

Wenn  diese  Gleichungen  stattfinden,   so   haben  die  geometri- 
schen Oerter  (1)  und  (3)  eine  Berührung  zweiter  Ordnung. 


§.5. 
Aus  dem  Lehrsatze  von  den  homogenen  Funktionen  folgt  ferner 


«# 


^^Kdp'dq'y^'^  ^"^Kdp'dr'yP"^  ^^\dp'd$'yP^ 

+  ....  =  «(w~l)(w-2)£^=0. 

Diese  Gleichung  stellt  einen  geometrischen  Ort  dritter  Ordnung 
oder  dritter  Klasse  dar,  welcher  mit  der  Fläche  17=0  immer 
eine  Berührung  erster  Ordnung  hat.  Er  hat  aber  damit  auch  eine 
Berührung  zweiter  Ordnung,  wenn  die  partiellen  Differential-Quo- 
tienten erster  Ordnung  einzeln  verschwinden;    und  auch  eine  Be- 
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ritbniiig  dritter  Ordnung,  wenn  die  partiellen  Differential-Quotien- 
ten Evieiter  Ordnung  jeder  fi!r  sich  versehwinden.  Diese  beiden 
S&tze  lassen  sich  leicht  beweisen  durch  Entwickelungen,  welche 
denen  in  §:  4.  ganz  analog  sind. 


§.  6. 

Die  in  den  §§.  4.  und  5.    gefundenen    Resultate   lassen    sich 
fotgendermassen  verallgemeinern: 


\dp'^J^    ^\dq'^J'^    ^\dr'^J^    +W"»/ 


»« 


Der  durch  diese  Gleichung  ausgedrückte  Ort  hat  mit  der  FIfiche 

17=0  immer  eine  Berührung  erster  Ordnung.     Die  Ordnung  steigt 

bis  m,  wenn  sämmtüche  partielle  Differential -Quotienten  von   der 

ersten  bis  (m  —  l)ten  Ordnung  inclusive  jeder  fiir  sich  verschwindet). 


§.  7. 

In  den  folgenden  Entwickelungen  wollen  wir  nur  die  Glei- 
chung (3)  näher  betrachten  und  annehmen,  dass  die  Gleichun- 
gen (8)  stattfinden. 

Zuerst  wollen  wir  die  Bedeutung  dieser  Bedingungsgleichun- 
gen aufsuchen. 

Wenn  wir  diese  Werthe  der  partiellen  Differential-Quotienten 
erster  Ordnung  in  die  Gleichung  (2)  setzen,  so  geniigen  dieser 
alle  beliebigen  Werthe  der  Veränderlichen  p,  q,  r,  s.  Daraus 
folgt,  dass  für  das  Punktcoordinaten- System  die  Fläche  ü  im 
Punkte  (p'g'r's')  mehr  als  eine  ßerührungsebene  hat;  für  das 
Plancoordinaten- System  aber,  dass  in  der  umhüllenden  Ebene 
(^p'q'r'sf)  mehr  als   ein  Berührungspunkt  mit  der  Fläche   V  liegt. 

Ferner,  fassen  wir  die  Bedingungsgleichungen  rein  algebraisch. 
"Wenn  die  -erste  abgeleitete  Funktion  einer  auf  Null  gebrachten 
algebraischen  Gleichung  für  eine  Wurzel  derselben  verschwindet, 
BO  ist  diese  Wurzel  eine  doppelte.  Also  ist  (p'q'r's')  in  dem 
einen  Coordinaten- System  ein  Doppelpunkt,  in  dem  andern  eine 
Doppelebene. 

Demnach   drücken  die  Bedingungsgleichungen  aus,    dass  sich 


343  Maur:  Uebtr  die  Singuiaritätm  der  FideämL 

die  FIfiche  U  in  einem  der  in  §.  1.  beseichneten  besonderen  FfiUe 
befindet,   mithin  eine  Singularität  aufweist. 

Die  ßedingungsgleichungeu  lassen  sich  noch  anders  auffassen. 
Wir  haben  die  vierte  Veränderliche  nur  hinzugefflgt,  um  die  Glei- 
chung homogen  zu  machen.  Wir  dürfen  sie  demnach  gleich  jeder 
beliebigen  Constanten,  insbesondere  gleich  der  Einheit  setzen. 
Dann  haben  wir  aber  zur  Bestimmung  der  drei  übrigen  Veränder- 
lichen vier  Gleichungen;  eine  davon  ist  mithin  überflüssig;  sie 
ist  eine  Bedingungsgleichung,  welche  befriedigt  sein  muss^  wenn 
die  Fläche  eine  Singularität  besitzen  soll.  Nicht  jede  Fläche  hat 
demnach  eine  Singularität  aufzuweisen. 

§.  8. 

Die  Veränderlichen  seien  zuerst  Punktcoordinaten. 

Wir  wollen  annehmenv  die  Fläche  U  sei  in  dem  Doppelpunkte 
{p'q'r's*)  von  irgend  einer  Ebene  durchschnitten,  die  Tangente 
an  die  Durchschnittscurve  im  Punkte  (p'g'r's')  sei  bestimmt. 
Hierauf  wollen  wir  die  durchschneidende  Ebene  um  eine  Axe 
drehen,  welche  in  ihr  selbst  liegt  und  durch  den  Punkt  (p'g'r's') 
geht.  Wenn  wir  jedesmal  die  Tangente  an  die  Durchschnittscurve 
im  Punkte  {p*qYs*)  bestimmen,  so  werden  diese  eine  Kegel- 
fläche in  der  weitesten  Bedeutung  des  Wortes  bilden.  Denn  die 
Generatrix  ist  eine  gerade  Linie  und  die  Directrix  ein  Punkt. 

Die  Veränderlichen  seien  Plancoordinaten. 

Die  Berührungspunkte  in  der  Doppelebene  (p'^ViQ  wer- 
den dann  eine  irgendwie  gestaltete  Curve  bilden.  Wir  behaupten 
nun,  die  Gleichung  (3)  sei  der  analytische  Ausdruck  für  jene  co- 
nische Fläche,  respective  für  jene  Curve. 

§.  9. 
Zur  Abkürzung  sei: 

\d^)-'^'  (s^)-^''  \d^y-^"*  fe)^^'^' 

\dpdg'J=^'    \dp'dT*J  =  ^'    Kdq'drO'^^  ' 
Kdp'ds'J  —  ^  '     Kdq'dsO  "^      '     Vrfr'rf57"~       * 


w 
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Dadarch  niraint  die  Gleichung  (3)  die  Form  an: 

Ap^  +  A'q^V  A"rH  A"'sH'^Bpq  +  ^B*pr  +  2  B"qr 
+  2C;9i  +  2CV  +  2C"r»  =  a}  =  fXp,g.  r,  5)  =  0. 

Die  Bedingung«gleichungen  (7)  und  (8)  werden: 
Ap  +Bq  +i?V+C5Si^  =  0. 

A'q  +  Bp  +  B'r  f  C'*=i^  =0, 
/i'V  +  Ä>  f  ß"y  +  C"5=  i  5=0, 

Es  bezeichne  ferner: 

CO'  =  fipi ,  7i ,  n ,  5) 

die  Funktion  o»,  wenn  man  pi  statt  p,  «/i  statt  g  und  r|  statt  r  setzt. 
Die  Taylor 'sehe  Reihe  gibt  uns  dann: 

doD*         d(o*        d(o* 
f<Pi-t^P'9i  +  9^r,+r,s)  =  a^^  +  ^^p  +  ^g  +  ^^r 

^^j^*  T  +  dgi^'  2  +  c/ri^-  2  +  dp^d^i^"^  +  dp^iF^P^^d^i^^^ 

Nach  dem  Satze  von  den  homogenen  Funktionen   ist: 

,  /d(o'       .  dcD*       .  den*         du)*  \ 

Daraus  folgt: 

dm'     ,  d^M^  p'   ,   <Pa>'  q^.d^  »f  «£«»'  iPm' 

+  ^"57'+^/»»«  T  +  d9j»  2  +  dri     2  +  dpidqt,  Pl  +  ^^dft*'^ 

d^(o' 
Ferner  ist: 


i 
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dm' 
i^=Api  +  Bgi  +  JS-r,  +  Cs , 

i^=A'qi  +  Bpi  f  Ä'Vi  +  C's, 

5  ~ '  =A"n  +  Ä'p,  +  fi"9i  +  C"*. 

i^-^-^*  +  cp,  +  cv,  +  ev,. 

Diese  Gleichungen  werden  jede   für   sich  gleich  Null   durch    die 
Werthe  p\  q*,  r\  s' ,   weiche   man- aus  den   Bedingungsgleichun 
gen  (9)  findet. 

Ferner  ist: 

^^^'2A       ^^-^A'       ^'-2^"- 


dpidqi  dpidvi  '     dqidr 

Dadurch  erhalten  wir: 

f(Pi+P>  qi+q,n+r,s)  =  Ap^+A'q^+A"r*  > 
+  2i?;?</  +  2Ä'/?r + 2ß"qr.  3 

Diese  Gleichung  ist  homogen  zwischen  den  drei  Veränderlichen 
p,  q,  r.  Durch  die  Transformation  ist  nur  der  Anfang  der  Coor- 
dinateii  in  {p'qYs*)  verschoben  worden,  ohne  die  Richtung  der 
Axen  zu  ändern. 

Die  Gleichung  (10)  stellt  nun  im  System  der  Punktcoordinaten 
eine  conische  Fläche  dar,  deren  Spitze  im  Anfangspunkte  der 
Coordinaten  liegt;  im  System  der  Plancoordinaten  aber  eine  ebene 
Curve,  weiche  in  der  Ebene  {p'q'r's')  liegt,  von  welcher  aus 
die  umhüllenden  Ebenen  gerechnet  werden.  Es  seien  nämlich  die 
Veränderlichen  zuerst  Punktcoordinaten.  Die  Fläche  (10)  geht 
durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten.  Denn  ihre  Gleichung 
enthält  kein  von  den  Coordinaten  unabhängiges  Glied.  Ferner, 
jede  Ebene,  welche  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
geht,  schneidet  die  Fläche  (10)  in  zwei  geraden  Linien.  Es  sei 
nämlich 

rzzzmp  +  nq 
die   Gleichung   der   .schneidenden   Ebene.     Wenn   wir  aus  dieser 
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< 

Gleichung  und  der  Gleichung  (10)  die  Veränderliche  r  eliminiren, 
80  erhalten  wir  eine  Gleichung,  welche  zwischen  den  beiden  übri- 
gen Veränderlichen  homogen  ist.  Ohne  die  Rechnung  wirklich 
auszufahren,   finden  wir  hieraus: 

oder 

Diese  Gleichung  stellt  ein  System  von  zwei  geraden  Linien  dar, 
welche  entweder  reell  oder  imaginär  sind  oder  zusammenfullen. 
Mithin  ist  die  Fläche  (10)  eine  conische  Fläche. 

Sie  ist  aber  auch  mit  der  conischen  Fläche  identisch,  welche 
in  §.  8.  besprochen  wurde.  Denn  sie  haben  dieselbe  Spitze ;  ihre 
entsprechenden  Generatricen  fallen  zusammen,  da  sie  dieselbe 
Curve  in  demselben  Punkte  berühren. 

Es  seien  ferner  die  Veränderliehen  Plancoordinaten.  Dann 
stellt  die  Gleichung  (10)  eine  ebene  Curve  dar.  Der  durch  die 
Gleichung  (10)  ausgedrückte  geometrische  Ort  zweiter  Klasse  hat 
mit  dem  durch  dieselbe  Gleichung  ausgedrückten  geometrischen 
Orte  zweiter  Ordnung  eine  vollständige  Reciprocität.  Jedem  Punkte 
der  conischen  Fläche  entspricht  eine  umhüllende  Ebene  jenes 
Ortes  zweiter  Klasse.  Allen  Punkten  der  conischen  Fläche, 
welche  in  einer  geraden  Linie  liegen,  entsprechen  umhüllende 
Ebenen,  welche  sich  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  schnei- 
den. Mithin  entspricht  jeder  Generatrix  der  conischen  Fläche 
eine  umhüllende  gerade  Linie.  Ferner  alle  Generatricen  gehen 
durch  denselben  Punkt,  mithin  liegen  alle  umhüllenden  geraden 
Linien  in  derselben  Ebene.  Also  stellt  die  Gleichung  (10)  im 
System  der  Plancoordinaten  eine  ebene  Curve  dar,  welche  in  der 
Ebene  {p*q*r's')  liegt.  Aber  diese  Curve  liegt  auch  vollständig 
in  der  Fläche  U=Q.  Denn  Fläche  und  Curve  haben  eine  Be- 
rührung zweiter  Ordnung.  Wenn  man  daher  von  der  Ebene 
(p'^V«')  ausgeht,  findet  man  unmittelbar  noch  zwei  umhüllende 
Ebenen,  welche  sowohl  zur  Fläche,  als  auch  zur  Curve  ge- 
hören. Drei  sich  schneidende  Ebenen  bestimmen  aber  einen  Punkt. 
Dieser  Punkt,  der  Durchschnittspunkt  der  drei  auf  einander  fol- 
genden Ebenen,  welche  sowohl  die  Fläche,  als  auch  die  Curve 
umhüllen,  gehurt  mithin  zur  Fläche  und  zur  Curve.  Daraus  folgt, 
dass  sämmtliche  Punkte  der  Curve  auch  in  der  Fläche  liegen. 
Mithin  ist  die  Curve  (10)  diejenige  Curve,  in  welcher  die  Fläche 
U  von  der  singulären  Ebene  (p'gYs')  berührt  wird. 
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§.  10. 

Durch  ganz  analoge  Entwickelungeii  findet  man,  dass  die  in 
§.  5.  aufgestellte  Gleichung  der  analytische  Ausdruck  für  den 
Beruhrungskegel  in  dem  singulären  Punkte  oder  für  die  Berüh- 
rungscurve  in  der  singulären  Ebene  ist,  uenn  die  partiellen  Diffe- 
rential-Quotienten erster  und  zweiter  Ordnung  einzeln  =0  sind. 

§.  11. 
Die  bisherigen  Resultate  lassen  sich  ganz  allgemein  ausdrficken: 

\dp"»J  P    +  \dq"»  y  *    +  \dr""  r     ^  \rf»'"  / 

Diese  Gleichung  ist  der  allgemeine  Ausdruck  für  den  BerOhrungs- 
kegel  in  dem  singulären  Punkte  oder  für  die  Berührungseurve  in 
der  singulären  Ebene,  wenn  sämmtliche  partielle  Differential- 
Quotienten  von  der  ersten  bis  (m  — l)ten  Ordnung  inclusive  jeder 
ffir  sich  verschwinden. 


§.  12. 

Vor  Allem  wollen  wir  jetzt  die  Gleichung  (10)  in  die  för  un- 
sern  Zweck  geeignetste  Form  bringen. 

Es  bezeichne: 
f\p,  qy  r)  =  Ap*+A'q^+  A"r^+2Bpq+2B'pr+2B''qr.     (11) 

Ferner : 

Ap",  q">  r)^(o"  =Ap"^  +  AY^  +  A"r^  > 

>     (12) 
+  2ßp''q''+2Bp''r+2B'Yr.  S 

Aus  der  Gleichung  (12)  folgt: 

np"+p>q"  +  q»r) 

„  .  dm"       dm"     .  d*(o"  »«  .  d^w''  ö«  .    d*»^ 

=  ~  +5^^+57^  +  ^^  2"+d^  2+äprf^W- 


(O 
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Ferner  ist: 

Daraas  folgt: 

j„//  rfö)"  rfflj" 

+  rfp''«    2  +  rfiy"«   2  +  dp^dq"^^ ' 

den" 
Wenn  man  die  Grössen  p"  und  q"  so  wählt,    dass  -i— ^=0  und 

-7-77  =  0  ist,    so  erhält  man: 

(13) 

r'(p"+p.  g"+g^  r)=  J  -j^.r+  5^  %  +   rf^  1  +  d^Td^'f"'' 
Aus  der  Gleichung  (12)  folgt: 

dtA** 

$^=J'g"  +  Bp"  +  B"r; 
i^  =  A"r  +  B-p"  +  Ä"9" ; 

dp^^"^"^'     d^~^^''     ÄP^-"^^^' 

Setzt  man  ferner: 

/>"  =  or, 

worin  a  und  j3   unbekannt  sind,    so  erhält  man   zur   Bestimmung 
▼on  a  und  /?  die  beiden  Gleichungen: 

Aq"  +  Äp"  +  B't  =  (A'ß  +  Ba  +  B')t  =  0. 
Daraus  folgt: 

_     AB*  -  BB"  AB"—BB' 
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'  dr  ""  AA'—B^ 

Wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (13)  setzt,  so  erhSlt  man: 

f(p''+P,  g'-^tf,r)  =  Ap^  +  A*g^  +  2Bpq 

.  A'\AA'  -  B^)-'B\A'B'  -  BB'*)-  B"{AB''^BB^ 


AA'  —  B'^ 
=  Ap^+A'q^  +  2Bpq  +  ^r«  —/-"(p,  q)  +  gr^ 


(14) 


Die  angewandte  Transformation'  wird  unmöglich,  wenn 
AA*—  B^'=0  ist,  weil  dann  a  und  ß  unendlich  gross  werden. 
Wenn  aber  nicht  gleichzeitig  auch  AA''-B'^—0  und  ^'^"-Ä"2=0 
ist,  kann  man  obiges  Verfahren  doch  anwenden,  wenn  man  die 
Glieder  mit  den  ersten  Potenzen  von  q  oder  p  fortschafft.  Gesetzt 
aber,  es  verschwinden  alle  drei  Ausdrücke  gleichzeitig.  Dann 
6ndet,man: 

BB*  BB''  _      B'B" 

^  —  +  ßtf  7     ^'  — i   ß/   *    -^^ — +     ß^ ' 

Dann  aber  wird  die  Gleichung  (12)  folgende  Gestalt  annehmen: 
BWy^+  B^B''^q^±2B^B*Byq  +  B'B''r^±2BB'^B"pr 

±  2BB'B"^qr  =  0 

oder 

B^(B'p±B''q)^±B'B"(r±2B'p±2B''q)r=iivHtw==0,  (15) 

wo  V,  ty  w  lineare  Funktionen  von  p,  q  und  r  sind  und  ft  eine 
Constante  ist.  Diese  Gleichung  werden  wir  später  weiter  unter- 
suchen. 

Es  sei  nun: 

r(p"',  q)  =  (o"'=Ap"'^\-  AY+2Bp"'q. 
Daraus  folgt: 


,„     den'"        dl^cD"'  ü* 


Nun  ist  aber: 


»'" 


=  '\dp'"^    +   df,  1J' 
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m 


Daraus  folgt: 


2^. 


•  I 


I  .     .  t 


Wir  wollen  p"*  so   hestimnien,  ^^s  -r-ff,  -=0  ist;  dann  hat  man: 


■  • .  .  1  ■  .  ■ 


Es   sei   ferner  p'"  =  c('f/,     DurauK   folgt: 

B  ß 

Aa'q-i-  Bg=zO   oder    a' =  —  -j    und    p"'^ — -jg. 

Mithin   ist : 


Also  ist: 


fip""  +  p,9)  =  ^P^+         A        V*- 


Also  erhält  durch  diese  Umformung  die  Gleichung  (14)  folgende  Form : 
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Ap^+ -^ q^=Ap^  +  %q^  +  ^r«  =  tt/?«  +  x^«+  ^A    (16) 

Diese  Transformation  wird  unmöglich,  wenn  ^=0  ist,  weil  dann 
«''«nendlieh  gross  wird;  Wenn  nicht  auch  ^'gleich  Null  Mv  MeiM 
«sie  doch  anwendbar.  Sind  aber  A  und  A*  gleich  Null,  so  hat  die 
Gleichung  (14)  die  Gestalt:  2^;>^  +  (»r^  =  0,  welche  Form  mit 
der  Form  (15)  identisch  ist.  In  dem  Folgenden  werden  wir  aber 
sehen,  dass  die  Gleichung  (15)  in  der  Gleichung  (16)  enthalten  ist 


§.  13. 


■  .  !• 


Znsammenstellung     der    verschiedenen     Gleichungen, 
welche  in  der  Gleichung  Ä/?*+x^*  +  pr*=0  enthalten  sind. 

■•■■  :1.-      '  - 

".  >'"W^ns!  die  Coeffitientei^  fr,  >«  und  ^  ^nieht    dasselbe- -Zeichen 
bftben,  «d;bann.4ie  Gleichung  auch  gebracht  werden  auf  die  Form:^ 
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wo  Mmmrt  Oeber  die  SMgutaHiäiem  det'  FtOeMk 

wo  t,  V  und  w  lineare  Funktionen  von  p,  q  und  r  sind  und  fi  eine 
Constante  ist. 

H. 

Wenn  die  CoeflQzienten  alle  dasselbe  Zeichen  haben,  so  er- 
hält sie  cKe  Form: 

III. 

Wenn  ein  Coedßzient  gleich  Null  ist  und  die  beiden  andern 
▼erschiedene  Zeichen  haben,  so  lässt  sie  sich  auf  folgende  Form 
bringen : 

£.10  =  0. 

IV. 

Wenn  ein  Coeffizient  gleich  Null  ist  und  die  beiden  andern 
dasselbe  Zeichen  haben,  so  lässt  sie  sieb  auf  folgende  Form  bringen : 

{t  +  aw  V"^\)  (t-cnv  \r-i)  =  0. 

V. 

Wenn  zwei  CoefBzienten  gleich  Null  sind ,  so  erhält  sie  die  Form: 

§.  14. 

B<ldeutiiig   dieser    ffinf   Gleiohttfigdo    in   Sy^tbm    4et 

Punktcöordinaf^n. 

I. 

t?«  +  (itw  =  0. 

Diese  Gleichung  kann  durch  unendlich  viele  Werthe  der  Ver- 
änderlichen befriedigt  werden,  also  stellt  sie  eine  coniscbe  Fläche 
in  der  engern  Bedeutung  des  Wortes  dar. 

II. 

Diöse  Gleichung  Wird  nur  befriedigt  du#ch  dM  fi^tefli  der  W^rtbe 
p:=20,  9=0,  rssO;  mithin  stellt  sie  itor  eifteh  er*aB9gM Punkt  dir< 


Ht 

l.tOzzzO. 

Diese  Gleipbyng  wird  nur  befriedigt,   w^nu  ipao  49tit  CssO 
oder  10  =  0;  mithin  stellt  sie  ein  System  von  zwei  reellen  Ebenen  dar. 

IV. 

Diese    Gleichung    wird     nur    befriedigt,     wenn    man    setst: 

l  +  oioV— 1=0  oder  t — awV--l=0;  jeder  dieser  Ausdrucke 
kann  aber  nur  verschwinden,  wenn  t  und  u>  verschwinden;  mit- 
bin  stellt  die  Gleichung  ein  System  von  zwei  imaginären  Ebenen 

dar,  welche  sich  in  der  reellen  geraden  Linie   \     ^.n  ^<^bneiden. 

V. 
10=  ±0. 

Pi^e  GJWcÜfing  st^lU  dftr  ^iq  Sy/^t^ia  Ton  «wei  rei^U^n  w* 
MUnm^nfallend^  Ebenen. 


Bedeutung  der   ffinf  Gleichungen  im  System  der  Plan- 

coordinaten. 

Das  Gesetz  der  Reeiprozität  Qberhebt  uns  der  Mfihe,  zu  den 
CMelebungen  selbst  zurückzugehen. 

I. 

Einer  reellen  conischen  Fläche  zweiter  Ordnung  entspricht  eine 
reelle  ebene  Curve  zweiter  Klasse  im  engern  Sinne  des  Wortes. 

U. 

Eifier  imaginären  Kegeltläche  zweiter  Ordnung,  d.  h.  einem 
$a/ß^W  l?m^X^9  eptaprifibt  eine  imaginäre  ^(i^ne  Cunvp  ziyeitß? 
Klasse,  d.  h.  eine  fipasige  ymbHlIßodj^  Ebene. 

Ol. 

Einem  Systeni  von  z^^i  reellen  {Cbenen  entsprechen  zwei 
re«lie  Punkte^r 


asg  Mm^r:   üe^f  die  SinpOitf /taten  äer  FtäH^. 

iVi 

F/iuein  System  von  zwei..ima^irjlreii  Ebenen,  welche  sieh  in 
ehier  reellen  geraden  Linie  schneiden,  entspreche;)  zwei  imaginäre 
l^unktd.'vi'elthö  in  einer  rieellen  geraden Xinfe'lTigjen' 

V. 

Einem  System  von  zwei  reellen,  zusammenfallenden  Ebenen 
entsprechen  zwei  reeüe,  znsammenfällende  Punkte. 

.       .  ■  ■  ■<  : 


1 1 


.1.  . 

®«  +  V^p^  +  Ar*  =  0  1   , 

•ei  die  Gleichung  einer  Fläche  dritter  Ordnung  oder  dritter  Klasse. 
0)3  sei  eine  homogene  Funktion  des  dritten  Grades  und  p,  q  und 
r  seien  homogene  Funktionen  des  ersten  Grades. 

In  dem  System  der  Punktcoordinaten  ist  nach  dem  Vorher- 
gehend(Bn  die  Berflhrungseb'ene'  oder  vielmehr  Bind  die  BefÜbrängs- 
ebenen  an  die  Fläche  im  Anfangspunkte  der  Coordinaiten  bestimmt 
durch  die  Gleichung: 

[ipq  +  hr^  =  0. 

Diese-  Gleichung  drtfckt  eine  reelle  Kegelfläche  zweiter  Ordnung 
im  engern  Sinne  aus.  Die  Fläche  läuft  also  im  Anfangspunkte  der 
Coordinaten  in  eine  conische  Spitze  aus.  Sind  aber  die  Verän- 
derlichen Plancoordinaten,  so  berührt  die  umhüllende  Ebenet,i4eren 
Coordiiiaten  gleich  Null  sind,  die  Fläche  in  einer  reellen  ebenen 
Curve  zweiter  Klasse  im  engern  Sinne.  Die  Fläche  hat  also  eine 
trichterfurmige  Vertiefung  innerhalb  dieser  ßerübrungscurve 

II. 

P^      9^      ^^ 
<»8  +  «ä  +  |g«  +  ^  —  "• 

Die  Veränderlichen  seien  zuerst  Punktcoordinaten.  Der  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  bleibe  unverändert.  Die  Richtung  der 
Axen  dagegen  wollen  wir  so  verändern,    dass 

die  Ebene  p=0  mit  der  Ebene  x=0, 

r=0  1=0   "■■'■'  '   "'■'"  ■'■ 


»»  %» 
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AtimttnaenfkWe.  I>fe«re  Transformiition  »fört  nicht  die  Homogefiitfit 
der' Gleidiviig.  D're  Gleichung  der  FIfiehe  aber  erhfilt  folgende 
Gltotdit:    • 

WO  Sl^  eine  homogene  FuiJction  des  dritten  Grades  swischen  x, 
5  uui  t  .ist.  Die  GieiohiiBg  der  ■  Berährungsebene  an  die  Fläche 
im  Aüfan^p unkte  der  Coordinaten  istt 

Diese  Gleichung  wird  nur  befriedigt  durch  das  System  der  Werthe 
:r  =  0,  ^  =  0,  z  =:  0;  mitliin  stellt  sie  nur  einen  einzigen  Punkt  dar. 

sei  *dl^  Glelc^hnng  eitier  Ebene.  Als  Gleichung  ffir  die  Projekttoji 
der  I^rchschnittscurve  dieser  Ebene  mit  der  Fläche  (17)  auf  die 
Ebiene  z  =&  0  findet  man : 


'^*  +  iä  +  p  +         ^ — "'  Co) 

i  1 

wo  i?3  eine  homogene  Funktion  des  dritten  Grades  zwischen  a: 
und  ff  ist. 

Eis  sei  ferner 

y  =  a"a: 

die  Gleichung  irgend  einer  geraden  Linie,  welche  durch  den  An- 
fkfig^pünkt  der  Coordinaten  geht.  Fiir  die  Coordinaten  Ton  zwei 
äi^r  drei  Dur(ihschnittspunkte  dieser  geraden  Linie  mit  der  Curve 
0S)  findet  kiian: 

Mithin  ist  dieser  Punkt  ein  Doppelpunkt. 
Femer  ist: 

\dxdy)  '^dx^'  dy^  ""  V  c^  /  "Ka^^    c^  J\b'^^  c^  J 


:  ,i  ' : 


Diese  Gleichung  zeigt  einen    von  der  Curve  isolirten  Punkt  an. 
(.Pjlficker,  System  der  Geometrie.    IIL  Abschn.  §.  6.) 

'*      Mithin   ftird  die  Fläche  (17)  von  jeder  durch   den    Anfangs- 
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puokt  der  Cootilinaten  gebentUn  Eben«  in  einer  Curve 
l«n.  «piclie  ii)  diesem  Puiitte  einen  isulirtev  Doi»pelpDPkt  hftt> 
Also  mus8  dieser  Punkt  ein  zur  PISche  gehürtger,  aher  van  dvfr 
selben  getretinter  Punkt  sda.  Er  ISsst  üicli  betrachten  als  eine 
zum  Punkte  zLisanimenge8ehriini[)fle  ellipsütiidiEche  Fläche. 

Im  System  der  Plancoorillnaten  ist  die  Ebene,  deren  Cotirdi- 
natc«  Null  sind,  eine  zur  FISehe  gehörige,  aber  von  den  übrigen 
unibtillenden  Ebenen  gefreiinle  umfaüHlende  Ebene.  Ibr  Beriib- 
ruogwpunkt  mit  der  Fläche  ist  iniaginSr. 

in. 

Die  Veränderlichen  seien  luerat  recbtwinkliche  Punbtcoordi- 
naten.  Den  Anfangspunkt  der  Cnordinuten  und  den  Winliel  der 
Aien  nullen  »ir  unveründert  lasaen,  die  Axe  t  dagegen  sp  drebpfl. 
dass  sie  mit  dem  Durchschnitte  der  beiden  Ebenen  ^=0  UiwJ 
9=0  zuaammenlallt.     Dadurch  »ird  die  Gleichung  der  FIScLe: 

iJg  +  i(y  +  «j-)(j  +  ^3:)  =  0.  (19) 

Die    Gleichuug    der    Berührungsebene    au    diese   Fläche    im    An* 
fungspunkte  der  Coordinaten   ist : 

Kelche  ein  System  von  K»ei  reellen  Eheaen  darstelll. 

y  =  ax 
sei  die  Gleichung  irgend  einer  Ebene,  ivelche  durch  den  Anrangs- 
pnnkt  der  Coordinaten  gehl.     A\»  Gleichung  für  die  Projektion  der 
DurL-hHchnitfecurve  dieser  Ebene  mit  der  Fläche  (19)  auf  die  Ebene 
^  =  0  erhült  man: 

Är,  +  l(«+«)(«  +  |3);r*  =  0.  (2P) 

Jedp  gerade  Linie  i^n'.T,  welche  durch  den  Anfangspankt  der 
Coordinaten  geht,  schneidet  diese  Curve  in  drei  Punkten,  wovon 
zwei  in  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten  zusammepfallen. 

i^' '•'""""''"  (es) -rf^-kT=''  i""  '""''="  ''»°'* 

mitbin  ist  er  ein  Rück  kehr  piinkt.  DieRirhtung  der  Tangente  indieBem 

Punkte  wird  bestimmt  durch  die  Gleich.  j-  = « — —~^=^m, 

jenachdeni  (a  +  aj  und  {n+ß)  dieselben  oder  verschiedene  Zeichen 
Ilaben.    Mithin  ^cH   sich   die  Kiclituiig  der  TwKenle  itreimsl. 


r 
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fiftmlich  wenn  (0  +  *)  gleich  Nnll  nnd  «enn  (n  +  |9)  gtelch  Null  wird: 
die  GrÖHs«  der  Aendenm^  lirlrägt  jedesmal  180".  Bei  der  jedes- 
maligen Aeiiderung  gehl  die  l.'urve  ('20)  in  ein  System  von  |;era- 
den  Linien  i'iber,  und  nachher  Ist  die  Oefftiun;;  der  Spitte  nach 
der  entgegengeeeUteo  Seite  hirj  gerichtet. 

Die  VerSiid etlichen  Bcieii  ivreilen.'<   Ptancoordinaten. 

Die  singulare  Ebena  berührt  die  Flüche  10  zwei  reellen,  nicht 
Eusamnienrallenden  Punkten.  Jede  Ebene,  ivelche  die  Verbindungs- 
linie dieser  beiden  reellen  Bänihrun^epunkte  enthält,  schneidet 
die  FIfiche  in  einer  Curve,  vtelche  ein«  singulare  umliiillende  Linie 
hat.  Diese  berührt  die  Curve  in  zMci  reellen  Punkten,  u eiche 
Eweien  vnn  einander  gelrennlen  Zweigen  der  Curve  angehört.  Denn 
hingen  diese  Eusammen,  su  iiiüssle  die  umhüllende  Linie  an  eiue 
Grenze  kommen,  tro  sie  zurückkehrte.  In  diei^er  Grenzlai^e  aber 
wäre  sie  eine  singulare  Linie.  Diese  singulare  Linie  der  Curve 
Würde  aber  auch  eine  singulare  Ebene  der  Fläche  bedingen.  Da- 
durch aber  hätte  die  FIScbe  zuei  singulare  Ebenen,  nas  bei  einer 
Ftfiche  dritter  Klasse  nicht  der  Fall  »ätt  bann.  Da  nun  die  s\n- 
guUre  Linie  z«ei  reelle  getrennte  Zweige  dir  Curve  berührt,  so 
niusH  auch  die  singulare  Ebene  zwei  getrennte  reelle  Theilfl  der 
Flache  herQhren. 

IV. 

Die  Veränderlichen  seien  zuerst  rechtwinklige  Punbtcoordinaten. 
Ohne  den  Aiirangspunkt  und  den  Winkel  der  Conrdinatenaxen  zu 
verändern,  wollen  wir  das  ganze  System  s«  drehen,  dass  die  Axe 
1  mit  dem  Durchschnitte  der  beiden  Ebenen  p  =:  0  und  9^0 
flosammenföllt.  Dadurch  erhüll  die  Gleichung  der  Fläche  folgende 
GeHlalt: 

ßj  +  «|(j  +  o^)»  +  v«Cj  +  ,J:r)«!  =  0.  (21) 

■  Die  Gleichung  der   Tangentialebene   an   die    Fläche   im    Anfaiigs- 
gninkte  der  Coordiiialen  vtird: 


9  Gleichung  stellt  ein    System   von    zwei   imaginären  Ebenen 
np^  jv^gIm  Bieh  in  der  reellen  geraden  Linie  j  '.  1  n  .     n  schneiden. 
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Es  »ei  ferner  g  =  ajs.  die  (iLI^>hulig  einf r  ßbene*  .  AI»  Gkir 
churig  für  die  Prag^^ktiQu  d^  .DufcW'hniUtfCUrye  dißiier  El^ne  mit 
der  Fläche  (21)  auf  die  Ebene  y==^Q  erhält  man.:  ,  '     .      .  .  n 

ffs  fx|(ff  +  a)2  +  v«(«  +  i3)»U*  =  0;    '         '      ' 

Jede  gerade  Linie,  welche  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten  geht,  sehneidet  diese  Cnrve  in  drei  Punkten,  «rovon  zwei 
in  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  zusammenfallen.  Ffir  die- 
sen Punkt  ist  ferner :  ^ 

KtLrilz)        dx^'  dz^-^' 

Also  ist  er  ein   Riickkehrpunkt. 

Die  Richtung  der  Tangente  in  diesem  -Punkte  ^ird  bentimmt 
durch  die  Gleichung: 

_rfz  _  -2x1  («4-«)^  +  i^i/[±ß)^ 

ilx^  D  ■    "     . 

Da  der  Wähler  dieses  Bruches  aus  einem.  Produkte  besteht,  wo- 
von der  eine  Faktor  eine  Constanze  .und  der  andere  eine  Summe 
von  zv^ei  positiven  Quadraten  ist,  so  kann  er  tvedec  sein,  Zeichen 
ändern,  noch  verschwinden.  ALso  haben  alle  Durchsehuiflscnryf)» 
im  Anfange  der  Coordinaten  eine  Spitze,  welche  ihre  OetTnang 
immer  nach  derselben  Seite  hin  wendet. 

Daraus  folgt,   dass   die  Fläche   selbst  im  Anfangspunkte   der 

to   _()    i"    eine  Spitze  »uslaufen 
ninss,  die  ihre  convexe  Seite  dieser  Linie  stets  zukehrt. 
^       Die  Veränderlichen   seien   zweitens  Plancoordinaten 

t       I  *  ■ 

t 

Die  singulare  Ebene  berührt  die  Fläche  in  zw^i  ims^gioäreD 
Punkten ;  u  eiche  in  einer  reellen  geraden  Linie  liegen.  Jede  £hene, 
welche  diese  gerade  Linie  enthält,  schneidet  die  Fläche  in  einer 
Curve,  welche  eine  singulare  Linie  bat,  die  die  Curve  in  zwei 
imaginären  Punkten  berührt.  Also  muss  die  singuläne  LinllB'zwei 
injaginäre  Zweige  der  Curve  berühren,  und  daraus  fol^t,  dass  die 
singulare  Ebene  zwei  imaginäre  /Xbeile  oder  Lappen  der  Fläche- 
berührt, oder  auch  die  Fläche  hat  eine  zugeordnete  reelle  gerade 
Linie. 


»  ' 


.1  .  I.. 


0)3     f   ^ip^  =  0. 

Die  Veränderlichen  seien  wieder  züersV  techtwinkliche  Punkt-  » 
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coordioalen.  Ohne  den  Anfangspunkt  und  den  Winkel  der  Coor- 
dioatenaxen  zu  ändern,  wollen,  wir  die  Axe  z  so  drehen»  dasa 
816  in  die  Ebene  /i  =  0  ßllt.  Dadurch  erhält  die  Gleichung  der 
Fläche  folgende  Gestalt: 

A3  +  A(;y  +  ax)^  =  0.  (22) 

Die  Gleichung  der  Berührungsebene  an  die  Fläche  im  Anfangs- 
punkte der  Coordinaten  wird:  (^ -|- cu:)^  =  0.  Diese  Gleichung  stellt 
ein  System  von   zwei  reellen,   zusaramenfallenden  Ebenen  dar. 

Es  sei  y-^zax  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  die  Axe 
z  enthält.  Als  Gleichung  für  die  Projektion  der  Durchschnittscurve 
dieser  Ebene  mit  der  Fläche  (22)  auf  die  Ebene  ^=0  erhält  man: 

Ans  der  Form  dieser  Gleichung  sehen  wir,  dass  jede  Durchschnitts- 
corire  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  einen  Doppelpunkt  hat 
Dieser  Punkt  ist  ein  Ruckkehrpunkt.     Denn  es  ist  fSr  denselben: 


\dxdz) 


dx^ '  dz^  —"• 


Die  Richtung  der  Tangeute  in  dem  singuiären  Punkte  wird  be- 
stimmt durch  die  Gleichung: 

rfz  _      2;(a  +  tt)« 
dx-"^         0 

Dieser  Ausdruck  kann  sein  Zeichen  nicht  ändern;  Jedoch  wird 
der  Zähler  einmal  gleich  Null,  nämlich  wenn  o  -f  <x  =  0  ist,  d.  h. 
wenn  die  schneidende  Ebene  mit  der  Tangentialebene  an  die 
FiScbe  (22)  in  diesem  Punkte  zusammenfällt.  Also  hat  jede 
Uurchschnittscurve  eine  Spitze,  deren  Oeffnungen  alle  dieselbe 
Richtung  haben;  hur  wenn  (a-f  a)  verschwindet,  geht  die  Durch- 
scbnittscurve  in  ein  System  von  geraden  Linien  über. 

Es  seien  die  Veränderlichen  zweitens  Plancoordinaten. 

Die  singulare  Ebene  berührt  die  Fläche  in  zwei  zusammen- 
firilenden  Punkten.  Daher  schneidet  jede  Ebene,  welche  diese 
beiden  Punkte  enthält,  die  Fläche  in  einer  €urve,  welche  eine 
singulare  Linie  hat,  in  dieser  fallen  die  beiden  Berührungspunkte 
zusammen;  mithin  ist  dieser  ein  Wendungspunkt.  Also  muss  auch 
die  singulare  Ebene  die  Fläche  in  einem  Wendungspunkte  berühren. 
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Schreiben  des  Herrn  Rectors  Dr.  Nagel  zu  Ulm  an  den  Herausgeber. 

In  dem  dritten  Hefte  des  248ten  Bandes  des  Archivs  der 
Mathematik  und  Physik  macht  Herr  Professor  Steezkowski 
auf  eine  Schrift  aufmerksam  unter  dem  Titel:  Anweisung  zum 
Zirckel  und  Lineal  Gebrauch  etc.  ohne  Jahreszahl.  Erkennt 
den  Verfasser  nicht  und  schliesst  aus  den  auf  den  Kupfertafeln 
angebrachten  ungarischen  Städten,  dass  der  Verfasser  ein  Ungar 
sei.  Ich  glaube  über  den  Verfasser  sichere  Auskunft  geben  zu 
können ,  und  vielleicht  gestatten  Sie  dem  Folgenden  ein  Plätzchen 
in  Ihrer  Zeitschrift.  Es  ist  für  diejenigen  Leser  derselben  ge- 
schrieben, welche  sich  auch  für  die  Literatur  der  Mathematik  in- 
teressiren,  und  möchte  auch  an  und  iur  sich  schon  einiges  histo- 
rische Interesse  darbieten. 

Ich  besitze  in  meiner  Bibliothek  ein  altes  Buch  unter  dem 
sonderbaren  Titel:  Ertz-Herzogliche  Handgriffe  dess  Zir* 
ckels  und  Liniais,  oder  Ausserwählter  Anfang  zu  de- 
nen mathematischen  Wissenschaften.  VVorinnen  man 
durch  eine  leichte  und  neue  Art  ihm  einen  geschwin- 
den Zutritt  zu  der  Feldmesserey  und  andern  daraus 
entspringenden  Wissenschaften  machet.  Beschrieben 
von  Dero  Rum.  Kayserl.  Majestät  bestellten  Feld-  und 
Land  -  Ingenieure  des  Königreichs  Böheim,  Ober- 
Wachtmeistern  etc.  Antfaoni  Ernst  Burckhard  von 
Birckenstein«  Samt  einem  Anhang  oder  Beschrei- 
bung derer  in- den  geometrischen  Kupffer-Figuren  bey- 
gefügten  Ungarischen  Städte,  Vcstungen  und  Schlös- 
ser, unter  welchen  nicht  wenige,  so  bisshero  in  keinen 
Reiss-  und  Land-Beschreibungen  dess  Königreichs 
Ungarn  vor  Augen  gestellet  worden.  Mit  Rom.  Kay- 
serl. Majest.  Befreyung.  Augspurg,  gedruckt  und  ver- 
legt durch  Jacob  Koppmeyer,   anno  M.DC.LXXXIX. 

Das  Privilegium  ist  ausgestellt  von  Kaiser  Leopold  am  18.  Ja- 
nuar 1689  auf  8  Jahre,  und  der  Verfasser  des  Buchs,  ßurck- 
hard,  ist  darin  betitelt  Obrist -Lieutenant  und  Oberingenieur. 

Das  Buch  ist  gewidmet  dem  Ertz -Herzogen  zu  Oesterreich  etc. 
dem  Dnrchleuchtigsten  Grossmächtigsten  Königlichen  Prinzen  und 
Herrn  Josephe.  Es  ist  diess  der  spätere  Kaiser  Joseph  I. 
Bnrckhard  war  nach  Her  Dedication  von  Kaiser  Leopold  zum 
Lehrer  der  Kriegswissenschaften  für  den  genannten  Ertznerzog  er- 
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iianot  irordeii.  Eine  Frucht  dieses  Unterrichts  ist-  die  obenge- 
nannte Schrift«  die  schon  desswegen  den  Titel:  Er tz -Herzog- 
liche Handgriffe  etc.  fährt,  noch  mehr  aber,  weil  die  Zeichnungen 
des  Buchs  „von  der  Ertz  -  Herzoglichen  Durchlaucht  mit  eigener 
Hand  so  schön  als  kfinstlich  mit  dem  Zirckel  und  Linial  verferti- 
get*' sind,  und  seine  Ertz -Herzogliche  Durchlaucht,  Ihro  Kayserl. 
Majestät  Glorwurdiger  Erb-I^rintz  mit  hocherlenchtetem  Verstand 
und  Kunstartiger  Feder  durch  Aufreisung  dieser  Figuren  den  Grund 
der  mathematischen  Wissenschaften  geleget. 

Daher  sagt  auch  Burckhard  in  der  Dedication,  freilich  mit 
einem  hohen  Grade  von  Schmeichelei :  Ich  mache  es  gleich  denen 
Buchtruckern,  welche  jederzeit  ihre  Nahmen  unten  an  das  Werk 
zu  setzen  pflegen,  wodurch  ihnen  der  Nahmen  eines  Verfassers 
(nicht  ohne  Fehler)  unterweilen  zugeschrieben  wird.  Also,  Gnä- 
digster Herr,  dieses  ßuchs,  so  ich  Eurer  Durchleucht  unterthä* 
aigst  zu  fiberreichen  mich  unterfange,  seyn  sie  der  Verfasser 
Selbsten  etc. 

In  dem  Buche  ist  in  der  That  eine  via  regia  zur  Mathematik 
versucht;  denn  Alles  sind  blosse  Handgriffe,  ohne  dass  irgendwo 
die  geringste  Spur  eines  Beweises  zu  finden  wäre,  und  besteht 
wohl  hauptsächlich  darin  die  auf  dem  Titel  bemerkte  neue  und 
leichte  Art,  ihm  einen  geschwinden  Zutritt  zu  der  Feldmesserey  etc. 
zu  machen. 

Auf  jeder  Kupfertafel  ist  eine  ungarische  Stadt  etc.  unterhalb 
der  geometrischen  Zeichnung  abgebildet,  einmal  nach  dem  Zeit- 
gesenmack  überhaupt,  dann  aber  wohl  insbesondere  desswegen, 
weil  in  der  Vorrede  der  Ertzherzog  Joseph,  dem  das  Buch  ge- 
widmet ist,  schon  als  zum  König  von  Ungarn  ernannt  erscheint, 
so  dass  man  also  aus  diesem  Unistande  nicht  zu  dem  Schlüsse 
berechtigt  ist,  der  Verfasser  selbst  sei  ein  Ungar  gewesen,  wor- 
auf auch  der  Name  nicht  im  mindesten  hindeutet,  der  auf  einen 
Deutschen  als  Verfasser  schliessen  lässt. 

Das  Buch  zerfallt  in  folgende  Abschnitte: 

Dedication  und  Vorrede.    18  Seiten. 

Von  der  Geometria  in  gemein.    2  Seiten. 

Von  dem  Nutzen  der  Messkunst.    2  Seiten. 

Von  dem  Ursprung  der  Messkunst.    2  Seiten. 

Von  denen  Aussiegungen  deren  dazu  gebräuchlichen  W^or- 
tern.     15  Seiten  und  14  Kupfertafeln. 

Allgemeine  Bekandtnussen  oder  Axiomata.  3  Seiten,  2  Taf. 

Zusagungen  oder  Eiiaubnussen.    3  Seiten,  2  Tafeln. 

I.  Buch.  Von  denen  Auffgebungen  der  Linien.  23  Sei- 
ten, 22  Tafeln. 

IL     „         Von  denen  flachen  Figuren.  25  Seiten,  24  Tafeln. 

ni.  „  Von  denen  eingeschriebenen  Figuren.  20  Seiten, 
19  Tafeln. 

IV.  „         Von  denen  umbschriebenen  Figuren.    10  Seiten, 

9  Tafeln. 

V.  „         Von  denen  geproportionirten  Linien.    18  Seiten, 

17  Tafeln. 
Vi.    „         Von  denen  K($rpern.    14  Seiten,  13  Tafeln. 


Kurzverfusste  beachreibun^  derer  Vestunü;eD  und8cbluBser, 
tnlt  »riehen  die  ^eometrlscfae  Kupfer- Figuren  die- 
ser Er tz- Herzoglichen  Handgriffe  gesieret.  44  Seit. 

Register.    2  Seiten. 

Uas  von  Herrn  Prüf.  SUcikowsLi  Hngeführto  Bach  ist  offenbar 
nicht«  nnileTGB,  ala  eine  apnlerc  Ans^nbe  des  von  mir  beichriebenen 
Originalwerliea  ohne  Jalircaiahl  imd  nhne  NctiDitng  ilea  Verfnisera,  und 
Kwar  iDtl  verailgenieinerleni  Tilcl .  indem  Bnf  denisolljen  Blatt  der  „Grtz- 
Herengiicben  Hundgrilfe**  Buadrückiirh  bemerkt  ist,  die  Schrift  %ei  xiiiu 
Gabrunch  ■nwohi  vor  die  Jugend  nia  FrufeMinniiteo  und  Handwerker 
beatimrot.  Die  Identität  beider  Bäther  —  vielleicht  mit  eini(;en  Erwei' 
terungen  in  letzleroni,  worüber  nur  eine  genauere  Vergleicbnng  entachoi- 
den  könnte  —  ■''gibt  sich  xiinäitbal  aua  der  ufTenharen  Gleichhuit  der 
Kupfernliche,  darani.  dnaa  beide  Werte  in  6  Bächer  etngelheilt  sind, 
viir  Allem  aber  ans  der  von  Herrn  Stecikowali  p.  312.  dei  Archirn 
gegebenen  Probe.  Denn  dieaeihe  Aufgabe  ist  auch  in  meinem  Burhe  di« 
aiebente  des  dritten  Buchs  und  daaelb«!  ganz  buchstäblich  gleichlautend 
bia  auf  die  Orthograiibie  hinaus,  in  letzterer  hie  und  da  etwaa  älter, 
indem  ea  z.  B.  immer  bei  mir  Lini  statt  Linie  heiaat;  nuch  die  Anord- 
nung ist  genau  dieselbe,  indem  der  Tent  genau  Reih«  für  Reihe  so 
enlapricht,  dasa  die  auf  die  KupfertafeT  bezrigticben  Bncrhstabi  " 


jeder  Zeile,   imd  daher  säramdieh 
elienfnlla  die  nämliche,   vie  die 
nur  iat  daa  Dreiiehneck  wirklich 
Um  den  Lesern  noi-h  ein  kn 
gei  ei  atmeten   Figure 
der  eben   erwähnten 
Strezeo  sich  befinde 
zen  oder  Stre 


leo.     Die  Figur  iat 

Archii  Taf.  X.  Fig.  1.    abgedrnckle, 

igea  eh  riehen. 

noi-h  ein  knrzca   Bild  der  auf  solchen  Tafeln  weiter 

I   III   geben,    bemerke   ich  scfalieaalich,    dass   unter 

genmetriairhen    Figur   die    Abbildung   des    SchlnaaeB 

,  vnn  nelchem  die  Erhlärung  (S.  171.)   aagl:     Strc- 

"     '    ■  ■     ■        CnaleU,  so  lant  David  Frö- 


ericht  in  chrl.tlicher  Gewnlt.     Beinulie  jedes 
ala  Staffage  im  Vordergronde  irgend   eine  Viilkaaver 


Bilder 


sich  hier   zwei  Ungarn,    ein   gefallenca   Pferd   f 

eine  am  Schwänze,    der  andere  am  Ziinme  zieht,    nnd  letzt! 

rar  Bcfßrdernng  de«  Aufatehens  gewaltig  mit  der  Peitarhe 


Bertehtisniiyen. 

T  o,  atnit  wnhl  liea  aiiv 


eine  der  Differenzen. 
II   V.  u.  statt  I'   lies  f. 
!>  V.  u,  (in   dem   Aiiariritck   für   V  —  «)   stall 


1 


S5T  (ob  im 
XS9.  Zeil«  1 
260.  (unten 


Dittl.  Quadrat)  statt  Ig.  (I-H^^)  lii>»  Ik-0  +  — ^). 
».  O.    statt  lg.5  — 0,69»I  lies  lg..5  =  0,fi989T. 
n  vorletzten  Quadrat)  statt  0,43T08.ii  lies  0,4aT0S|i, 
t  „  „  „     9,01004..      ,,       0,07004. 
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bie  Bewegungserscheinungen  des  Kreisels,  des  rollen 
den  Rades  und  der  aus  gezogenen  Gewehren  gewor- 
fenen  Geschosse, 

(jrläutert  vom 

Herrn  ßaurath  Dr.  Hermann  Scheffler 

zii  Rraunschweig. 


Ob  die  Erscheinungen  des  Kreisels  schon  irgendwo  wissen- 
schaftlich erläutert  worden^  ist  mir  unbekannt.  Die  Thatsache 
steht  übrigens  fest,  dass  über  jene  Erscheinungen  im  grossen 
Publikum  nur  unklare  und  irrthümliche  Vorstellungen  obwalten, 
and  deshalb  werden  die  nachfolgenden  Bemerkungen  nicht  ohne 
Interesse  sein. 

1.  Der  um  die  Axe  AB  rotirende  Kreisel  MN  (Taf.  IV.  Fig.  1.) 
verhält  sich  gegen  alle  diejenigen  Kräfte,  welche  nur  eine  Fort- 
Schritts bewegung  seines  Schwerpunktes  zu  erzeugen  streben, 
ebenso  wie  ein  ruhender  Korper,  weshalb  wir  die  Einwirkung 
solcher  Kräfte  hier  ausser  Acht  lassen.  Kräfte  dagegen,  welche 
eine  Umdrehungsbewegung  um  den  Schwerpunkt  zu  erzeugen 
streben,  veranlassen  Erscheinungen,  welche  von  denen  eines  ruhen- 
den Korpers  sehr  verschieden  sind.  Diese  Erscheinungen  sind 
übrigens  nichts  Anderes,  als  das  Resultat  der  Komposition,  welche 
nach  mechanischen  Gesetzen  zwischen  den  Schwungkräften  des 
Kreisels  und  den  ferner  darauf  angebrachten  Kräften  stattfindet, 
and  die  Kreiselbewegung  modifizirt,  eine  Komposition,  welche  durch 
folgende  einfache  Betrachtung  stets  leicht  konstruirt  werden  kann. 

Die  im  rotirenden  Kreisel  angehäufte  Bewegungsgrösse  kann 
wie  der  Effekt  eines  Kräftepaares  von  bestimmtem  Momente 
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angesehen  iverden,  d«ss«n  Axe  AB  ist.  Zur  Fixirun;;  der  Be- 
griffe werden  wir  im  Folgenden  stetis  annehmen,  dass  die  Axe 
eines  Kräftepaares  nur  auf  derjenigen  .Seite  seiner  DrehiiiigsebeDe 
errichtet  sei,  von  welcher  die  Drehung  als  eine  Bewegung  von 
rechts  nach  links  erscheint  (in  ohi^er  Figur  also  auf  der  Seite 
CB)  und  werden  Mir  diese  Seite  durch  einen  Punkt  in  der  frag- 
lichen Ase  niarkiren.  Ausserdem  repräxenlire  hehuf  mathematischer 
Knnslruktian  des  Kräflepaaies  die  Länge  CB  das  Moment  des 
selben. 

Jede  Einwirkung,  welche  nur  eine  Ümdrehungsbewegung  um 
den  Schwerpunkt  (keine  Forlschriltshewegung)  zur  Folge  haben 
soll,  kann  nur  von  einem  Kriiftepaare  ausgeben.  Wir  haben 
es  hier  also  überhaupt  nur  mit  Kräftepaaren  und  insbesondere  mit 
der  Aufsuchung  der  Resultante  zu  Ihun,  welche  sich  aus  der 
Komposition  des  in  dem  Kreisel  lebenden  KrSftepaares  mit  irgend 
einem  anderen  Kräftepaare  erg''ben. 

Diese  Resultante  ergibt  sich  stets  mit  Leichtigkeit,  wenn  man 
die  60  eben  näher  charaktertsirte  Axe  des  dem  Kreisel  innewoh- 
nenden Krüflepaares  nach  dem  Parallelogramme  der  Kräfte 
Eusammensetzl,  indem  sich  hierdurch  die  Axe  des  resultirenden 
Kräflepaares  darstellt,  welche  nicht  bloss  die  Dreh ungsrich tun g, 
Bondern  auch  die  Intensität  dieses  Paare«  erkennen  läest. 

2.  Nehmen  wir  nun  zunächst  an,  die  untere  Spitze  A  des 
Kreisels  werde  festgehalten,  und  er  selbst  stehe  schier,  wie 
Taf.lV.Fig.2.  zeigt.  Das  vertikal  ab«-ärts  wirkende  Gewicht  DC 
des  Kreiwels  und  die  vertikal  auTwarta  gerichtete  Gegenwirknag 
EA  am  Stützpunkte  bilden  Jetzt  ein  zweites  Kräftepaar,  welches 
eine  Umdrehungsbewegung  um  die  horizontale  Axe  CF  ru  erzeu- 
gen strebt.  Setzt  man  dieses  Paar  mit  dem  im  Kreisel  selbst 
lebenden  und  durch  seine  Axe  CB  repräsentirlen  Kräftepaares 
zusammen,  so  ergibt  sich  ein  neues  Paar,  dessen  Axe  Cd  ist. 
flieraus  folgt,  dass  der  Kreisel,  weit  entfernt  zu  fallen,  sich 
Tielniehr  so  stellt ,  dass  seine  Axe  Aft  parallel  zu  CG  wird,  welche 
letztere  Linie,  wenn  die  Intensität  CF  klein  genug  gegen  CB  ist, 
gegen  den  Horizont  dieselbe  Neigung  hat,  wie  die  frühere  Rota- 
tionsaxe  CB.  Da  nun  die  Schwere  kontinuirlich  einwirkt  und  in 
einem  unendlich  kleinen  Zeiträume  auch  nur  eine  unendlich  kleine 
Bewegung  erzeugt;  so  ergibt  sich,  dass  die  Axe  AB  des  Krei- 
sels in  Folge  der  Schwere  in  einer  Kegeloberfläche  her- 
umgef'lhrt  wird,  deren  Axe  vertikal  steht.  Je  steiler  der  Erei- 
ff\  anfangs  stand,  desto  geringer  Ut  die  Wirkung  der  Schwere  oder 
ila»  Motneot   des  Kräflepaares  DC,  EA,   desto  kleiner  also  CF 


rnUendfh  Itiiih's 
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un4  desto  achwächer  die  Beuenan^  in  der  letzteren  K«geltlächfh 
Je  mehr  aber  di«  Axe  AB  des  KreiselR  geneigt  war,  desto  stär- 
ber  wird  die  Schwere  sein  und  deslo  rascher  durcbfänft  die  Axe 
des  Kreisels  Hie  Kegelfläche.  Ausserdem  erkennt  man,  tlasa  diese 
Benegiing  in  der  Kc^einäche  um  so  schnächer  ist,  je  grUf^ser 
CB,  also  je  grüsser  das  (Vlametit  des  im  Kreisel  lehenden  Krsrte- 
paares  ist,    d.  h.  je  rascher  derselbe  um  seine  eigene  Axe  rolirt. 

Wie  Reiliunfcen  und  LnfhTiderslünde  den  Kreisel  aßiztren, 
sein  Sinken  veranlafisen  und  seine  Benegung  endlich  vernichten, 
ferner  (rie  die  bei  der  ßewegnng  in  der  KegelHüche  auRretende 
Zentrifugal  krall  die  Wirkung  der  Schwere  verstärkt,  wird  man 
sich  leicht  f-ergegen  war  (igen. 

3.  Stellen  wir  den  Kreisel  aufrechl  anf  eine  horizonfnU 
FUche,  so  wird  derselbe  allen  KrSnen ,  »eiche  ihn  seitlich  zu 
bewegen  streben,  mit  einer  gewissen  Energie  widerstehen,  weil 
diese  Krüfle  unter  Konkurrenz  der  am  Fusse  des  Kreisels  statt- 
findenden Reibung  nicht  eine  einlache  Fortschrittsbewegung  des 
Schwerpunktes,  sondern  daneben  fast  imnier  eine  Drehung  um 
diesen  Schwerpunkt  in  vertikaler  Ebene,  also  eine  RicbtungsTei- 
Xnderung  der  Rotationnuxe  veranlassen,  »elcher  das  im  Kreisel 
lebende  Trägheitsmoment  widerstrebt. 

Wenn  der  Kreisel  durch  irgend  eine  Ursache  momentan  schief 
sn  stehen  kommt  (Taf.  IV.  Fig.  3.),  so  wirkt  die  Schwere  wie 
snb  Nr.  2.  auf  ihn  ein.  Da  aber  jetzt  der  Fusspunkt  des  Krerseln 
nicht  ganz  frei  und  auch  nicht  ganz  fest  ist,  indem  die  Reibun;; 
)bn  affizirt,  sn  spaltet  sich  die  Wirkung  der  Schwere.  In  Folge 
dieser  Reibung  ergibt  sich  die  Neigung  zn  der  sub  Nr.  2.  beschrie- 
benen Drehung  der  Axe  AB  um  die  durch  A  gehende  Vertikale 
von  rechts  nach  links.  Da  aber  der  Fasspnnkt  bei  der  hüjifenden 
Bewegung  des  Kreisels  auf  der  unteren  Flüche  spielt,  so  weicht 
die  Axe  AB  dergestalt  ans,  dass  sie  mit  dem  ganzen  Kreisel  in 
«inei  konischen  Flüche  rotirf,  und  dass  die  Spitze  A  eine  Karfe 
AJ  von  rechts  nach  links  herum  beschreibt. 

Bei  dieser  schrägen  Stellung  der  Axe  AB  gegen  die  Unter- 
IftgsflÜche  erzeugt  die  Rotation  dos  Kreisels  um  diese  Axe  Ibeüs 
in  Folge  der  Elastizität  der  Stoffe,  thells  in  Folge  der  Uneben- 
heiten und  der  unvollkommenen  Symmetrie  des  Krei-^ol^  heftige 
StOsse  von  oben  nach  unleTi  gegen  die  FISche,  welche  diese  Fl.iche 
von  unten  nach  oben  zurückgibt.  Die>>e  Stiisse  aflizireu  die  Um- 
drehungshewegung  des  Kreisels,  wie  die  Schwere,  weshalb  sie 
oft  den  Kreisel  aus  einer  fast  ganz  verlikalen  und  ruhigen  Lage 
pUttillcb   in   eine   stark«  Seiten bewegnng   verseilen;    Ibeils  aber 
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8(-hleiiilprn  diese  Stusse  den  Kreisel  in  die  Höhe  unil  bewirken, 
«enn  seine  Rotation  noch  energisth  genug  ist,  daüs  der  Schwer- 
punkt sich  wieder  hebt  und  die  Axe  ans  der  Bchiefen  Stellung 
wiodcr  in  die  verlikiile  übergeht. 

4.  Stellt  man  den  Kreisel  mit  vertikaler  Richtung  sein«'  Axe 
auf  eine  geneigte  Flä<;he  oder  nei^^t  man  die  sub  Nr.  3.  be- 
trachtete horizontale  Flüche,  auf  nclcher  der  Kreisel  aufrecht 
ütebt,  so  verharret  er  in  dieser  vertikalen  Stellung,  setzt  sich 
shcr  in  eine  Korlschnttsbewegung.  Denn  die  Slüsse,  nelehe  iliiB 
die  Fläche  von  der  Seite  des  spitzen  Winkels  her  ertheilt,  tvir- 
ken  auf  den  Kreisel,  vrie  vr>rhin  die  Schtvere,  und  treiben  ihn 
seitwärts  in  der  Richtung /f7  (Taf.  IV.Fig.4.),  wie  wetin  die  FlScb« 
horizontal,  die  Axe  ^fiaher  gegen  dieselbe  geneigt  wfire.  Im  Cebri- 
gen  geht  jetzt  die  Fortschrittsbewegun^  nahezu  in  gerader  hori- 
Eontaler  Linie  AJ  vor  sich,  «eil  bei  der  Bewegung  in  der  Kurve 
AK  die  damit  verbundene  konische  Bewegung  der  Ase  AB  dem 
Kreii^el  eine  immer  spitzer  werdende  Neigung  gegen  die  Fläche 
und  dem  Schwerpunkte  eine  Bewegung  mit  ungteichmassiger  Stei- 
gung ertheileii,  also  auf  inebrracbe  Widerstände  stossen  würde. 
Wenn  die  Reibung  in  Folge  der  hüpfenden  Bewegung  des  Erei- 
Bels  sehr  klein  ist,  entsteht  auch  wohl  gleichzeitig  ein  Sinken  an 
der  geneigten  Ebene  heratt,  in  Folge  desseu  die  Bahn  AJ  nicht 
horiKontal  bleibt,  sondern  sich  abwSrts  neigt. 

Normal  auf  die  geneigte  Fläche  gestellt,  beginnt  der 
Kreisel  durch  die  Wirkung  der  Schwere  einen  Kurvenlauf  von 
rechtt«  nach  links  herum.  Hierbei  knnmit  jedoch  seine  Axe  immer 
steiler  zu  stehen,  der  Einfluss  der  Schwere  vermindert  sich  also, 
wahrend  die  derselben  entgegenwirkenden  Seitenstösse  der  ge- 
neigten Fläche  sich  verstärken.  Demnach  gehl  der  Kreisel  all- 
mählig  in  die  vertikale  Stellung  über,  indem  er  eine  Linie  n-ie 
AKJ  veifolgt  {T«f.  IV.  Fig.  5),  welche  je  nach  der  Kraft  und  dem 
Gewichte  des  Kreisels,  sowie  nach  der  Neigung  und  Elastizität 
der  Ünterlagsfläcbe  vor  dem  Uebergange  in  den  geradlinigen  Theil 
KJ  Schlingen  bildet,  oder  nicht. 

S.  Wird  die  Rotalionsaxe  AB  horizontal  und  die  Dreh- 
nngsebene  vertikal  MIS  auf  eine  horizontale  Fläche  gestellt,  so 
ergibt  sich  da>t  rollende  Rad,  nelches  im  normalen  Zustande 
eine  geradlinige  Bahn  verfolgt. 

Sobald  sich  die  Ebene  des  Rades  aus  irgend  einer  Veran- 
bssung  nach  Taf.  IV.  Fig.  6.  neigt,  so  dass  die  Axe  Cß  die  ho- 
riEontale  Fliithe  in  F  trifft,  erzeugt  die  Schivere  ein  Kräftepaar 
mit  der  Axa  CD.    Wenn   CE  die  Resultante  von   CB  und    CO 
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ist  and  mao  zieht  ¥G  parallel  za  £6\  80  erkennt  man,  dass  di» 
Axe  des  Kades  in  die  Lage  FG  ö'bergehen  und  das  Rad  selbst 
im  Kreise  Ton  rechts  nach  links  herum  um  den  Punkt  Flaufen  wird. 

Bekäme  das  Rad  dagegen  eine  Neigung  nach  Taf.  IV.  Fig.  7., 
«•^  wflrde  dasselbe  den  Kreis  um  den  Punkt  F  von  links  nach 
rechts  durchlaufen. 

6.  Stellt  man  den  Kreisel  nach  Taf.  IV.  Fig.  8.  mit  seiner 
oberen  und  unteren  Spitze  in  einen  Ring  AB^  welcher  mit  einem 
Stiele  AD  versehen  und  bei  D  durch  ein  Cbarnier  mit  dem  ho- 
montalen  Hebelarme  DG  verbunden  ist»  setzt  darauf  den  bei  jE 
an  dem  Hebelarme  befestigten  vertikalen  Zapfen  in  eine  Hülse« 
wodurch  der  Kreisel  um  die  Axe  AH^  der  Ring  AB  um  die  ho- 
rixontale  Axe  bei  D  und  das  Ganze  um  die  vertikale  Axe  bei  R 
drehbar  wird,  so  hat  man  ein,  dem  Vernehmen  nach  von  Mag- 
nus als  mechanisches  Kuriosum  konstruirtes  Instru- 
nent  vor  sich. 

Das  Gewicht  des  Kreisels  C  bewirkt  jetzt  nach  den  sub  Nr.  2. 
gegebenen  Erläuterungen,  dass  das  ganze  Instrument  sich  von 
rechts  nach  links  um  die  vertikale  Axe  F»  dreht.  Je  stärker  die 
Rotationsbewegung  des  Kreisels  ist  und  je  steiler  seine  Axe 
steht»  desto  schwächer  ist  diese  Drehung  und  umgekehrt. 

Wenn  man  die  Drehung  um  die  vertikale  Axe  zu  beschleu- 
nigen sacht,  80  involvirt  der  hierauf  verwandte  Impuls,  weil  ein 
Cebergang  der  Axe  AB  des  Kreisels  in  die  benachbarte  Lage 
einer  Drehung  von  rechts  nach  links  um  eine  in  der  Ebene  EDB 
liegende  und  auf  AB  nach  oben  perpendikular  stehende  Axe  ent- 
spricht, die  Wirkung  eines  Kräftepaares  mit  der  Axe  CG  in 
Taf.  IV.  Fig.  9.  Die  Resultante  CH  von  CB  und  CG  steht  stei- 
ler als  CB ,  und  daraus  folgt,  dass  der  Kreisel  sich  hebt,  in- 
dem der  Ring  sich  um  D  aufwärts  bewegt. 

Sucht  man  dagegen  die  Bewegung  um  die  vertikale  Axe  E 
so  verzugern,  so  sinkt  der  Kreisel  herab,  indem  der  Ring 
nm  D  sich  abwärts  bewegt.  Hieraus  ist  klar,  dass  die  Reibung 
an  der  Axe  E,  welche  eine  retardirende  Kraft  ist,  ein  allmähli- 
ges  Sinken  des  Kreisels  herbei  fuhrt,  während  gleichzeitig  in  Folge 
der  sich  verlangsamenden  Rotationsbewegung  des  Kreisels  die 
Greschwindigkeit  um  die  vertikale  Axe  E  zunimmt. 

Hängt  man  den  Hebel  DG  am  Punkte  G  so  auf,  dass  er  eine 
vertikale  Drehungsaxe  bildet,  so  rotirt  der  Ring  mit  dem  Kreisel 
nach   Taf.  IV.  Fig.  10.    um   diese  Axe   in  rechtläufiger  Bewegung 
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von  rechls  »ach  linkH,    gleichviel,   ob   die  Ase  AB  i\ea  Kreisels 
nach  üben  uHer  nach  unten  geneigt  ist. 

MSn^t  man  dagegen  diesen  Hebel  mittelst  Kiveier  Zapfen  O 
(Tst.  IV.  Fiif.  II.)  so  auf,  dass  derseihe  sich  mit  dem  Ringe  AB 
Dur  um  eine  horizontale  Axe  G  drehen  kann,  und  versetzt  ihn 
dann  in  eine  pendulirende  Bewegung,  so  hebt  und  senkt  sich  da- 
bei aliH'ecbselnd  der  King  um  das  Charnier  D  dergestalt,  dass 
die  Axe  Aß  des  Kreisels  eine  konische  Fläche  in  umgekehrter 
Bichtong  vnn  links  nach  rechts  durchläuft. 

7.  Werfen  wir  den  Kreisel,  mit  der  Sjütze  voran,  durch  di« 
Luft,  so  hal)en  ivir  das  aus  einem  gezogenen  Gewehre  geschleu- 
derte Geschoes. 

Ein  solches  Projektil  beharret  in  seiner  geradlinigen  Bewe- 
gung mit  einer  weit  grosseren  Fertigkeit,  als  ein  Geschoss  ohne 
Hotation,  weil  das  in  ihm  lebende  Trägheitsmoment  einem  jeden 
Inijinlse,  welcher  eine  Drehung  seiner  Rolationsase  zu  beivirken 
strelil,  einen  gewissen  Widersland  entgegensetzt.  Wenn  aber  ein 
solcher  Impuls  sich  geltend  macht,  was  besonders  bei  den  Spitz- 
ingein  geschehen- kann,  indem  dieselben  durch  Seitenwind,  so- 
wie auch  hei  dem  parabolischen  Falle  ihres  Schwerpunktes  durch 
den  Widerstand  der  LuR  am  Vordertheije  anders,  als  am  Hinter- 
theile  alTizirt  werden,  was  natürlich  eine  Verdrehung  der  Rota- 
tionsaxe  bewirkt,  so  ist  nach  Obigem  leicht  zu  erkennen,  dass 
ein  solcher  Seitenstoss  zunächst  eine  Verdrehung  der  Rota- 
tionsuxe  in  vertikaler  Richtung,  nach  oben  oder  unten  und 
hierauf  in  Folge  des  nun  gegen  die  Langseite  des  Geschosses 
wirkenden  Luftwiderstandes  auch  eine  Ablenkung  des  Schwer- 
punktes in  derselben  vertikalen  Richtung  nach  sich  zieht. 

Urebkrafte  dagegen,  welche  in  vertikalen  Ebenen  wirken, 
wie  z.  H.  der  Luftwiderstand  gegen  die  Langseite  einer  Spitzbogel 
hei  einem  stark  gekrümmten  Bogenschüsse,  veranlassen  eine  Ver- 
drehung der  Spitze  und  sodann  auch  eine  Ablenkung  der  ganzen 
Kugelans  ihrer  Bahn  in  einer  Seite  nriebtung  nach  recht» 
oder  links. 

Hieraus  erbellet  auch,  wie  die  fortgesetzte  Wirkung  solcher 
Krfifte  dem  Schwerpunkte  der  Kngel  unter  Umständen  eine  spi- 
rftlförmige   Bahn   verleihen  köime. 
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Elementare    Herleitung     der    Schwingungsdauer    des 

mathematischen  Pendels. 

Von 

Herrn    Julius    fVeingarten^ 

AicUteDCen   der   Mathematik   am  Konigl.  Gewerbe -Institute   sii   Berlin. 


Die  Schwierigiceit»  welche  sich  der  elementaren  Auflüsung 
des  Problems:  die  Zeit  zu  finden^  in  welcher  ein  mate- 
rieller Pankt^  der  sich  mit  bekannter  variabler  Ge 
schwiodigkeit  auf  einer  Curve  bewegt^  ein  gewisses 
Stück  derselben  zurücklegt,  darbietet,  liegt  offenbar  in  der 
vorausgesetzten  Veränderlichkeit  der  Geschwindigkeit  des  betrach- 
teten Punktes.  Dieselbe  ist  allerdings  sofort  dadurch  gehoben, 
dass  man  die  Bewegung  jenes  Punt^tes  für  so  kleine  Zeitinter- 
valle verfolgt,  für  welche  jene  vorausgesetzte  Veränderlichkeit 
anwirksam  bleibt;  allein  derartige  Betrachtungen  scheinen  für  An- 
Anger  oder  fär  die  der  höheren  Analysis  Unkundigen  nicht  ver- 
ständlich zu  sein,  und  das  vielleicht  mit  gutem  Grund.  In  der 
That  iSsst  sich  aber  jene  Betrachtung  durch  eine  andere,  der 
Natur  der  Sache  ebenso  angemessene,  die  sich  zugleich  für  eine 
phoronomische  Darstellung  eignet,  und  eine  für  Laien  grossere 
Anschaulichkeit  besitzt,   ersetzen. 


Es  bewege  sich  auf  der  Curve  mn  (Taf.  V.  Fig.  1.)  der  Punkt 
p  mit  der  variablen  Geschwindigkeit  v.  Es  soll  die  Zeit  gefunden 
werden  9  in  welcher  er  das  Stück  nm  derselben  zurücklegt. 

Denkt  man  den  Punkt  p  während  seiner  Bewegung  parallel 
der  beliebig  gerichteten  Linie  nni  beleuchtet,    so  wird  es  offen- 
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bar  stets  möglich  sein,  eine  andere  Corve  itiitii  so  zu  ziehen,  dass 
der  bei  dieser  Beleuchtung  entstehende  Schatten  pi  des  Punktes 
p  sich  auf  jener  Curve  mit  einer  constanten  Geschwindigkeit  c 
bewegt  Bezeichnen  wir  nun  die  Länge  des  Stückes  nitni  durch 
/,  die  Zeit,  in  welcher  p  vog  n  bis  m,  also  pi  sich  von  it^  bis 
fiii  bewegt,    durch   T,    so  wird  offenbar 

T  =  i. 
c 

wodurch  die  Aufgabe  gelost  ist,  falls  die  Curve  nitni  angegeben 
werden  kann.  Es  sei  nunmehr  der  Einfachheit  wegen  nui  hori- 
zontal gewählt.  Da  nun  die  beiden  beweglichen  Punkte  p  und 
Pi  in  gleichen  Zeiten  gleiche  vertikale  Wege  durchlaufen,  so 
müssen  ihre  vertikalen  Geschwindigkeiten  gleich  sein,  was  die 
Bedingung  ergiebt,   dass  zu  jeder  Zeit 

vsin9>=  csing?!, 

wo  q>  der  Winkel,  welchen  die  Geschwindigkeit,  das  heisst  die 
Tangente  in  p,  q>i  der  Winkel,  den  die  Tangente  in  pi  mit  der 
Horizontalen  bildet.  Diese  Gleichung  definirt  die  Curve  tiiini 
vollständig. 


I.    Anwendung    auf  das    Cycloidenpendel. 

Auf  dem  Cycloidenbogen  aß  (Taf.  V.  Fig.  2.)  falle  ein  mate- 
rieller Punkt  p,  der  in  m  seine  Bewegung  ohne  anfangliche  Ge- 
schwindigkeit beginnt.  Schlägt  man  über  der  anfanglichen  Höhe 
a  des  fallenden  Punktes  einen  Halbkreis,  so  ist  dieser  eine  Curve, 
auf  welcher  sich  bei  der  Bewegung  von  p  der  Schatten  dieses 
Punkts  constant  bewegt,   falls  die  Beleuchtung  horizontal  ist. 

In  der  That  ist  die  Geschwindigkeit  von  p,  in  der  Stellung  p^ 

das  heisst  r,  gleich  V^2gh,  und  die  Bedingung  der  gleichen  Ver- 
tikalbevvegurig  von  p  und  pi  giebt  wie  oben 

vsinq)  =  csing?!. 

Nun  ist   bekanntlich,   wenn  r   die  Länge    des   Halbmessers    des 
Erzeugungskreises    der  Cycloide, 


2r 
und  ferner 


sinqp  =  \  — Q—       (s.  unten  die  Anmerkung) 
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2 


•111  a>i 


a       a         ^         ' 
2 

wodurch : 
Hieraus  folgt: 


-JV^f- 


d.  b.  die  Geschwindigkeit  des  Schattens  pi  ist  in  der  That  con- 
stant  und  gleich  o  V      • 

Ist  nun   T  die  Zeit,   in   welcher  der  Punkt  p  von  m  nach  ß 

gelangt,    oder  diejenige,  in  welcher  pi  den  Halbkreis  -ö^  zurfick- 
legt,  so  wird 

oder 


r^,\fl. 


welcher  Werth  die  halbe  Schwingungszeit  des  Cycloidenpendels 
angiebt.  Hieraus  ergiebt  sich  die  Eigenschaft  der  Cycloide  als 
Tautochrone. 

Auf  gleiche  Weise  findet  man  die  Zeit,  in  welcher  der  fal- 
lende Punkt  von  m  aus  in  die  Lage  p  gelangt  zu: 

<=arc(cos  = ).w  — , 

a     '    1   g 

wie  anderweitig  bekannt. 

Anmerkung.  Diese  Formel  ergiebt  sich  leicht  auf  folgendem 
Wege. 

Eine  Cycloide  wird  bekanntlich  von  einem  bestimmten  Punkte 
der  Peripherie  eines  Kreises  beschrieben,  wenn  derselbe,  ohne 
za  gleiten,  auf  einer  geraden  Linie  rollt. 

Es  sei  (Taf.  V.  Fig.  3.)  AB  die  angenommene  Gerade,  m  der 
die  Cy£lo¥de  beschreibende  Punkt,  der  durch  Rollen  des  Kreises 
omo'  in  seine  jetzige  Lage  gekommen  ist,    so  wird  im  Momente 
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des  Weiterrollens  offenbar  eine  Drehung  des  Kreises  uro  den 
Punkt  o  stattfinden,  der  Punkt  m  sich  also  in  senkrechter  Rich- 
tung gegen  om  fortbewegen.  Die  Linie  om  ist  also  eine  Nor- 
male gegen  die  CycloTde,  woraus  sich  8\nq>,  d.  h.  der  Sinus  des 
Winkels,  den  die  Tangente  in  m  an  die  CycloYde  mit  AB  bildet, 
sehr  laicht  zu 


,=vi 


sincp  =  W  |; 


ergiebt,  da  g>  wegen  des  Obigen  gleich  ^moo'  sein  wird,    y  hat 
dieselbe  Bedeutung  wie  früher  a  —  h. 

11.     Kreispendel. 

Fällt  der  bewegliche  Punkt  auf  einem  Kreisbogen  mpß  vom 
Radius  /  (Taf.  V.  Fig.  4.),  so  wird  die  Bewegung  seines  Schattens 
Pi  auf  dem  wie  vorher  über  der  anfönglichen  Fallhohe  gezeich- 
neten Halbkreise  nicht  mehr  gleichfurniig  sein.  Allein  wenn  die 
Schwingungen  des  Pendels  nur  klein  sind,  so  wird  dieser  Umstand 
mit  grosser  Annäherung  stattfinden,  wie  man  sofort  sehen  wird. 

Bedeutet  wie  oben  c  die  Geschwindigkeit  des  Schattens  pi 
auf  dem  über  a  geschlagenen  Halbkreise,  so  giebt  die  Identität 
der  vertikalen  Bewegungen  wiederum: 


Nun  ist  aber 


Ferner  ist 


also 


Sf'lgh .  sin  9  =  c  sin  9?| . 


2     r 

sin  91  =  —  V  Ä(a  —  Ä). 


a-'h'=-  /— /cos9=2/sin^ 


Va— Ä=V2/.sin|, 


wodurch  sich  die  obige  Gleichung  in 


V^ .  sin  g)  =  c .  — .  VW.sin  ^ 


oder  in 


=  ay  ^cos| 
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verwandelt    Es  ist  daher  die  Geschwindigkeit  c  nicht  constant, 
liegt  aher  offenbar  zwischen  den  Grenzen 


y  ^   und    a Y  f  ^osj"» 


wo  o  die  anfängliche  Pendelelongation  bedeutet.  Diese  beiden 
Grenzen  fallen  för  kleine  a,  d.  h.  für  kleine  Schwingungen ,  zu- 
sammen,  da  ihr  Unterschied 


2a 


V?--*T 


von  der  zweiten  Ordnung  ist. 

Für  diesen  Fall  ist  also  offenbar 


=.>rf 


und,  wie  oben,    T,  die  Zeit  einer  halben  Pendelschwingung: 


woraus  man  sieht,  dass  ein  Kreispendel  für  kleine  Schwingungen 
isochron  ist 

Im  Allgemeinen  sind  aber  för  gro88ere  Schwingungen  jene 
beiden  Grenzen  nicht  als  zusammenfallend  anzusehen.  In  diesem 
Falle  können  wir  aber  annähernd  für  c  das  arithmetische  Mittel 
zwischen  jenen  beiden  Grenzen  annehmen,  was,  wie  man  weiss, 
für  kleinere  l^iongationen  um  so  mehr  gestattet  ist    Es  ist  alsdann 

=a  V"f  .cos*  j  =  a^^.\l-  8in«j  1, 
and  folglich 


a 


woffir  man  auch,  indem  man  j   statt  sin  j  schreibt,    was  wegen 
der  vorausgesetzten  Kleinheit  von  er  zulässig  ist; 
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1  + 


a» 


*       16  ^""16.16 

erhält 

Da  ferner  die  Grosse    ja~|^   durchaus  nicht  influirt»  so  folgt 


'=2-V^|  <■  +  & 


als  eine  zweite  Näheniiigsformel  für  die  halbe  Schwingungszeit 
des  mathematischen  Pendels. 

Hätte  man  statt' des  Halbkreises  fiber  a  eine  Cnrve  grezeich- 
net,    welche  durch  die  Bedingung  * 

s.ng,,  =  -Y  — ^ L.^ -^ 

definirt  wird ,  so  wäre  auf  dieser  Curve  die  Bewegung  des  Schat- 
tens von  p  gleichfurmig  geworden,  und  man  hat  för  die  Geschwin- 
digkeit dieser  Bewegung: 


2  1    l 


ak 
gefunden.    Bezeichnet  man  die  Länge  jener  Curve  durch  -ä-»  so 

ist  die  halbe  Schwingungszeit  des  Pendels  genau: 


^  9 


Allein  die  Grosse  k  lässt  sich  elementar  nicht  weiter  entwickeln, 
sondern  nur  durch  Reiben  oder  in  Gestalt  eines  elliptischen  In- 
tegrales angeben,    wie  diess  in  der  Natur  der  Sache  selbst  liegt. 


Die  vorhergehenden  Betrachtungen  scheinen  mir  geeignet,  in 
die  Lehrbücher  der  Physik,  in  denen  die  Beweise  derartiger  For- 
meln meistens  fehlen,  aufgenommen  werden  zu  können,  wesshalb 
ich  mir  erlaubte,  dieselben  hier  mitzutbeilen.  Ich  will  nur  noch 
bemerken,  dass  man  auf  ganz  elementare  Art  z.  B.  die  Kepl er- 
sehen Gesetze  und  alle  einfachen  dynamischen  Aufgaben  zu  be- 
handeln im  Stande  ist,  ohne  sich  der  Betrachtung  des  Unend- 
lichkleinen zu  bedienen. 
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Die  Bahn  der  Quotiente  oder  Curve  aus  zwei  Brenn- 
punkten ,  mit  Fahrstrahlen  von  beständigem  Verhältnisse. 

Von 

Herrn  Archivars -Assistenten  Riedl  von  Leuensiern 

m         ZU    Wien. 


1.  Es  seien  auf  der  gegebenen  Geraden  {AF)  (Taf.  V.  Fig.  5.) 
die  Punkte  f  und  B  bestimmt^  so  dass  (Bf)=:ztp,  (BF)  =  (pq, 
q>q^  q>  werde,  und  wir  wollen  F  und  f  als  Brennpunkte,  g)g  und 
q>  als  Fabrstrahlen  für  den  Scheitel  B,  dabei  g  als  beständigen 
Quotienten  der  veränderlichen  Fahrstrahien  betrachten,  nämlich: 

u.  s.  f.  bis 
{AF)z=<pnq  =  {AB)  ■\-  q>q 


ond 


(Af)  =  q>n  =  (AB)—(p. 


Wenn  nun  die  Punkte  Z>,  Z>|,  Z>2>  D^,..,Dn  oder  A,  und  so 
jenseits  der  Axe  {AB)  wieder  zurück  bis  J9,  in  einer  Krummen 
liegen,  also  {DB),  {DiB),  {D^B),,..  deren  Sehnen  sind,  so  be- 
haupte ich  erstens,  dass  die  beiden  Winkel  einander  gleich 
sind,  welche  jede  solche  Sehne,  z.  B.  {D^B),  mit  den 
beiden  zu  ihr  gehurigen  Fahrstrahlen  q>iq  und  q>i  bil- 
det, d.  t.  {BD^F)=i{BD^f).  Zieht  man  nämlich  {Be)  in  gleicher 
Richtung  mit  (F/>i)  und  eben  so  {fg)  parallef  mit  {BDi),  wobei 
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sich  die  Durchschnittsponkte  pi    und  m,    wie  auch  die  LSngei 
werthe : 

(pim)  z=a,    (Bm)z=zß, 

(fpi)  =fi,  (c-n  =ö 

feststellen,   so  werden  die  Winkel: 
und 

es  wird  aber  auch : 

<Piq:(y+S)=i(pq:(p=z(a-i^ß); 


ferner : 


daher : 


a:d  =zy:ß; 


und  die  Winkel; 

(D,fg)  =  (D,Be)  =  (BD,  F)  =  (BD^f)- 

2.     Aus  diesem   folgt   unmittelbar: 

(cpif)  =  (cfPi)  =  (cD,B)  =  (cBDO 
und 

und   so  für  jeden  Punkt  D2,  D^  —  Dn  oder  A: 

A2  =  Ag  =  ^  =  (/>n-^)  =  9, 

es  ist  also : 

(^c)=A+x=d  +  g>=(Äc)=:(/>ic)=(/>j,#?)=(Z>4c)  =  4(^Ä), 

und  die  Punkte  B^  D,  Di,  D^,...  bis  A,  dann  eben  so  jenseiti 
wMer  zuHIck  Ins  B,  liegen  sämmtlich  in  einer  Kreislinie. 
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iDdem  sich  die  Natur  dieser  Krummen  auf  solche  Weise  be- 
kaunt  gibt»   so  wird  ihre  vv eitere  Erforschung  überflussig. 

3.  Es  seien  f  und  F  als  Brennpunkte  und  zwischen  ihnen  B 
als  Scheitel  in  beliebigen  Entfernungen  gegeben,  wobei (i^/)<(iSF) ; 
%n  finden  den  Mittelpunkt  c  und  Halbmesser  {Bc)  eines 
Kreises,  in  dessen  Peripherie  alle  durch  die  beiden 
Fahrstrahlen  mit  beständigem  Quotienten  bestimmten 
-Punkte  liegen. 

Ich  nenne 

(fA)=x,    (Ä^)  =  2r=g)  +  a?,    (FA)  —  (pq  +  <p-\-x; 

so  gibt: 

<pq :  q)  :=z  (q)q -\- g> -i- x) :  X 

und 

Zur  metrischen  Darstellung  (Taf.  V.  Fig.  6.)  wird 

genommen, '  dann 

((pg-~(p):<p=ztpq:r. 

Aus  den  bekannten  Punkten  f,  B,  F  bestimmen  sich  a,  g,  h, 
indem  man  (aB)=(Bf),  (aF)=z(Fg)  und  die  Senkrechte  (gh)=(Bf) 
macht.  Es  wird  dann  die  Linie  (hF)  verlängert,  bis  sie  in  c'  die 
Senkrechte  auf  B  trifft,  worauf  (Bc')=z(Bc)  =  r  und  der  verlangte 
Kreis  sich  findet. 

4.  Soll  aber  aus  dem  gegebenen  Kreise,  dann  dem 
Orte  {Bf)^=.q>  des  Innern  Brenpunktes  der  äussere 
{BF)t=g>q  gesucht  werden,  oder  umgekehrt,  so  ist  für 
den  Süssem,  F: 


den  innern,  f: 


rw 
<pq:=z 


vmd  fii  den  Quotienten: 
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T 

«:=  . 

Die  Zeichnung  gibt  aus  den  bekannten  Punkten  c,  B  and  einer 
gewfthlten  Sehne  (DB)  unmittelbar  den  Ort  beider  Brennpunkte, 
indem  man  aus  D  einen  Bogen  F'B'f  zieht  und  (F'B')  =  (B'f) 
macht ;  die  Schenkel  (Df)  und  (DF')  schneiden  den  verlängerten 
Durchmesser  (cg)  in  f  und  F. 


lieber  die  Bestimmung  der  Drehungswinkel  an  Aless- 
instrnmenten,  die  mit  einem  beweglichen  Spiegel  ver- 
sehen sind,  welcher  das  Bild  einer  feststehenden  Scale 
in  einem  Fernrohr  erscheinen  lässt. 

Von 

Herrn  Professor  J.  Stegmann 

an  der  Universität  zu  Marburg* 


Bei  physikalischen  Untersuchungen,  welche  die  genaue  Beob- 
achtung kleiner  Drehungsuinkel  verlangen,  um  daraus  einen  Schloss 
auf  die  Grösse  der  diese  Veränderungen  hervorrufenden  Kräfte 
herzuleiten,  bedient  man  sich  häufig  mit  bestem  Erfolge  jener 
Spiegelvorrichtung,  die  zuerst  durch  das  Gauss' sehe  Magneto- 
meter allgemein  bekannt  geworden  ist.  Es  wird  nämlich  an  dem» 
jenigen  Theile  des  Apparats,  welcher  um  eine  feste  (meistens 
vertikale)  Umdrehungsaxe  drehbar  ist,  ein  ebener  Spiegel  ange- 
bracht und  in  grösserer  oder  geringerer  Entfernung  ein  Femrohr 
und  ein  mit  einer  Scale  versehener  Stab  so  aufgestellt,  dass  man 
das  vom  Spiegel  reflektirte  Bild  der  Scale  im  Femrohr  beobach- 


ittiiitkiltumiiilfit.  ihe  inli einem  ieir^fgl.SpIfsetrersflifn.'lHd.f/c.  S?7 


s  eine  gi'rade  Linie  aurgefasal,  soll  per- 
lene gestellt  iveriten.  welche  man  [Kir.-il|i;l 
:h  Hie  nplisrlie  Axe  des  Fernrohrs  (ge- 
ilie  rollimalintis- Linie)  legen  \iann.  Im 
)  dieses  letEtero  befindet  tsich  ein  FuiIen, 
:ur  Itichtunf*  Her  .Scale  sein  soll,  so  das» 


ten  bann.  Die  Scale,  i 
p«ndii(ulär  ^ecen  eine  I 
BDr  Unidrehungsaxe  dui 
fianer  zu  leden  durch 
ßrennpiinkfe  des  Ornla 
der  eljciifalls  senkrecht 
er  in  der  eben  gednchlen,  mit  Her  Unidrehungsaxe  {lar.illelen 
F.hene  liegt,  »eiche  wir  der  Kürze  wegen  die  Visirebenc  ncn- 
I  M'olten.  Sobald  nun  in  Folge  einer  Lleinen  Drehung  der  Spie- 
gel «uccecsiv  andere  Siellungen  einnimmt,  so  nird  von  dem 
I  gedachten  Faden  da«  Bild  der  Scale  allmahlig  in  andern  Theilungs- 
Atinkten  durchschnitten,  und  es  kommt  dann  darauf  an,  aus  der 
Anzahl  der  Scalentheile  (=x),  welche  durch  den  Faden  hindurch- 
^latifen  ^nd,  die  Grfisse  des  Drehungswinkels  (=1/;)  su  bestimmen. 

Wir  legen  dieser  Untersuchung,  um  sie  in  der  erforderlichen 
BAIIgemeinheit  durchzuführen,  iveder  die  Voraussetzung  zu  (irunde, 
^ass  die  Umdrehungsaxe  in  der  Ebene  des  Spiegels  selbst,  noch' 
dass  sie  niit  dieser  Ebene  parallel  liege;  wir  nehmen  vielmehr 
lass  die  Spiegelebene  gegen  die  Unidrehungsaxe 
unter  einem  Winkel  fi  geneigt  sei,  so  dass,  tienn  dii;  Axe 
vertikal  steht.  Her  Neigiingsninkel  der  Spiegelebene  ^egvii  Hie 
Ilorizonlalebene  gleich  (90°~-ö)  ist.  Obschntj  bei  den  praklibcheu 
Anwendungen  in  der  Regel  <1er  Winkel  8  von  Null  nicht  sehr 
verschieden  sein  mag,  so  kann  er  doch  manchmal  auch  eine 
merkliche  lirosse  besitzen.  Was  die  Kiihlung  der  Umdrehungs- 
axe  anbelangt,  so  wollen  wir  uns  um  grösserer  Anschaulichkeit 
willen  dieselbe  als  vertikal  vorstellen,  die  Entxickelungen  gelten 
aber,  wie  nian  sogleich  einsehen  iiird ,  fVir  jede  beliebige  Lage. 

Wenn    nun    bei    irgend  einer    Stellung   des    drehbaren    Theils 
des    Apparats    durch    die  Drehungsaxe    eine    iiuf  der    Ebene    des 
Spiegels  senkrechte  Ebene  gelegt  wird,  so  erhalt  man  als  Durch- 
schnitt mit  der  nöftigenralls  erweiterten  Spiegeleheiie  eine  Gerade, 
welche  sich    mit  der  Axe  unter  dem  Winkel  Ö  schneidet.     Durch 
Rotation   dieser  Geraden   enislebt  eine    gemeine   KegclOüche ,    an 
welcher    die    (niithigen falls  erweiterte)   Ebene   des    Spiegels  fort- 
'nd,    bei    je<ler    während     der    Drehung   errciihlen   Stellung. 
eine  tangir^tide  Ebene   ist.     Eine  Normale  des  Spiegelt«  ijt  daber, 
bei  jeder  Stellung  des  Spiegels,    purullel  mit  den  längs  lUaer  he- 
■lironiten  Kegetaeile  auf  die  Ke;^elfläclie  zu  errichtenden  und  durch 
I  die  Cmdrehungsaxe  laufenden  Normallinien.     Diese  letzleisu,  oder 
J  wenn    man  lieber    will    ihre  Horizonlalprujectionen,    können    nach 
I  jeder  Richtung  des  Horiznnts  gezogen  werden,   also  auch  parallel 
r  Visirebeue.     Es  lissl  eich  daher,   indem  man  eine  mit  der 
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Vistrebene  paraliele  Ebene  durch  Hie  Umdrehuiigsaxe  legt  und  die 
durch  diese  Ebene  bestimmte  Erzcuguiigshnie  rier  KegelflSche 
in's  Aitge  Tanst,  eine  eolche  La^e  des  Spiegels  construireri,  ilass 
die  Vifiirebene  senkrei^bt  auf  ihm  sIehL  Diese  Position  betrscii- 
ten  wir  im  Folgenden  aU  die  A  n  rangsstellu  ng,  von  welcher 
aus  die  Drehung  beginnen  soll. 

In  Tar.  V.  Fig.  7. ,  ivorin  S  das  Seherohr,  AalVm  eine  ebege 
Tafel  uod  7*17  die  darin  gezeichnete  Scule  bedeutet,  lat  die 
8'>  eben  erwSbtile  Kegelfläche  durch  OKE/te  vorgestellt  wor- 
den. Zwei  verscliledene  Posiliuuen  des  S|iiegclB  sind  in  Dd,  Jt 
angedealet,  von  denen  die  erstere  die  Aofangsstellung  bedeuten 
müge,  so  dass  die  Visirebene  SDd  senkreubt  sowohl  a^  der 
Spiegelebene,  nie  auf  der  Tafel  AaMiii  sieht.  Die  Kegelseiten, 
ISngs  welchen  die  KegetHäche  von  den  erweiterten  Spiegelebenen 
tangirt  wird,    sind  Ee  für  die  erste,    kk  für  die  andere  Stellung. 

Nehmen  wir  nun  die  Drehungsaxe  zur  Axe  der  Z  und  die 
durch  die  Drehungsaxe  parallel  zur  Visirebene  gelegte  Ebene 
ZOEe  zur  Ebene  der  ZY  an,  so  dass  zum  Ursprung  der  Coor- 
dinaten  vorerst  noch  ein  beliebiger  Punkt  der  Drehungsaxe  ge- 
wählt werden  möge,  die  positive  Axe  der  Y  aber  nach  vorne, 
d,  h.  nacFf  der  Seite,  wo  das  Fernrohr  aufgestellt  ist,  gesogen 
weiden  soll.  Alsdann  wird  die  Visirebene  durch  eine  Gleichung 
von  der  Form 


bestimmt.  Die  Constante  a  wird  in  der  Figur,  da  Dd  die  Dnrch- 
schniltslinie  der  Visirebene  mit  dem  in  der  Anlaiigsstelliing  be- 
findlichen Spiegel,  ferner  Bh  diejenige  in  der  Tafel  zu  ziehende 
Gerade,  deren  Bild  mit  dem  Faden  im  Selierohr  eu^^ammenföllt, 
ujfd  Aa  die  Durchschnittslinie  der  Ebene  ZOEeY  mit  der  Tafel 
bedeuten   soll,    durch    AB  =  ab~  D£=^de   angegeben. 

Um  für  eine  beliebige  Position  Ji,  sobald  eine  Drehung  ud 
einen  Winkel  EOK  =  ii>  Statt  gefunden  hat,  die  Gleichung  der 
Spiegelebene,  so  wie  ihrer  Durcbscbnittslinie  Ji  niit  der  Visir- 
ebene zu  finden,  bezeichnen  wir  durch  b  das  von  der  Ebene  des 
Spiegels  in  seiner  Anfangsstellung  abgeschnittene  Stück  OE,  wo- 
bei ea  sich  von  selbst  versteht,  dass  dieser  Constanten  ft  unter 
Umständen  ein  negativer  Werth  zu  ertheilen  ist,  und  bemerken, 
dass  dann  allgemein  von  der  Ebene  des  Spiegels  auf  den  Cooi- 
dinatenaxen    OX,  OY,    OZ  bezüglich  die  Stücke 
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ablgescbnitleo  werden.  Die  Drehung  '^  bringen  viir  hierbei,  als. 
poMÜT  oder  ak  negativ  in  Rechnung ,  je  nachdem  sie  in  demsel- 
ben Sinne 9  wie  wenn  man  dfe  positive  Axe  der  Y  nach  der  posi- 
tiTen  Axe  der  X  hin  drehen  wollte,  oder  im  entgegengesetzten 
Sinne  vor  sich  geht  *Was  den  Winkel  b  anbelangt,  so  haben 
wir  den  Fäll  zu  Grunde  gelegt,  dass  die  auf  der  Spiegelebene 
nach  dem  Auge  des  Beobachters  hin  zu  ziehende  Normallinie  mit 
der  Richtung  der  positiven  Z  einen  stampfen  Winkel  bilde. 
Wäre  dieser  Winkel  spitz,  so  müsste  %  In  den  folgenden  Ent- 
wickelungen    als   eine    negative  Grosse  genommen   werden.  — 

DennaGh  ist 

i 
(1)  a;sina/;-f  ^cos^  ~ztangd:=6 

die  Gleichung  der  Spiegelebene ;    und  die  Durchschnittslinie  Jx  ist 
dareb  das  System  der  zwei  Gleichungen 

(2) 

^cosif;  —  ztangd  =  6  —  asini/; 

bestimmt. 

Es  baiidelt  sich  jetzt  darum ,  durch  Ji  eine  Ebene  JiMm  zu 
Gonstrairen,  welche  mit  der  Ebene  des  Spiegels  denselben  Nei- 
gnngBwinkeJ  bildet»  wie  die  Visirebene  JiS^  und  welche  also  die- 
jenigen Uehtstrahlen  enthält,  die  dnrch  Reflexion  in  die  Visir- 
ebene  gelangen.  Die  in  irgend  einem  Punkte  von  Ji  auf  die 
Spiegelebene  zu  errichtende  Normale,  welche  parallel  und  gleich- 
gerichtet mit  einem  von  O  auf  die  Kegelseite  Kk  zu  lallenden 
Pelpendlkel  laufen  wGrde,  bildet  mit  den  Richtungen  der  positi- 
ven Coordinatenaxen  drei  Winkel,  deren  Cosinus  zu  Folge  (1)  durch 

%\Vk^  coBip  — tangö_ 

VT+tgP*    Vr+tgö«'     VT+lgö«' 

■  ■ 

d.  h. 

(3)  8intf;cosd,     cos  t^  cos  d,     —sind 

angegeben  werden.     Andererseits  ist  die  in  einem  Punkte  ^on^'^t'* 
aof  die  Visirebene  zu  errichtende  Normallinie,  als  eine  mit  OX 
gleichgerichtete  Gerade,   gegen   die  Coordinatenaxen  nnter  Win- 
kel» geneigt»  deren  Cosinus  1,0,0  sind.    Daher  giebt  > 

sintf;cosd 

den  Cosinus  des  spitzen  Neigungswinkels    der    Visir^ 
ebene  gegen    die  Spiegelebene  an.     Stellen    wir    uns    die 

25* 
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Gleichung  der  Ebene  JiMm,    welche  mit  der  Spiegelebetie  den- 
selben Neigungswinkel  bilden  soll,  eiiistweilen  durch 

vor  9  so  muss  nach  der  bekannten  Regel  der  analytischen  Geome- 
trie erstens  die  Gleichung 

.  sint[;cosd-f -Bcos^cosd— Cslnd 
(4)        1 ^ w-,       ^    ^ =  sin  0/;  cos  6 » 

ond  zweitens,   weil  in  der   fraglichen  Ebene  die  Gerade  (2)  ent- 
halten ist,   das  System  der  zwei  Bedingungsgleichungen 

(6)  ß^^+c^o 

erfOllt  sein.     Wird  (4)  quadrirt  und  für  C  der  aus  (6)  zu  entneh- 
mende Werth  eingesetzt,  wodurch  sich 

r^     w%  ^      ^  .   ^   1      «.T    .1    -B(cosa/;*cosö*+8iiiÖ*) 

fflr  i?costf;co8d— Cslnd  der  Werth   -^     ^  ^  ' 


und  för   Ä2+C* 


C08^C08(9 

Ä«(cos  t/;«  cos  d*-f  sin  Ö*) 


»9  99 


cosi>;*cosÖ* 
ergiebt,  so  erhält  man 

Ä(cosiJ;«co8Ö«  +  slnö«)  .  Ä«(cps^«co8Ö«  +  8inö*)* 

2sintl;* ; 4 ^ — = 7= ^ 

cost/;  cos  ^*  cos  ^ 

Ä«(cosa/;«cosö«  +  sin6«)    .      «       ^ 
= ^^.  .g^ — Zä .sintl;*cosÖ*, 

C08t/;^C08Ö*  ^  ' 

d.  h. 

2Ätangt/;  +  Ä«(l  +  ^^)  =  /^tanga/;«, 

oder,  nach  Multiplikation  mit  cost^^, 

Äsin2if>+  Ä«(tgd*+cos2i/;)  =  0. 

Diese  Gleichung  kann  erstens  durch  ß=zO  befriedigt  werden. 
Dazu  gehört  zufolge  (6)  C=0.  Die  Gleichung  (4)  wird  dann 
eine  identische;  aus  (5)  fliesst  aber  />=  — a,  und  man  gelangt 
mittelst  dieser  Bestimmungen  zur  Gleichung 
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d.  h.  zur  Visirebene.  Diese  ist  in  der  That  die  eine  der  beideo 
Ebeoen,  uelcbe  sich  durch  Ji  unter  dem  besprochenen  Neigungs- 
winkel gegen  die  Spiegelebene  legen  lassen.  Für  die  andere, 
nämlich  die  gesuchte  Ebene  Jilifm,  besteht  demnach  die  Bedingung 

sin2t^  +  i^(tg^  +  co82i(;)=0. 

Hieraus  folgt: 

-^  __  sin  2^ 

tgö«  +  cos2v;' 

also  mit  Zuziehung   von  (6) : 

^"~tgd«+cos2^' 
und  da  sich  sufolge  (5)  die  gesuchte  Gleichung  in  der  Form 

^  '  "         ^^  COS  llf       ' 

schreiben  lässt^   so  erhält  man  definitiv: 

(7)     (a:-a)(tgÖ«+cos2i/;)  -  (y  ~^^Ä!?)«i„2t/;+2ztg(9sinif;=0. 

Wenn  nun  die  Tafel  AaBbMm,  welche  wir  uns  als  Erweite- 
rung des  schmalen  Streifens  TD  denken,  worin  sich  die  Theil- 
.striche  der  Scale  befinden,  als  eine  solche  Ebene  aufgefasst  wer- 
den mOsste,  welche  parallet  zur  Umdrehungsaxe,  etwa  im 
Abstände  y^k  aufgestellt  wäre;  so  wurde  man,  indem  man  an 
die  Stelle  von  y  in  (7)  die  Constante  k  einsetzte,  eine  Gleichung 
f&r  die  Gerade  Mm  finden,  worin  die  beiden  Variablen  :r,  z  vor« 
kommen,  und  welche,  weil  der  veränderliche  Winkel  tf;  in  den 
Coeflficienten  auftritt,  sofort  erkennen  lässt,  dass  sämmtliche  Ge- 
rmden  ilfm  keineswegs  mit  einander  und  mit  Bb  parallel  bleiben, 
sondern  bei  wachsendem  i\>  unter  immer  schieferem  Winkel  die 
Scale  TU  durchschneiden.  —  Anders  verhält  es  sich  aber,  wenn 
wir  annehmen,  die  Tafel  sei  parallel  zur  Ebene  des  Spie- 
gels in  dessen  Anfangsstellung.  Alsdann  hat  dieselbe 
offenbar  die  Gleichung 

V  —  k 

^ =:tangÖ, 

z 

wobei  k  die  auf  der  Axe  der  Y  abgeschnittene  Strecke  OT  be- 
deatet.  Ffihrt  man  den  hieraus  fliessenden  Werth  A:-|-ztang<9 
für  y  \f\  (J)  ein,  so  erhält  man  sofort: 


tmaiiH:    Leber  die  BesUmmang  der  Brehunsmtniet  an 
(lg9*  +  cos2i(i)(Ä— a)  +  2lgÖ8tnifj(l— to8^).i 

als  <>leK'hung  <l«r  in  iler  Rliene  der  Tafel  i;elegfnen  (ieraden  Mm. 
Bei  den  Beobachtungen,  xu  ivelchen  die  hier  in  Rede  stebend«n 
Messintttrumenle  benutzt  nerden,  bleiben  die  durch  ifi  angegebe 
tien  Drehungen  sehr  klein,  sn  dass  das  Produkt  sinij'(l — cos^O 
im  Verhältnies  zur  Einheit  eine  unmerkliche  Grüsse  nird,  tolglicl^ 
aucti  der  CoeHTicient  vnn  i  in  Torstehender  Gleicliung  im  Verhält- 
nies  zum  Coefficienten  vnn  x  rerechirindet.  In  demselben  Maassc 
aber,  me  der  Quotient  aus  den  genannten  OoefiScienteu  abnimmt, 
nhhert  sich  die  Gerade  lOia,  deren  Gleichurig  durch  (8)  angege* 
ben  wird,  dem  Parallelismus  mit  Aa.  —  Bei  den  girahtiscben  An- 
wendungen pilegt  man  freilich  huujitsSchlicb  nur  dafür  Sorge  zu 
tragen,  dass  die  Latte,  welche  die  Scale  trStrt,  rechttvinklig  xtir 
Visirebene  stehe,  und  achtet  nicht  i^eiler  auf  die  so  eben  be- 
fprochene  andere  Bedingunt;;,  durch  ivelche  erhielt  würde,  dass 
die  Bilder  der  beobachteten  Theilstricbe  mit  dem  Faden  des 
Oculars  im  Momente  ihres  Durchgangs  müglicbst  genau  zusani- 
menfallen.  Wenn  man  nSnilich  die  vordere  Wand  der  Latte  aU 
eine  vertikale,  d.  h.,  all»emei)ier  zu  reden,  als  eine  mit  der  Um- 
drehungsaxe  (mrallele  Ebene  nufstellt,  so  entspricht  dies  strenge 
genommän  Hur  der  Voraussetzung,  ilass  Winkel  d  gleich  Null  sei. 
Allein  in  Anbetracht  der  geringen  Grösse  der  durch  i\)  gemesse 
nen  Elongationen,  so  nie  der  unbedeutenden  Länge  der  einzelnen 
Theilstriche,  wird  es  lii  der  That  auf  diesen  Umstand  gar  nicht 
ankommen. 

Wir  haben  bis  hierher  den  Anfangspunkt  der  Cnordinaten  Z 
in  der  Umdrehungenxe  unbestimmt  gelassen.  Sehen  wir  jetzt  v»ti 
der.'LSnge  der  einzelnen  Theitstriche  ganz  ab,  betrachten  die 
Scale  also  ab  eine  Linie  und  nehmen  denjenigen  Punkt  Oi, 
worin  die  durch  diese  Gerade  senkrecht  auf  die  Umdrehungsaxe 
■J.V  legende  (borizontale)  Ebene  die  (Jmdrehungsaxe schneidet,  eun 
Ursprung  der  Conrdinaten ,  setzen  also,  um  den  Durchscbnitta- 
punkt  der  Geraden  Mm  mit  der  Scale  zu  beatiromen,  z-=0;  so. 
erhalten  wir 


(',!)     Ctgff'+ros2t/;)(a- 


«)- 


2(AcoB^-öfasinv/)siniC=0. 


Hierin  bedeutet  jetzt  k  den  kürzesten  Abstand  der  Scale 
von  der  Umdrehungsaie.  Um  aber  die  Consfante  b,  d.h. 
das  von  der  erweiterten  Ebene  des  Spiegels  auf  der  Axe  der  V, 
nSnilich  O^A,  ahgesehnittene  Stück  durch  die  am  Apparate  un- 
mittelbar   zu    messenden  Griissen    auszudrücken,    denken  wir  uns 
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durch  den  Mittelpunkt  des  Spiegels  eine  auf  der  Umdrehungsaxe 
perpendikuläre  Ebene  gelegt,  bezeichnen  deren  Abstand  von  der 
durch  die  Scale  gelegten  Ebene  der  XY  mit  H^  deii  Abstand  des 
Mittelpunkts  des  Spiegels  von  der  Umdrehungsaxe,  d.  h.  den 
Radius  des  von  jenem  Mittelpunkte  beschriebenen  Kreisbogens 
n^if  r,  und  den  Winkel,  welchen  r  bei  der  Anfangsstellung  des 
Spiegels  mit  der  Richtung  der  positiven  Y  bildet,  mit  oo,  so  dass 

a 

sinozr-   ist.    Offenbar  besteht  dann  die  Relation 

r 

b  =  r  cos  Ol  —  //tangd, 
d.  h. 


(10)  Ä=— //tangö±  ^r^-a^, 

worin  man  die  Wurzelgrosse  mit  dem  oberen  oder  unteren  Vor- 
zeichen zu  nehmen  hat,  je  nachdem  co  ein  spitzer  oder  ein  stum- 
pfer Winkel  lAt.  Selbstverständlich  erhält  /f  einen  negativen  Werth, 
so  bald  der  durch  diese  Zahl  gemessene  Abstand  von  Oi  an  ge- 
rechnet nach  der  Richtung  der  negativen  Z  föllt. 

Aus  der  Gleichung  (9)  ist  nun,  indem  man  x  als  die  durch 
unmittelbare  Beobachtung  gefundene  Zahl  ansieht,  das  zugehörige 
^  KU  bestimmen.  Zu  einem  filr  die  Praxis  brauchbaren  Nähe- 
mngswerth  muss  man  aber  in  Anbetracht  der  geringen  GrOsse  der 
Drehung,  welche  vom  Ruhestande  aus  nach  der  einen,  wie  nach 
der  andern  Seite  hin  nicht  wohl  mehr  als  1^  bis  8^  beträgt,  schon 
dadurch  gelangen,  dass  man  den  Sinus  und  Cosinus  nach  den 
Potensen  von  i^  entwickelt  und  alle  mit  i^^  multiplicirten  Glieder 
-  vernachlässigt;   oder  auch  dadurch,  dass  man 

tang^cos2i/;  statt  tang^,    so  wie  6co8i^  statt  b 

■etet  und  das  Glied  — 2asintf;*  unbeachtet  lässt.     Auf  diese  Art 
redueirt  sich  Gleichung  (9)  in 

— ^^  cos  2tl;  —  (i5:  —  6)  sin  2tl;  ==  0 

COSÖ*  TV  /,  T 

und  liefert  den  Werth 

(11)  tang2^=  (^  J^y,;^-^- 

Um  den  Grad  der  Genauigkeit  zu  erfahren,  welchen  diese  For- 
mel verspricht,  oder,  falls  es  nüthig  wird,  die  hinzuzufügende  Cor- 
rection  zu  bestimmen,  kann  man  auf  die  gewohnliche  Weise  ver- 
fahren. Bezeichnet  F(if;)  den  linken  Theil  der  Gleichung  (9), 
F'{if)  die  erste  Derivirte,   so  dass 
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F'(i/;)r=  -2[a:sin2i/;  +  iSrcos^ij;  — öcos-^] 

ist,  ^««zeichnet  ferner  ^|  den  mittelst  (11)  berechneten  Werth  von 
if;,  und  Jilfi  die  hinzuzufügende  Correction,  so  dass  F(i^|-f  ^^)=D 
werden  soll;    so  hat  man  näbernngsvreise 

Ohne  Miihe  findet  man  nun,  indem  man  für  a:  seinen  Werth 
Substitut  rt, 

F(i^i)  =  2^(1— cos  1^1)  sint/;i  +  2[(i5:-6)sinÖ*tg2^i—a]siu^i*, 
/''(.J'i)-=-2(^=| |(l-8rae«siD2t,«)-6(cost,-co82ti)+a8in2i»;,)i 

(iaher  erhält  J'^i  deo  Werth 

(i2) 

6(1  ~  co8t^i)sint^t  -t-  [(k  —  6)sin^tg2t^i  —  gjaip^i* 

(Ä:— 6)sec2i/;i(l  — sin6*sin2i/;i2)— 6(cost/;i— cos2i/;i)+a8in2^i' 

In  den  praktischen  Anwendungen  pflegt  sowohl  a,  d.  b.  der 
Abstand  der  Visirebene  von  der  Umdrehungsaxe,  als  auch  di^r 
Abstand  des  Mittelpunkts  des  Spiegels  von  der  Umdrehungsaxe, 
welchen  wir  «oben  r  genannt  hatten  und  von  welchem  die  Cod- 
stante  b  abhängt,  im  Verhältniss  zu  k  nur  eine  kleine  Grosse  zu 
sein.  Wenn  nämlich  das  Millimeter  als  Einheit  genommen  wird. 
so  wird  k  etwa  2(K)0  bis  3000  oder  noch  grösser  sein,  der  Radi  118 
r  aber  etwa  zwischen  den  Gränzen  0  und  150,  endlich  a  zwischen 
0  und  50  liegen.  Unter  diesen  Umständen  wird  der  Werth  der 
eben  berechneten  Correction  Jijfi  unmerklich  von 

6(1  —  cosi^ijsini^t  -f  (A;--6)sinö^tg2i/;isina/;i^ 

(lifferiren.     Diese  Grösse  zerfällt  in  die  Summe 

T— I  (secif;i  —  1).^ sin 4'^]  +  sind* sin 21^1  sint/^j*, 

in  welcher  augenscheinlich  sowohl  der  eine  als  der  andere  Be- 
etandtheil  bei  dem  Wachsen  von  tpi  zunimmt.    Sobald  man  daher 
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«ach    (11)     das     Musiinum     bestimmt     hat.      welches    ^^ ,      ü.   h 

lArctang.,- ..  ^ — ^  erreichen  kann,    und  welches  offenbar  dann 

IJntritl,  wenn  man  {x—a)  müglich»t  gross,  also  etwa  gleich  der 
balben  Länge  der  Sciile  ariiummt;  so  viinl  man  sich,  indem  man 
liesen  Werth  von  tfi  in  die  eben  enttvickelle  Formel  für  ^V, 
MiiTührt,  leicht  fiberzeugeti,  olt  die  fragliche  Correction  loi  Ver- 
fcftttntsa  zu  ilr,  und  mit  Kücksicbt  auf  die  Fehlerf{rfinzen  der  beob- 
^bteten  Zaiilen  tibcrhauiit  rinch  in  Er»ägung  zu  ziehen  sei,  oder 
ab  sie  gänzlich  verschwinde.      Im    letzteren  Falle  Set    man  sicher, 

rs  liei  dem  Rechnen  nach  der  Furiuel  (II)  keiu  merkbarer  Feb- 
began^en  werden  k'intie.  Und  wenn  überdies  die  Winkel  ip 
w  klein  bleiben,  dass  man  statt  der  Tangente  den  Bogen  selber 
äetKen  darf,- ohne  die  zu  hoffende  Genauigkeit  7.u  bepintrücbtiin-n, 
•0  dient  statt  (11)  die  einlachere  Formel 


(13) 


--J{A-fi)c, 


;««■ 


Die  Ebene  des  Sfiiegcls  in  seiner  Anl'angsätellung  schneidet  uuf 
der  durch  0|  gezogenen  Aie  der  I'  das  Stück  b  ab;  die  Eben* 
dagegen,  welche  wir  oben  die  Tafel  genannt  haben  und  welclic 
|iarallel  zu  dem  in  seiner  Anfangsstellung  betindijcfaen  ti|>iegH 
äorch  die  Scale  gelegt  werden  sollte,  schneidet  auf  derisellier 
Coiirdinalenaxe  die  Strecke  O^A^k  ab,  Das  zwischen  jenen 
Kwei  Ebenen  liegende  Stack  der  Axe  der  V  hat  daher  die  Liuige 
l[A  —  6);  und  da  dasselbe  mit  der  Richtung  einer  auf  den  genann- 
ten  Parallelebenen  senkrechten  (;eradcn  den  Winkel  B  bildet,  so 
folgt,  dass  {k—h)iiof'0  den  Abstand  der  Tafel  von  der 
Ebene  des  Sjiiegels  hei  dessen  Anfangssl.ellung  an- 
fjieUt.  Bezeichnen  wir  dieseir  Alistand  mit  c  und  selben  a:'  statt 
ic — a,  so  dasN  x'  den  Abstand  der  Ueraden  JUm  vun  der  bei  der 
^nfangsstetlung  im  Faden  des  Oculars  erscheinenden  (leraden 
!fiA  bedeutet,  d.  h.  da»  vom  Anfangspunkt  C  an  gezählte  und  bis 
•zu  demjenigen  Theiletrich  reichende  Stuck  der  Scale,  welcher 
durch  das  Fernrohr  gerade  abgelesen  wird;  so  verwandelt  sich 
<1I)  und   (13)   in 

(14)  tang2u>= 7,  resp.    ^:=a n- 

£b  Mächst  also  x'  proportional  mit  der  Drehung  ilr. 

Wird    die  Länge  eines  Scalent! 
j  von  .r  und  c  angenommen,    un 
(.r"  ^  i)  zugehörige  Drehungswinkel 


als  Finheit  zur  Ausnies- 
)ll  der  einem  Scaleniheile 
Secumlen  (=u)  bestimral 


Vfher  aie  Bestimmung  der  BrehungnelHhet  etc. 


werden ,    80 
verstanden , 

(15) 


cu  setzen  ist,  unter  ^  die  Zahl  206264^ 
I  aus  (14)  den  Wertb: 


2c  cos  B ' 


i 


Die  Formeln  (14)  und  (15)  sind  fiir  die  specielle  Voraussetzung 
9=0  in  der  Praxis  längst  bekannt.  Ihre  Herleitung  in  der  hier 
vorliegenden  allgemeineren  Gestalt  erscheint  indessen  vielleicht 
beachtungswerth ,  da  ivlr  in  Betreff  der  Constanten  k,  a,  b,  ß 
durchaus  keine  besonderen   Voraussetzungen  zu  machen  genütbigl 


Ueber  die  Art,  wie  die  Constante  ccosB  aus  andern  an  den 
Apparat  unmittelbar  zu  niessenden  Grüssen  zu  bestimmen  sei, 
ddrlte  es  unniithig  sein,  noch  in  Details  einzugehen.  Wenn  z.B. 
diejenige  Ebene,  die  durch  die  Scale  und  den  Mittelpunkt  des 
Spiegels  bei  dessen  Anfangsstellung  zu  legen  ist,  gegen  die  Uo- 
rizontalebene  unter  einem  Winkel  y  geneigt*),  die  Neigung  der 
uptischen  Axe  des  Fernrohrs  gegen  die  Horizontalebene  aber  =a 
ist,  und  wenn  man  den  in  horizontaler  Richtung  gemessenen  Ab- 
stand des  Spiegelniittelpunkls  von  einer  durch  die  Scale  gelegten 
Vertikalebene  :=A  setzt,  so  braurht  man  nur  die  im  Mittel- 
punkt des  Spiegels  zu  errichtende  Normallinie  ins  Auge  zu  fas- 
sen, deren  Neigung  gegen  die  Hortzontalebene,  unter  Voraus^ 
Kung  einer  vertikalen  (Jmdrehungsaxe,  durch  unsern  Wink« 
angegeben  wird,    um  sofort  einzusehen,    dass 


entweder    < 


iä{K  —  y)    oder    cosö  =  cosJ(o+)'J, 


^Ss  abei  diesen  swei  Fällen  entsprechend 

entweder    c^- cosi(K  +  j')    oder   €=-- — c( 


aei.     Allgemein  ist  also 


*)  Der  hier   folgenden  Rezeichnnng   nnd  Formel  hat  lich  Herr  Pro- 
feisor  Wilhelm  Weber  in  einer  ■einer  neuesten  Alitiandlungeu  bedient. 
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Der   Satz  vom  Parallelogramm   der  Kräfte,   aus  den 
Grundprinzipien  der  Statik  abgeleitet 

Von 
Herrn   Doctor  Zernikow, 

Lehrer  an  der  Königlichen  ProYinzial- Gewerbeschule  zu  Erfurt. 


Man  hat  In  der  Statik  gewisse  Grundsätze  aufgestellt,  welche 
als  Stützpunkte  fiir  die  Entwickelung  der  übrigen  Lehren  dieser 
Wisseosehaft  dienen.    Diese  sind: 

1.  der  Satz  vom  Parallelogramin  der  Kräfte ,  oder 

2.  der  Satz  vom  Hebel ,  oder 

3.  der  Satz  von  der  schiefen  Ebene. 

In  den  meisten  Fällen   wird    der  Satz   vom   Parallelogramm    der 
Kräfte  den  Gnindlebren  der  Statik  als  Basis  unterbreitet. 

Einige  Mathematiker  nehmen  diesen  Satz  geradezu  als  Grund- 
satz, ohne  Beweis,  als  richtig  an;  andere  geben  einen  Beweis  dafär. 

Der  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  ist  beweisföhig; 
aber  man  muss  dann  einen  anderen  Satz,  etwa  einen  einfachen 
Fall  des*  Satzes  vom  Parallelogramm  der  Kräfte ,  zur  Grundlage 
des  Beweises  nehmen. 

Da  schon  durch  den  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  allein 
di«»  Probleme' der  Statik  der  mathematischen  Behandlung  Zugänge 
lieh  gemacht  werden^  so  erscheint  es  mehr  wünschenswerrth ,  wenn 
man  xHm  einem  anderen  einfachen  Satz,  dessen  Wahrheit  lelcbf- 
in    die  Augen   springt,    ausgeht,   um  die  Richtigkeit   des  Satzes 
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tnni  Parallelogramm  der  Kräfte,  in  seiner  grossen  Allgemeinheit, 
durch  Beweis  darzulegen,  ^latt  den  Satz  vom  ParalleiogramRi  clei 
Kräfte  iits  Grundsatz  ohne  lieueU  nh  richtig  anzunebmen.  Nach 
Entwickelung  der  Grundprinzipien  der  Statik  in  der  Weise,  wie 
dies  in  der  Schrii't:  „Theorie  der  Statik,  gegründet  auf 
die  Principien  der  Dynamik,  von  Zernikow.  Erfurt  bei 
Villaret"  aiisfrihilich  angegclien  ist,  wird  hier  ein  Beneis  für 
den  Satz  vom  Parallelogramm  der  Krüffe  milgetheilt  werden,  der 
gleichzeitig  darlhut,  das»;  das  Prinzip  der  lehendigen  Kräfte  aiieh 
in  der  Statik  als  das  (irundprinzip  dieser  Wissensohatl  angesehen 
»erden  muss. 


Jede  Ursaehe,  irelclii 
giing  EU  setzen,  nennt  man  eine 
welche  durch    die  Wirkungen    di 


>  r.iei. 

Stande 


Ist.  einen  Körper  in  Bewe- 
,  Von  den  Erscheinungen, 
ifte    hervorgerufen    tverden, 


Zug.   den    jede  Kraft  auf  einen    I 


der   Druck   odei 

ausfiht; 

die  Geechnindigkeil,    ivelt-he   ein   Kürper  durch  die 

Wirkung  einer  Krallt  in  der  Zeiteinheit  gewinnt: 

die  Quantität  (lehendJge  Krafl),  welche  an  einen  Körper 

übertragen    wird,    der  durch    die  Einwirkung  einer  KraFi 

eine  gewisse  Geecbwindigkeit  erlangt  hat. 


W. 


einen  Zug,  wenn  e< 
es  eine  abstossendi 


treten,  bo  h 


in  auf  einen  Kilrper  wirkt,  dai 
eine  anziehende  Kraft  ist,  .eii 
Kraft  ist,  auf  ilen  Kür 


[ibt  sie  immer 
Druck,  Kenn 
per  aus. 

I>ie  unter  I.  angeführte  Erscheinung   wird    daher  immer  auf- 
eine  Kraft  auf  einen  Körper  einwirkt. 


in  Folge  des  Drucks  oder  Zuges  erwirbt  eiti  Körper,  wenn 
er  nicht  genugsam  gehindert  ist,  in  der  Zeiteinheit  eine  gewisse 
Geschwindigkeit  und  in  Folge  dessen  ein  gewisses  Kraftquantum, 
welches  ihm  wieder  entzogen  werdeu  muss,  ehe  er  ganz  zur  Ruhe 
kommt.  Ist  ein  Körper  genugsam  gehindert,  d.  h,  Ist  der  Druck 
oder  Zng,  der  in  Folge  der  Wirkung  einer  Kraft  auf  ihn  ausge- 
übt wird,  gleich  dem  Widerstand,  dem  Druck  oder  Zug,  der  in 
entgegengesetzter  Richtung  ausgeübt  wird,  so  erwirbt  der  Kör- 
per in  Folge  der  Einwirkung  dieser  Kraft  keine  Geschwindigkeit, 
er  bleibt  in  Ruhe,  wenn  er  in  Ruhe  war,  und  das  Kraftquantum 
welches  an  »eine  Materie  übertragen  wird,  ist  Null. 


"OK«  ätH  Grundprinzipien  der  Statik  abgeteitet.  ^St 

t)le  unter  2.  unil  A.   aur<;ezuhtteri    Erstheinungen    neiden    da    ' 
her  nicht  aulheteii,    nn   lange   und   so   oft  Kräfte   gleichen  Druck 
nach    entgegengesetzten    Richtungen    anf   einen    KGrper    ausüben, 
d.  i.  so   lange  und    so  oft   ein    Kürjier   tinter  der  Eimvirliung  von 
Krsnen  in  Ruhe  bleibt. 

Von  Kränen,  die  !^o  auf  einen  Kürzer  wirken,  dass  dieHer 
dabei  in  Ruhe  bleibt,  sagt  man,  sie  halten  sich  im  Gleichgewicht; 
darum  kilnnen  die  unter  2.  und  3.  aufgezHhlten  Erscheinungen  bei 
Krärten,  die  sich  im  Cileichgewicht  halten,    nicht  auftreten. 

Wenn  ein  Kürper  die  Geschniudigkeit  Null  geiriunt.  so  bteit>t 
er  im  Zustande  der  Ruhe,  nenn  er  in  Kiihe  war.  Der  vorige 
Satz  gilt  daher  auch  in  seiner  Umkehrung:  Wenn  die  unter  2. 
und  3.  aufgetLShllen  Erscbehiungen  nicht  stattßnden,  dann  müssen 
K^Rlile,  welche  so  auf  einen  Körper  wirken,  sich  im  Gleichgewicht 
halten. 

Etwas,  das  nicht  ist,  ist  algehraisrh  ausgedrflckt  immer  gleich 
Null;  darum  werden  fflr  Kräfte,  die  sirh  im  Gleichgewicht  halten, 
immer  die  drei  Gleichungen  bestehen: 

a)  der  Druck  oder  Zug,  welcher  in  Fidge  der  Wirkung  <ler 
einen  Kräfte  nach  einer  Richtung  hin  entsteht,  ist  gleich 
dem  Druck  oder  Zug,    welcher  in  Folge  der  Wirkung  der 

I  anderen  Kriifte  in  gerade  enlgegengesetzter  Richtung  her- 

L     „\A'    vorgebracht  wird; 

\  '  "    b)'  die   algebraische  Snnime   der   Geschwindigkeiten,    welche 

P  '       die  Kräfte  für  irgend  eineRichtungerECngen,  ist  gleichNull; 

c)  die   algebraische  Summe  der  Kraftqu^ntilaten   (lebendigen 
Kräfte),    welche  durch, die  Einwirkung  der  Kräfte  an  den 
in  Angriff  genommenen  Kürper  fibertragen  wird,  ist  gleich 
■  Null.  " 

Den  Satz  a)  findet  man  oft  so  auBgesprochen :  Wirkung 
(Druck)  und  Gegenwirkung  (Widerstand)  sind  immer  gleich. 

Alle  Schriftsteller   nehmen  diesen  Satz  enliieder  stillschwei- 
gend als  richtig  an  oder  führen  ihn    aU  richtig  auf;    aber  niemals 
I    hui  m«n  in  der  Statik  auf  die  unter  b)  und  c)  angeführten  Uedtn- 
guugen  Rfleksicht  genommen. 

Wenn   bei    gleichgeivichthaltenden   Kräften   die  Zunahme  der 

Geschwindigkeit  und   der  lebendigen   Kraft  eines    Körpers  unaus- 

I   gesetzt  Null  ist,  so  ist  dies  ein  bestimmtes  und  charakteristisches 

Kennzeichen  für  diese  Kräfte;  denn  Null  ist  etivas  ganz  Bestimm- 
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1 


(ea.  Man  kann  in  der  Statik  etwas,  das  uuau8g;ef<e(xt  Null  ist, 
unberQcksichtigt  lassen,  aber  wenn  man  auf  die  Crtiaclien  des 
Gleichgewichtszustandes  Acht  giebt,  wird  man  das  Auftreten  die- 
ser Bedingungen  nicht  ignnriren,  sondern  hesser  caiculiren. 


Van    den    Eigenschaften    der    Mittelkraft. 


i 

nth-     I 


Eine  Kraft,  welche  die  vereinte  Wirkung  mehrerer  KrSftcr 
setzt,  nennt  man  di«  Mittelltran  ;  diese  heisseti  SeitenkrSFte.  Nntf»- 
wendlg  muss  die  Wirkung  der  Mittelkraft  in  allen  Stücken  dieselbe 
Erscheinung  hervorrufen,  welche  durch  die  SeitenkrSfte  hervorge- 
bracht werden  würde.     Darum  innss  die  Mittelkraft: 

n)    denselben  Uruck  oder  Zug  für  irgend  eine  Richtung  aus- 
üben,   den  die  Seitenkräfle  fWr  dieselbe  Richtung  hervor- 


bringen würden : 

dieselbe  Geschwindigkeit, 
1  Richtung  erzeugen. 


selber 
hervorgebn 


in  dergelben  Zeit  und   in  der- 
welche  durch   die  Seilenkräfte 


cht  1 


y)  dieselbe  Kraftquantität  (lebendige  Kraft}  in  derselben  Zeit 
an  den  KOrper  ilbertragen  ,  die  durch  die  SeilenkrälUe  fiber- 
tragen werden  würde. 

Es  werden  sich  daher  immer,  den  unter  a),  (S),  y)  aufgexflhl- 
ten  Bedingungen  gemäss,  drei  Gleichungen  bilden  lassen,  welche 
diese  Gesetze  algebraisch  ausgedrückt  enthalten.  Diese  drei  Glei- 
chungen werden  nur  nüheren  Bestimmung  der  MittelkrafE  immer 
ausreichen.  ~ 


Von   der  Intensität    (der   Geschwindigkeit),    der 
einer  bestimmten  Wirkung  (dem  Zug  oder  Druck),  fGr  eine 
bestimmte   Kraft. 


i 


Am    einfachsten    nnd    am    sichersten    gelangt    man    von    ganz 

I  bestimmten  Voraussetzungen  aus  zu  besfinimten  Resultaten.     Hier 

I  «oll  deshalb  zunächst  eine  Beschrfinkung  eingeführt  werden.    Wir 

I  werden,    wenn  von  Kraft  die  Rede  ist,    immer  an  eine  Kraft  mit 

iz  bestimmten  Eigenschaften   denken.      Als    eine   solche   Kraft 

L  werden  wir  die  Kraft  wählen,  mit  welcher  die  einzelnen  Molekflie 

jedes  Kürpers  begabt  sind,    vermöge  welcher  jedes  Kürpertheil- 

~  -n  unausgesetzt  alle  übrigen  anzieht  and  von  allen  anderen  an- 


genogen 


aus  dtn  Grimdprlu^tpieH  der  Slallk  abgefeitri. 


^ä  besonderen  Fällen  erhält  diese  Kraft  die  Nan)«n  CohSsion, 
rAdhSsion,    Schwerkr&tl,    Gravitation. 


\  Wirkungen  dieser  Kriifte  sind  am   hSuligBten,  am  besten 
\  beobachtet  und  am  meisten  bekannt. 

Als  Repräsentanten  Rlr  diese  Klasse  irollen  «vir  die  Schtter- 


Die 'Scbirerkraft  ist  die  Kraft,  vermöge  trelcfaer  die  Moleküle 
eines  Körpers  von  den  Molekülen  des  Erdkörpers  angezogen  wer- 
den. Fflr  einen  bestimmten  Ort  wirkt  die  Schwerkraft  mit  unab- 
Snderlich  gleichbleibender  Intensität.  In  Folge  der  Wirkung  der 
Schwerkrart  entsteht  für  jeden  Körper  ein  bestimmter  Zug,  um 
in  lothrechter  Richtung  nach  dem  Mittelpunkt  der  Erde  hinzuTal- 
Dieser  Zitg  bleibt  unabänderlirh  gleich,  der  angezogene 
Körper  mag  sich  bewegen  oder  nicht. 

Wenn  ein  Körper  an  der  Beilegung  gehindert  ist,  so  entsteht 
in  Folge  dieses  Zuges  ein  Druck  gegen  das  Hinderniss;  dieser 
Druck  wird  sein  Geivicht  genannt.  Zug,  Druck  und  Gewicht  sind 
drei  gleiche  und  gleichartige  Grösse». 

Wenn  ein  Körper  an  der  Bewegung  nicht  gehindert  ist,  so 
entsteht  in  Folge  des  durch  die  Schwerkraft  ausgeübten  Zuges 
in  der  Zeitsekunde  eine  beslijiimte  Geschwindigkeit.  Die  Ursaehe. 
der  Zug,   muss  daher  zur  Wirkung,    xur  Geschwindigkeit,    immer 

'inem  bestimmten  Verhältnisse  stehen,  und  umgekehrt:  die 
Folge  des  Zuges,  die  Geschwindigkeit,  muss  zur  Ursache,  zum 
Zug  «der  Gewicht,  und  beide  müssen  als  Knigen  der  Wirkung 
der  Schwerkraft  zu  dieser  in  einem  bestimmten  Verhällniss  stehen. 

Da  jedes  Miissentheikhen  eines  Körpers  in  Folge  der  Schwer- 
kraft angezogen  wird,  so  wuchst  der  Zug,  das  Gewicht,  mit  der 
Masse  des  Körpers;  aber  da  jedes  Massenlheilchen  Itir  sich  an 
(■esclmindij^keit  gewinnen  muss,  so  ist  die  Geschwiudigkeit  von 
der  Masse  des  angezogenen  Körpers  unabhängig. 

Da  die  Intensität  der  Schwerkraft  nach  den  Newton'schen 
Gesetzen  von  der  Masse  des  an?:iehenden  Erdk5rpers  und  von  der 
iifiumlichen  Entfernung  allein  abhängig  ist;  da  die  Geschwindig- 
ik«it,  welche  ein  Körper  in  der  Sekunde  gewinnt,  nur  von  diesen 
Vactoren  und  in  derselben  Weise  abhängig  ist:  so  soll  die  in 
'der  Sekunde  gewonnene  Geschwindigkeit  das  Maas« 
fir  die   Intensität  der  Schwerkraft  genannt  werden. 

Da  die  Schwerkraft  mit  derselben  Inleneiiät  auf  alle  Moleküle 
«ines  KSrpers  wirkt,   so  wird  der  Zug,    das  Gewicht  eines  Kfr- 


nikov:    Der  San  rtim  l'arallefoffrnmm  der  Kriifie. 


pers,  aIh  die  erste  Kol^c  <li<>e 
inr  fJepfhwinrt'iBkcit ,  'J)  zur  Äi 
in  i'inero  bestimmten  Verhüllni 


•r  Wirkunii  I)  zur  Inicnsitäl,  d. 
Eshl  ilt-r  iviolekiile.  d.  i.  zur  Mastu 
B  etelipii. 


liezoicbnet  P  ilae  Geiviclit  in  Pfnuiten,  M  die  Massa,  g  die 
Geschwindigkeit  der  ersten  Sekunde  in  Füssen,  so  w'nA  man  die 
Mas^ieneinheil  immer  so  gewablt  denken  kiinnen,  dass  zwischen 
den  Zahlen  P,  jff,  g  nicht  htoün  die  Beziehung  P  proportional 
M-g,    Sandern  dasa  die  Gleit-hiing 


ßiirch   diese   (ileiehung   ist   die   M.isi 
irnineT  beslinimi-     Man  findet  ans  ihr; 


i 

ie  ZaM    I 


Der   Zug,     das   Gewicht 
Wirkung  der  Schwerkraft  auf  ( 
wir  werden  dies   immer   als    d 
Wirkung  auC  einen  hestir 


Körpers,  entsteht  durch  die 
Krirper  von  bestimmter  IHnsse; 
laasB  der  Intensität  d  ej- 
:n  Ki'irper  auflassen. 


Da  ein  Kiirper  in  Folge  des  Zuges  nach  und  nach,  indem  er 
einen  ^rewissen  Raum  durcblAuTt,  e^ne  gewisse  Geschwindigkeit 
erwirbt,  während  die  Schwerkraft  in  allen  Punkten  des  Weges 
anziehend  auf  ihn  einwirkt,  so  ist  ersichtlich,  dass  die  gewonnene 
Geschwindigkeit  nur  dann  vernichtet  werden  kann,  wenn  in  etit- 
gegengesetafpr  Hichtung  ein  Druck  oder  Zng  fiSr  eine  ijewisse 
Strecke  Weges  ausgeübt  wird.  Diese  Grfisse  nennt  man  Kraft- 
quantilat,  lebendige  Kriift,  Leifitimg,   Arbeit,   Arbpitsmomenl. 

Von    der    Krafteinheit. 


Wir  haben  die  Ursache  der  Bewegung 
jeder  Verrichtung,  Veränderung,  Prnduntinn 
Alle  technische,  kunstliche  und  literarische 
nor  durch  Anwendung  von  Kraft  henorgebra 
der  allgemeinen  Anwendung,  die  von  den  Ki 
bat  sich  für  die  Einheit  der  Kraltquantitüt 
griff  gebildet,  dessen  Existenz  wir  an  eini« 
bezeichnen  und  dann  allgemein  bestimmen 
welche  angewendet  werden  muss,  um  einen 
pchntzt  man  Ij  nach  dem  Druck,  den  man  a 
den  Drehspan  abzureissen,  und  2)  nach  der 
auf  welcher  der  Drehspan    abgerissen  werden 


Kraft  genannt.  Zu 
ist  Kraft  erlbrderlieh. 
Erzeugnisse  können 
;ht  werden.  Wegen 
Sften  gemacht  wird, 
ein  bestimmter  Be- 
•en  Beispielen  näher 
wollen.  Die  Kraft, 
Zapfen  abzudrehen, 
iDwenden  muss .  um 
l'änjj;e  des  Wege», 
soll,   und,  setz 
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homogeDem    Material  die   Kraft   gleich   dem    Produet   aus    Druck 
und  Weg. 

Die  Kraft,  welche  angewendet  werden  muss^  um  einen  Wagen 
auf  einer  horizontalen  Bahn  fortzuschaffen  ^  schätzt  man  1)  nach 
dem  Drucke  den  man  anwenden  muss^  um  in  jedem  Punkte  des 
Weges  den  Reibungswiderstand  zu  überwinden,  und  2)  nach  der 
Länge  der  Bahn,  und  setzt  bei  constantem  Widerstand  die  Kraft 
gleich  dem  Produet  aus  Druck  und  W^eg. 

Die  Kraft,  welche  angewendet  werden  muss,  um  ein  Gewicht 
auf  eine  gewisse  Hohe  zu  heben^  schätzt  man  I)  nach  dem  Druck, 
welchen  man  anwenden  muss,  um  in  allen  Punkten  des  Weges 
den  Zug  der  Schwerkraft,  das  Gewicht ^  zu  überwinden,  und  2) 
nach  der  Länge  des  Weges,  und  setzt  die  Kraft  gleich  dem  Pro- 
duet aus  Druck  und  Weg. 

Die  Kraft,  welche  angewendet  werden  muss,  um  über  einen 
Gegenstand  ein  Werk  zu  schreiben,  schätzt  man  1)  nach  der  In- 
tensität der  Wirkung  (lir  jede  Zeile  und  2)  nach  der  Anzahl  der 
Zeilen,  und  setzt  bei  Schriften  über  denselben  Gegenstand  die 
Kraft  gleich  dem  Produet  aus  beiden  u.  s.  w. 

Das  Produet  aus  Druck  und  Weg  ist  es,  was  man  Kraftquan- 
tität, lebendige  Kraft,   Leistung,   Arbeit ^   Arbeitsnioment  nennt. 

Denkt  man  in  jenem  Produet  den  Druck  in  Pfunden^  den 
Weg  in  Füssen  ausgedrückt,  so  nennt  man  die  bei  der  ]\]ultipli- 
cätiou  erzeugte  Einheit  Fusspfund  (Fss.-Pfd.),  und  setzt  die  Kraft« 
welche  nOthig  ist,  den  Druck  von  p  Pfd.  in  allen  Punkten  eines 
Weges  von  h  Fss.  Länge  zu  überwinden,    =^p,h  Fss.-Pfd. 


Bestimmung    der    Kraftquantität    aus    Masse    und 

Geschwindigkeit. 

Jede  Ursache,  welche  im  Stande  ist,  einen  Druck  von  1  Pfd. 
auf  allen  Punkten  eines  Weges  von  1  Fss.  Länge  zu  überwinden, 
isi  eine  Kraftquantität  von  1  Fss.-Pfd.,  und  jede  Ursache,  welche 
im  Stande  ist,  einen  Druck  von  p  Pfd.  auf  allen  Punkten  eines 
Weges  von  h  Fss.  Länge  zu  überwinden,  ist  eine  Kraftquantität 
von  p,h  Fss.-Pfd.  Denkt  man  einen  Körper  von  p  Pfd.  Gewicht, 
der  sich  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  v  lothrecht  nach  aufwärts 
bewegt,  so  wird  dieser  Körper  eine  gewisse  Höhe  h  erreichen, 
ebe  er  seine  Geschwindigkeit  ganz  verliert  und   in  Ruhe  kommt. 

Theil  XXV.  26 


394      Zernikow:    Der  Satz  vom  ParalMogramm  der  Kräfte, 

Diese  HJibe  h  ist  von  der  Anfangsgeschwiiidiglieit  «  ubö  von  der 
Verzögerung  für  jede  Selcunde,  g^   abhängig. 

Nach  bekannten  Gesetzen  für  die  gleichmSssig  verzögerte  Be- 
wegung hat  man: 

Die  Kraftquantität,  welche  an  der  Materie  des  Körpers  von  p  Pfd. 
Gewicht,  der  sich  mit  der  Geschwindigkeit  v  so  bewegt,  haftet, 
ist  daher  = 

p.k   Fusspfund; 
oder,    wenn   statt  h  der  Werth   s"    gesetzt  wird,  = 


3—    Fusspfund. 


P 
Wird  statt    —  die  Masse  des  Körpers,  m,  gesetzt,  so  erhält  man 

die  Kraftquantität 


mv^ 


Fusspfund. 


Da  es  gleichgiltig  ist,  ob  ein  Körper  mit  der  Geschwindigkeit 
V  sich  lothrecht  aufwärts  oder  sonst  nach  irgend  einer  Richtung 
hin  bewegt,  weil  man  jedesmal  die  Richtung  der  Bewegung  ohne 
Verlust  ftir  die  Geschwindlp^keit  verändern  kann,  so  ist  jeder 
Körper  von   der  Masse  m,    der  sich    mit  der  Geschwindigkeit  v 


mv^ 


bewegt,   als    im   Besitze    einer  Kraftquantität   von    -s—  Fss.-Pfd. 
anzusehen. 

Nach  Allem  diesen  hat  man,  wenn  g  die  Geschwindigkeit  be- 
zeichnet, welche  ein  Körper  von  der  Masse  m  unter  der  Einwir- 
kung der  Schwerkraft  in  der  Sekunde  gewinnt,  die  Intensität  der 
Schwerkraft  =g  Fuss;  der  Zug,  welchen  die  Schwerkraft  aus- 
übt,  =:7n.g  Pfund;    die  Kraftquantität,    welche    die  Schwerkraft 

in  der  Sekunde  erzeugt,  =:  — ?—  Fss.-Pfd. 

Grundsatz.  Kann  die  Massem  sich  nur  auf  der  unzerreiss- 
baren  geraden  Linie  Aß  (Taf.  IV.  Fig.  12.)  bewegen,  wirkt  recht- 
winklich  dazu  eine  Kraft  K,  so  wird  in  keinerlei  Richtung  Be- 
wegung erfolgen. 

Da  m  sich  in  der  Richtung  der  geraden  Linie  nicht  bewegt. 
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d.  i.  die  Geschwindigkeit  Null  erlangt,  so  ist  der  Druck  oder  Zng  (Tir 
diese  Richtung  ebenfalls  gleich  Null,  und  die  Kraftquantität,  welche 
an  m  in  der  Sekunde  übertragen  wird,   ist  ebenfalls  gleich   Null. 

Der  Satz  gilt  auch  umgekehrt :  Bewegt  sich  die  Masse  m  in 
Folge  der  Einwirkung  einer  Kraft  nicht,  so  muss  die  Richtung 
der  Kraft  zur  Richtung  der  geraden  Linie  rechtwinklich  sein. 

Hieraus  folgt:  Da  K  auf  die  Bewegung  der  Masse  m  in  der 
Richtung  der  Linie  AB  nicht  einwirkt,  so  muss  m  der  Einwirkung 
einer  anderen  Kraft  K' y  die  in  der  Richtung  von  AB  wirkt,  un- 
gehindert folgen,  gerade  so,  als  wenn  K  nicht  vorhanden  wäre; 
d.  i.  zwei  solche  rechtwinklich  zu  einander  wirkende  Kräfte  stu- 
ren sich  einander  nicht. 


Von  der  Zerlegung  der  Geschwindigkeit,    des  Druckes 
und  der  Kraftquantität  nach  zwei  auf  einander  normal 

stehenden   Richtungen. 

Es  ist  eine  gerade  Linie  AB  (Taf.  IV.  Fig.  13.)  gegeben,  und 
eine  Masse  m,  die  sich  nur  in  der  Richtung  von  AB  bewegen 
kann.  Eine  Kraft  K  wirkt,  unter  dem  Winkel  et  gegen  AB  geneigt, 
aof  die  Masse  m  ein.  Es  soll  die  Geschwindigkeit,  der  Druck, 
die  Kraftquantität  in  der  Richtung  AB  bestimmt  werden. 

Die  Intensität  der  Kraft  K  sei  =«7  Fuss.  Der  Druck  von  K 
aof  m  ist  =im.g  Pfd.     Das  Kraffquantum,    welches  AT  an  m  in 

einer  Sekunde  überträgt,   ist  =  -^  Fss.-Pfd.    Diese  drei  Werthe 
sind  immer  auf  die  Richtung  CE  der  wirkenden  Kraft  zu  beziehen. 

Die  Masse  m  kann  der  Kraft  K  nicht  ungehindert  folgen,  da- 
rum wird  die  Geschwindigkeit  g' ,  mit  welcher  die  Bewegung  auf 
der  Linie  Aß  erfolgt,  immer  geringer  sein  als  g.  Daher  kann 
man  die  Kraft  K  in  zwei  Theile  zerlegt  denken,  von  denen  der 
eine  allein  auf  Bewegung  in  der  Richtung  von  jiB ,  gerade  so 
wie  vorhin  angegeben,  wirkend,  der  andere  nicht  auf  Bewegung 
fSr  diese  Richtung  wirkend  angenommen  werden  muss.  Der  Theil 
von  Ky  der  nicht  auf  Bewegung  wirkt,  muss  rechtwinklich  zu 
AB  wirkend  angenommen  werden;  beide  Theile  stören  sich  gegen- 
seitig nicht. 

Sind  K!  und  K"  diese  Theile  von  K,   dann  hat  man 

I.    K^^K'^K", 

26* 
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Es  sei 

die  Intensität  für  K  =g*  Fuss, 

der  Druck  von  K'  auf  m  ^=^mg'  Pfund, 

j.    ivr    Ci,         *•*•*'      IL  f    in  der  Richtung 

die  Krnftquantitat,  welche  \  ° 


K'  an  m  in  d.  Sekunde 

abgiebt,  =^--  Fss.-Pfd. 


von  AB\ 


die  Intensität  von  K"         =zg"  Fuss,  \ 

der  Druck  von  K"  auf  wi  =wi^f'  Pfund,        i   •„  der  Richtung 

die  Kraftquantität,  welche  V    CD^  rechtwink- 

K"  an  m  in  d.  Sekunde  |       lieh  zu  AB, 

abgiebt,  =^f-  Fss.-Pfd.  / 

Der  für  die  Bewegung  auf  AB  verloren  gehende  Theil  von  AT, 
d.  i.  K",  muss  immer  so  wirkend  gedacht  werden,  dass  er  in  der 

Richtung  von   CD  eine  Quantität  Kraft  von  — ^^  Fss.-Pfd.  an  die 

Masse  m  in  einer  Sekunde  überträgt,  wenn  AB  nicht  vorhan- 
den  wäre,     gerade    so  wie   der   andere    Theil   K'    die  Quantität 

*^       in  der  Richtung  von  AB  erzeugt. 

Da  K=K'  +  K",  so  muss  die  Quantität  der  Wirkung  von  A' 
gleich  sein  der  Summe  der  Quantitäten  von  K'  und  K". 

Daher  hat  man: 

oder,    reducirt: 

IL    ff^=g'^  +  ff''^. 

Die  Geschwindigkeit  g'  ist  immer  abhängig  von  g  und  dem  Win- 
kel a,  die  Geschwindigkeit  g"  ht,  in  derselben  Weise,  ab- 
hängig von  g  und  dem  Winkel  ß. 

Man  kann  daher  setzen: 

unter  f  irgend   eine  Function   verstanden; 

ff"  =  fffiß) . 
unter  f  dieselbe  Function  verstanden. 
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Werden  diese  Werthe  in  IL  eingesetzt,  so  erhält  man: 


oder  reducirt: 


(a)  0?) 


1  =  /^  +  /^. 

(«)        (jS) 


Durch    diese   Gleichung   ist    die  Function  f  bestimmt;    denn  da 

«  +  /J  =  2'     ®®   ^"^'g*   l5  =  ö"^^-     Wird   dies  eingesetzt«    so  ent- 
steht : 

!=/(«)  +  /         . 

t<*fir  jeden  gegebenen  Fall  ist  a  bekannt,  darum  ist  die  Funktion 
f  in  dieser  Gleichung  allein  unbekannt.  Da  f  in  der  zweiten  Po- 
tenz vorkommt,  wird  man  zwei  Werthe  für  ^finden,  welche  die- 
ser Gleichung  Genüge  leisten.  Aus  der  Trigonometrie  ist  bekannt, 
dass  diese  beiden  Werthe  für  f  Cosinus  und  Sinus  sind.  Nimmt 
man  zu  der  Gleichung  noch  eine  zweite,  so  ergiebt  sich,  für  den 
Fall  a  =  0, 

folglich  ist 

Mir  Rücksicht  auf  diese   Bestimmung   bleibt  der  Cosinus   für  f 
allein  giltig. 

Darum  hat  dian : 

y  =  ^cosa,                             g"=zgcoaß, 
mg'  =  mg  cos  cc ,                       mg" = mg  cos  ß , 
mg'*^ mg^  cos  *a  mg"^ mg^  cos  ^ß , 

d.  i. :  aus  der  Geschwindigkeit  und  dem  Druck  für  eine  Richtung 
erhält  man  die  Geschwindigkeit  und  den  Druck  für  eine  andere 
Richtung,  wenn  man  mit  dem  Cosinus  des  eingeschlossenen  Win- 
kels multiplicirt;  die  Kraftquantität  wird  zerlegt,  wenn  man  mit 
dem  Quadrat  des  Cosinus  vom  eingeschlossenen  Winkel  multiplicirt. 

Zu  den  beiden  Gleichungen 
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und 


f    =1 

«0 


■••  t\ 


n 


lässt   sich    noch   fugen  f    =0;   denn  wenn  a=^    ist,    wird  die 

(?) 

Geschwindigkeit  der  Bewegung  für  diesen  Fall  gleich  Null.    Aus 

g'r=gf     =0 

folgt,   da  g  nicht  nothweudig  =0  ist: 

f     =0. 

(t) 

Diese  Gleichungen  ftihren  bei  Anwendung  der  Differentialrecb- 
nang  dahin,  dass  man  für  f  eine  Reihe  erhält,  welch«  der  Reihe 
für  den  Cosinus  entspricht. 

Wird  tlie  erste  Gleichung  nach  a  differentiirt,  so  erhält  maii' 

Unter  f  ist  der  erste  Üiflferentialquotient  zu   verstehen.     Uieraus 
folgt,    wenn  man  a=:0  setzt: 

f   r  =f    f  ■ 

I 

I 

Hieraus  folgt,  mit  Rücksicht  auf  die  beiden  anderen  Gleichungen: 


Alan  setze 


f  =0. 

(o) 


f  =11. 

(I) 


Aas  der  Figur  ist    ersichtlich,    dass    für  a=0  f    ein    Maximom 


(«) 


wird,  nämlich  =1.     Daher  hat  man  nach  den  Bestimmungen  über 
Maxinia : 


/    =1,     f  =0,     f"  =-. 

(0)  (o)  (O) 
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^    wfichst,  wenn  u  kleiner  wird,    und  fiillt«  wenn  a  grOsser  wird, 
lei  f  ist  es  umgekehrt.    Darum  ist  /'   stets  —  und  /' 

itets  +. 

Aus  f    ,f'  =i  f     .  f     lässt  sich  bilden : 


r  -  f 

Da  Zähler  und  Nenner  des  letzten  Quotienten  einzeln  gleich  Null 
»indy    60  folgt: 

f 

(t)       0 


1) 


ind    daher   auch : 


'i) 


r 

(0) 

0' 

f 

(0) 

0 

(t) 

Vird  zur  Bestimmung  der  Werthe  a    Zähler   und    Nenner    diffe- 

entiirt,  so  entsteht:  wenn  man  den  ersten  Quotienten  diflferentiirt 
ind  gleich  dem  zweiten  setzt,  dann  den  zweiten  so  diflferentiirt  und 
;leich  dem  ersten  setzt,  und  endlich  wenn  man  1)  und  2)  diflfe- 
entiirt  und  diese  Werthe  gleich  setzt,  nach  einander: 

r  f      r 

Va/  ___  (o)  (0)   _  \  ij      %  V2/  _    (0)   . 

fii   -^  fi    *        fii   —   f    *        f"  — '  f"    ' 

(O,  (.>)  (.)  («,  (0,  (.^ 

der,   wenn  man -die  Nenner  fortschaflTt: 

(I)  '"'  ^">    '"'   (I)  (I)  "*' ""   (I)  (1) 

^a  f'=0,    f     =n  ist,   so  muss  f    =0  sein. 
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Die  letzte  Gleichung  iat  daher  mit  der  f  .f  z=if    ,  f      syni- 

metrisch;  es  sind  hier  wie  dort  zwei  Factoren  gleich  Null.  In 
derselben  Weise  fortoperirend  wird  man  daher  zu  folgenden  Glei- 
chungen gelangen : 


und 


u.     s.     w. 


Man    findet    aus    der    ersten    Gleichung    der    Gruppe  I.,     da 

/'     =71,    f   =1  ist, 

.^,  <o) 

r  =  «^ 

(0) 

und  da  das  Vorzeichen   früher  bestimmt  war, 

/•"  =  -.««; 

aus    der  dritten  Gleichung   der  Gruppe  I.,     da  die  Factoren    der 

linken  Seite  die  Vorzeichen haben,  und  das  Vorzeichen  von 

/*'   =-f  ist,   das  Vorzeichen  von  f"    =  +. 

Man  findet  aus  der  ersten  Gleichung  der  Gruppe  II.  das  Vor- 
zeichen für  /'"  =  +;    aus   der    dritten   Gleichung  dieser  Gruppe 

das  Vorzeichen  für /"'"  =  — ^- -=  — ,  und  den  Werth  für /'"  =  0; 

QL)  +  (o) 

aus  d<'r  zweiten  Gleichung  dieser  Gruppe  f"  =w';  darum  ist  mit 

,  (I)     ■ 

Kücksicht    auf    das    Vorzeichen    f"'  =— n'. 

(I> 

Man  findet  aus  der  ersten  Gleichung  der  Gruppe  III.: 

fnii ^  ^^y . 

(0)  / 

(n) 


/ 
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odefi  ßr  f  aus  der  ersten  Gleichnng  der   Gruppe  1.  der  Werth 


(0) 


gesetzt : 


0») 


(AI  f 

r '  f..) 


(|) 

/TT  A 


i> 


r'\n)  ~" 


n^ 


U.       8.       W. 


Man  erhält,   so  fortfahrend ,    folgende  Reihe 


f 

(o) 


r 

(0) 


r 

(o) 


(o) 


=1, 


=  0, 


-»». 


=0, 


/•    =0, 

(I) 
(I) 

f"  =0, 


fiin 

(0) 


nS 


Wenn  man  f    nach  der  Maclau rin' sehen  Reihe  entwickelt. 


(«) 


ff* 


so  ist: 

f  =f  +ar  +  S  r +S  r + i»r' +-* 

(a)        (0)  (0)        -51  (0)        'JJ  (0)         4J  (o) 

oder 9    wenn  man  die  entwickelten  Werthe  setzt: 


/      — * ÖT"  + 

(a) 


2!    ^    4! 


■  •  •  •  5 


dies  Ist  die  Reihe   für  cos  (an). 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  n  hat  man,  da  f    =:cos(n.^)=0 
ist:   n  ist  eine  ungerade  ganze  Zahl.  (~) 


Da  g':=g  cos  (an)   ist,   entsteht,    wenn  «  =  « —  gesetzt  wird, 
g'  =zgcos^,  und  da  co8ö  =  0,  so  folgt  ^'=0.    Ist  aber  g'  =  0, 


402      Zernikow:    Der  Sat%  vom  ParaUelogramm  der  Kräfte, 

80  lässt  sich  schlieA^en,  der  Winkel  a,  welchen  die  Richtungen 
von  g'  und  g  einschiiessen,  niuss  ein  rechter  sein»  d.  i. 

2^  =  2>    oder  S^f    oder  5,^,.... 

Hieraus  folgt,  da  n  eine  positive  ungerade  ganze  Zahl  sein  muss, 

w  =  l. 

Daher  hat  man  f  =  cosa.    Das  ist  der  Satz. 

(«) 


Von    der    geometrischen    Behandlung    der    Statik^ 

Der  eben  bewiesene  Satz  von  der  Zerlegung  der  Druckwir- 
kungen ist,  wie  aus  der  Herleitung  erhellet,  von  dem  Satz  der 
Zerlegung  der  Geschwindigkeiten  gar  nicht  verschieden.  Wirken 
zwei  oder  mehrere  Kräfte  auf  dieselbe  Masse,  so  werden  ihre 
Druckwirkungen,  als  Producte  aus  Masse  mal  Beschleunigung 
aufgefasst,  sich  genau  so  wie  die  Beschleunigungen  verhalten. 
Da  die  Beschleunigungen  immer  durch  Linien  ausgedrückt  wer- 
den können,  so  lassen  sich  die  Druckwirkungen  von  Kräften,  die 
auf  dieselbe  Masse  wirken,  ebenfalls  durch  Linien  repräsen- 
tirt  denken:  dergestalt,  dass  Veränderungen,  welche  mit  diesen 
Linien  durchgeführt  werden,  sich  immer  als  Veränderungen  deu- 
ten lassen,  die  mit  den  Druckwirkungen  vorgenommen  sind,  und 
umgekehrt.  Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  die  Lösung  der  in  der 
Statik  vorkommenden  Aufgaben  in  geometrischer  Weise  ausge- 
führt werden  kann. 

Nach  dem  eben  gegebenen  Satze  wird  ein  Druck,  durch  eine 
Linie  dargestellt,  den  Druck  für  eine  andere  Richtung  liefern, 
wenn  man  mit  dem  Cosinus  des  eingeschlossenen  Winkels  multi- 
plicirt,  d.  i.  wenn  man  die  Projection  der  ersten  Linie  auf  die 
andere  nimmt. 

Der  eben  gegebene  Satz  wird  bei  jeder  Zerlegung  und  Re- 
duction  der  Druckwirkungen  auf  eine  andere  Richtung  angewen- 
det; aber  er  kann  auch  bei  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  ver- 
wendet werden  und  führt  unmittelbar  zu  dem  Satze: 


Vom    Parallelogramm    der   Kräfte. 

Bezeichnet  (Taf.  IV.  Fig.  14.)    a    die  Intensität  und  AB    die 
Richtung  einer  Kraft,  b  die  Intensität  und  AC  die  Richtung  einer 
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anderen  Kraft,  welche  beide  auf  die  Masse  m  im  Punkte  A  ein- 
wirken: dann  ist  die  Kichtung  und  Intensität  der  Mittelkraft  durch 
die  Diagonale  des  Parallelogramms  bestimmt,  welches  sich  aus 
den  gegebenen  Stöcken  bilden  lässt. 

Die  Masse  m  im  Punkte  A  wird,  in  Folge  der  Einwirkung 
beider  Krfifte,  weder  ganz  in  der  Kichtung  von  AB,  noch  ganz 
In  der  Richtung  von  AC  fortbewegt;  sie  wird  eine  mittlere  Rich- 
tung, etwa  die  AD,  einschlagen.  Wird  dies  zugegeben,  so  be- 
zeichnet AD  zugleich  die  Richtung  der  Mittelkraft.  Ist  AE  recht- 
winklich  zu  AD,  bezeichnet  man  die  Intensitiit  der  Mittelkraft  in 
der  Richtung  von  AD  mit  c,    zerlegt 

a  in  a'  und  a" , 

b   in  b'  und  //', 

die  auf  die  Richtungen  AE  und  AD  zu  beziehen  sind,  dann  hat 
man,  da  m  sich  von  A  aus  in  der  Richtung  von  AD  fortbewegen 
würde,    also  keine  Neigung   hat,    rechts  oder  links  abzuweichen: 

a'  =  b', 
und    ferner : 

c  =  a"  +  b". 
E8  ist 

€i'  =  a  cos  (R  —  /S)  =  «  sin  j3 ,     b'  =  b  cos  (R  —  «)  =  6sin  a ; 
a^^^acosß,  b"  =  bcosa, 

Wird  dies  eingesetzt,   so  entsteht: 

I.     asinß:=b8ina, 

11.     c=acosß-^-bco8a. 

Da  €c-\-ß  gegeben,  also  bekannt  ist,  so  wird  aus  der  Gleichung  1. 
sich  immer  der  Winkel  cc  und  ß  bestimmen  lassen,  und  dadurch 
wird  die  Richtung  der  Mittelkraft  bestimmt.  Kennt  man  durch 
diese  Operation  a  und  ß,  so  wird  durch  die  Gleichung  IL  die  In- 
tensität der  Mittelkraft  bestimmt,  und  somit  Alles,  was  in  Frage 
gezogen  werden  kann. 

Wird  AB  gleich  der  Intensität  a,  AC  gleich  der  Intensität  b, 
AD  gleich  der  Intensität  c  gemacht,  so  lässt  sich  nachweisen, 
daM  ABCD  ein  Parallelogramm  und  AD  dessen  Diagonale  ist. 
Denn  setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  1.  und  11.,  jso 
entsteht : 
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1)     AB.s\x\ß:=zAC,smai 
2)    AD  =  AB .cosß  ^  AC.coBu. 

Nimmt  man  die  Richtung  von  AD  der  Gleichung  1)  und  die 
Länge  von  AD  der  Gleichung  2)  gemäss  und  zieht  BD,  daon  er- 
hält man  au»  Dreieck  ABD: 

3)    AB. smß=:  BD.  6ma', 

4)    AD  =  AB. cosß^  BD. cosa'. 

Aus  ])  und 3)  folgt:  AC. sma  =  BD.sina'.  Aus  2)  und  4)  folgt: 
^Ceosa=  ßZ>.cosa'.     Durch  Division  erhält  man  hieraus: 

tango;=  tanga'» 
folglich 

durch  Substitution   dieser  Werthe  erhält  man: 

AC=BD. 

Da  die  Linien  AC  und  BD  gleich  und  wegen  «  =  &'  auch  pa- 
rallel sind,  so  ist  ABCD  ein  Parallelogramm  und  AD  dessen 
Diagonale.     Was  zu  beweisen  war. 

Wir  haben  die  Intensitäten  der  Kräfte  durch  die  Geschwin- 
digkeiten, welche  sie  in  der  Sekunde  erzeugen  (die  Beschleuni- 
gungen) ausgedrückt;  wenn  man  mit  m  multiplicirt,  so  erhält  man 
die  Druckwirkungen,  welche  bei  der  Zerlegung  und  Zusammen- 
setzung denselben  Gesetzen  unterworfen  sind. 


In  der  Mechanik  hat  man  es  nur  mit  den  Wirkungen  der 
Kräfte  zu  thun;  die  Ursachen  lässt  man  immer  ganz  unberück- 
sichtigt. Hierin  liegt  schon,  man  darf  irgend  eine  beliebige  Kraft 
als  Ursache  denken,  und  dies  haben  wir  hier  gethan,  indem  wir 
eine  Kraft  von  ganz  bestimmten  Eigenschaften  als  wirkende  Ur- 
sache annahmen.  Die  früher  bezeichnete  Beschränkung  ist  daher 
mehr  eine  genaue  Bestimmung,  die  dazu  dient,  den  Zusammen- 
hang von  Ursache  und  Wirkung  unausgesetzt  klar  übersehen  zu 
können.  Wird  daher  statt  der  Schwerkraft  eine  andere,  eine 
Dampf-,  Wasser-  oder  Windkraft  als  wirkende  Ursache  genom- 
men, dann  wird  bei  der  Zusammensetzung,  Zerlegung  und  Redac- 
tion  des  Druckes,  dej  Geschwindigkeit,  der  lebendigen  Kraft 
Nichts  durch  eine  solche  Voraussetzung  geändert. 
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Es  ist  bei  diesen  Kräften  bequemer  und  darum  gebräuchli- 
cher, unmittelbar  den  üruck,  welchen  sie  gegen  die  Flächenein- 
heit ausüben,    durch  Manometer   oder  Hydrometer  zu  bestimmen. 

Ist  P  der  Gesammtdruck,  m  die  Masse  des  in  Bewegung  zu 
setzenden  Körpers,  dünn  lässt  sich,  weil  P  Pfd.  immer  gleich 
P  Pfd.  sind,  indem  man  bloss  auf  die  Wirkung  Rücksicht  nimmt, 
eine  anziehende  Kraft  denken,  welche  denselben  Üruck  auf  die- 
selbe Masse  in  der  schon  bezeichneten  Weise  ausübt,  und  man  hat: 

P 

die  Intensität  dieser    Kraft         o=  — « 

^       tn 

ihren  Druck  =  P, 

die  Kraftquantität  per  Sekunde  =-^. 

Dies  sind  Werthe,  die,  wie  früher  gezeigt,  behandelt,  jede 
Zerlegung,  Zusammensetzung  und  Reduction  erlauben.  Ein  Druck 
wird  sich  daher  wie  jeder  Druck,  eine  Intensität  wie  jede  Inten- 
sität, und  eine  Kraftquantität  wie  jede  andere  Kraftquantität  be- 
handeln lassen. 

In  der  Statik  ist  fast  immer  nur  auf  die  Druckwirkungen, 
welche  durch  die  Einwirkungen  der  Kräfte  entstehen,  Rücksicht 
genommen,  immer  hat  man  nur  von  diesen,  als  von  den  einzigen 
Wirkungen  der  Kräfte  gesprochen,  und  hat  dies  so  weit  ausge- 
dehnt, dass  man  einen  Druck  Kraft  nannte  und  für  eine  Kraft 
nahm,  und  umgekehrt.  Nichts  rechtfertigt  eine  solche  Annahme 
oder  Bezeichnung,  d(*nn  bei  Körpern,  die  sich  unter  der  Einwir- 
kung von  Kräften  im  Gleichgewicht  befinden,  ist  ihre  Gesammt- 
wirkung  nach  Aussen,  ihr  Druck,  ihre  Geschwindigkeit  und  ihre 
lebendige  Kraft  gleichzeitig  Null. 

Die  hier  ausgeführte  Behandlung  steht  jener  Auffassung  nicht 
blos  deshalb  entgegen,  weil  hier  Druck  von  Kraft  stets  unter- 
schieden worden,  oder  deshalb,  weil  der  Druck  nicht  als  die  ein- 
zige Wirkung  einer  Kraft  bezeichnet  worden  ist,  sondern  haupt- 
sächlich deshalb,  weil  als  Krafteinheit  das  Fusspfund  und  nicht 
das  Pfund  angenommen  ist.  Die  Consequenzen,  die  aus  dieser 
Annahme  fliessen,  sind  vielleicht  nach  der  hier  verfolgten  Rich- 
toDg  hin  neu,  aber  die  Annahme  ist  alt.  Der  Satz  vom  Prinzip 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  beruht  in  der  That  auf  der  An- 
nahme, dass  die  Krafteinheit  das  Fusspfund  sei,  und  lässt  sich  am 
Einfachsten  beweisen,    indem  man  dies  zugiebt. 
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Das  Princip  der  yirtuellen  Geschwindigkeiten  und  die 
allgemeinen  Bedingungsgleichungen  der  Ruhe  und  der 

Bewegung. 


Von    ' 

dein   Herausgeber. 


Das  Princip   der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 

§.  1. 

Wenn  an  einem  beliebigen  Punkte  A  im  Räume  nach  drei 
von  demselben  ausstehenden,  nicht  in  einer  Ebene  liegenden 
Richtungen  AX,  AY,  AZ ,  welche  die  180^  nicht  übersteigenden 
Winkel  ÄAY,  YAZ,  ZAÄ  mit  einander  einschliessen,  drei  Kräfte 
P,  Q,  R  wirken,  so  kann  zwischen  diesen  drei  Kräften,  iosofern 
sie  nicht  sämmtüch  verschwinden ,  niemals  Gleichgewicht  Statt 
finden,  oder,  wie  man  dies  auch  allenfalls  ausdrücken  kann,  die- 
selben können  nur  dann  im  Gleichgewichte  sein,  wenn  P=0, 
0=0,  /2=0  ist. 

Denn  verschwände  auch  nur  /eine  dieser  drei  Kräfte  nicht,  so 
würde  man  dieselben,  wie  mittelst  des  Satzes  von  dem  Parallelo- 
gramme der  Kräfte  auf  der  Stelle  erhellet,  immer  auf  eine  nicht 
verschwindende  Resultirende  zurückfuhren  können,  und  dieselben 
wdrden  also  nicht  im  Gleichgewichte  sein,  wie  doch,  insofern  wir 
den  letzten  obigen  Ausdruck  unsers  Satzes  festhalten ,  vorausge- 
setzt wurde. 
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Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  darcb  einen  beliebigen  Punkt 
I  im  Räume  drei  auf  einander  senkrecbt  stehende  Azen  der  j?, 
,  z  gelegt  seien,  von  denen  einer  jeden  ein  positiver  und  ein  ne- 
ativer  Theil  beigelegt  wird.  Ferner  sollen  an  dem  Punkte  A  drei 
Tafte  wirken,  deren  Richtungen  entweder  mit  den  positiven  oder 
egativen  Tbeile  der  drei  Axen  zusammenfaüen ,  die  im  ersten 
die  selbst  als  positiv,  im  zweiten  Falle  als  negativ  betrachtet, 
nd  mit  Rucksicht  hierauf  durch  jP,  Q,  R  bezeichnet  werden  sollen, 
»t  dann  )$  die  Resultirende  dieser  drei  Kräfte,  welche  wir  stets 
Is  positiv  oder  vielmehr  absolut  auffassen,  und  nehmen  wir  an, 
ass  die  Richtung  derselben  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen 
er  »r,  y,  z  respective  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  q>y 
,  %  einschliesst,  so  kann  man  die  Kraft  H  bekanntlich  immer 
»ch  den  Axen  der  a:,  y,  z  in  drei  Kräfte  oder  Coniposanten  zer- 
igen, deren  auch  die  Vorzeichen  dieser  Composanten  gehörig  be- 
icksichtigende  analytische  Ausdrücke  offenbar  in  völliger  Allge- 
einheit  Itcosg),  Itcosi/;,  Bcos%  sind.  Da  nun  ferner  offenbar 
-Jtcosg),  — ttcosi/^,  — 1icos%  die  nach  den  Axen  der  x,  y,  x 
snommenen  Composanten  der  Aequipollenten  der  drei  Kräfte  P, 
^  R  sind,  so  sind  die  sechs  Kräfte  P,  Q,  R  und  —  Mcosg), 
-ttcosi^,  — ttcos;^  unter  einander  im  Gleichgewichte.  Diese  sechs 
räfte  können  aber,  wie  sich  von  selbst  versteht,  auf  die  drei 
ich  in  den  Axen  der  x,  y,  z  wirkenden  Kräfte  P — Ucos^, 
I— Bcost/;,  Ä —  M cos 5j  zurückgeführt  werden,  welche  drei  Kräfte 
Iglich  auch  unter  einander  im  Gleichgewichte  sind.  Daher  ist 
ich  dem  oben  bewiesenen  Satze: 

P— Mcosg)=0,     O--»cosi/;  =  0,     Ä-Mcos3C=0; 

Iglich  immer 

ltco89)  =  P,     Mcost/;  =  ö,     Mco8%=zR; 

^ei  Relationen,  von  denen  wir  sogleich  im  folgenden  Paragraphen 
eiteren  Gebrauch  machen  werden. 


§.  2. 

Auf  einen  beliebigen  Punkt  A  im   Räume  mögen  jetzt  nach 
iliebigen  Richtungen  hin  beliebige  Kräfte 

rken.    Von   dem  Punkte  A  aus   denken   wir  uns  eine  beliebige 
rade   Linie   AB   gezogen,   schneiden    auf  derselben    von    dem 
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Punkte  A  an  ein  beliebiges  Stück  ^^  ab,  und  fallen  von  dem 
Punkte  M  auf  die  Hichtungen  der  Kräfte 

oder  auf  die  Verlängerungen  diesem  Richtungen  über  den  Punkt 
A  hinaus  die  Perpendikel 

MIS,  MNi,  MJS^,  MN.^,  JiiV^,....; 

so  werden  die  Fusspunkte  dieser  Perpendikel  auf  den  geraden 
Linien,  in  denen  die  in  Rede  stehenden  Kräfte  nirken,  von  dem 
Punkte  A  an  gewisse  Stücke 

ANy  AN^,  AJS^,  AN^,  AN^,.... 

abschneiden,  welche  wir  als  positiv  oder  negativ  betrachten,  je- 
nachdem  sie  auf  den  Richtungen  der  entsprechenden  Krädte  selbst, 
oder  auf  deren  Verlängerun£;en  über  den  Punkt  A  hinaus  liegen, 
und  mit  Rücksicht  hierauf  die  Projectionen  der  lAme  AM  auf  den 
Richtungen  der  Kräfte  nennen,  und  durch 

P9  Pl9    P^y    P39    P^y 

bezeichnen  wollen. 

Durch  den  Punkt  A  als  Anfangspunkt  legen  wir  nun  drei  auf 
einander  senkrecht  stehende  Axen  der  x,  y,  z,  und  bezeichnen 
die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  die  Richtungen 
der  Kräfte 

mit  den  positiven  Theiien  dieser  Axen  einschliessen,  respective 
durch 

a,  ß»  y;   «!>  ft,  n;    <^2>  ß^y  y<i\   «3»  /?3»  y»;«--- 

Zerlegen  wir  dann  jede  Kraft  nach  den  drei  angenommenen 
Axen  in  drei  Coniposanten ,  so  sind  die  analytischen  Ausdrücke 
der  in  der  Axe  der  x  wirkenden  Coniposanten: 

Pcosot,     Picos«!,     P2^^*^*^25     /'s  coscfa,....; 

die  analytischen  Ausdrücke  der  in  der  Axe  der  y  wirkenden  Coni- 
posanten sind: 

Pcosß,     /'iCosjSi,     P^cosß»^,     Pscos/^a,.. . .; 

und  eben  so  sind  endlich  die  analytischen  Ausdrücke  der  in  der 
Axe  der  z  wirkenden  Composanten: 

Pcosy,     Picosy, ,    P^cosy^,     Pgcosyg,...* 
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Hiemadk  lassen  sich  also  die  Kr&fte 

auf  die  drei  in  den  Axen  der  x,  y,  i  wirkenden  Kräfte 
Pcosa  +  Pi  coscfi  +  ^2^06^2+  Pscosa,  +  ...., 
Peos/5+PiCos/5i  +  Paeo8/5a+ /^s  cos /?8 +...., 
Pcosy  +  Pi  cosyi  +  P^^otky^-^- P^a^wiy^  +  .... 

■srickfiihren ;  und  bezeichnen  wir  nun  die  Resuitirendie  der  Krifta 

■  *  *i *  Pa »    P3 >   *  4 > •  •  •  • 

durch  i2>  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  aber^  welche  die 
Richtung  dieser  Resultirenden  mit  den  positiven  Theilen  der  drei 
Axen  einschliesst,  durch  9,  1/;,  %,  so  hab'en  wir  nach  dem,  was 
in  §.  1.  bewiesen  worden  ist«  offenbar  die  drei  folgenden  Glei- 
chungen: 

£eos9=sPco8a-f  Picostti  -f  Pa^^^^^  +  Ps  cos  «3+  ...., 
£cos^=:Pcosj?4-PxCos/?i  +  PaCos/J^-fPsCos/^s  +.. .., 
ß^eos^csPcosy  +PiCosyi  +P2C0syj+P3C08y3  + 

Augenscheinlich  ist  es  nun  verstattet,  den  positiven  Theil  ir- 
gend einer  der  drei  Axen  mit  der  aus  dem  Obigen  bekannten 
tiioie  Aß  2usammenfailen  zu  lassen.  Wählen  wir  dazu  etwa  die 
Axe  der  x^  so  haben  wir  von  jetzt  an  nur  noch  die  Gleichung 

12  cos  9  =  Pcos  «  +  Pi  cos  «1  +  P2  cos  «2  +  Ps  cos  «3  + . . . . 

zu  betrachten. 

Multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  der  Linie  AM^  welche 
wir  von  jetzt  an  der  Kürze  wegen  durch  h  bezeichnen  wollen,  so 
erhalten  wir  die  Gleichung: 

4S  ff  £  C0S9=  P.  X  cosfx  4- Pi .  Z^  cosATi  4- Pa  •  i>  co(M(2 -f  Pa  • /^  cosa^ -f  •  •  •' 

Weil  nun  aber  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 

pz=zLcosa,    j9i=IiC0sa|,    j92=-^cosa2,    p^=Lcosa^f,... 

und,  wenn  wir  die  mit  ihrem  gehurigen  Vorzeichen  genommene 
Projection  der  Linie  AM  oder  L  auf  der  Linie,  in  welcher  die 
Kraft  R  wirkt,  durch  r  bezeichnen, 

r3=X(Dos(p 

Thtil  XXV.  27 
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ist;  so  erhält  die  obige  Gleichung,  weno  man  in  dieselbe  diese 
Grossen  einföhrt,  die  Gestalt: 

weiche  Gleichung  offenbar  für  jede  Lage  und  Grosse  der  durch 
L  bezeich netien  Linie  gilt.  Hieraus  lässt  sich  jetzt  Folgendes 
schliessen. 

Wenn  der  Punkt  A  ein  völlig  freier  Punkt  ist  und  sich  in 
Ruhe  befindet^  d.  h.  in  diesem  Falle,  wenn  die  an  dem  Punkte  A 
wirkenden  Kräfte  unter  einander  im  Gleichgewichte  sind,  so  miiss 
jR=0,  also  nach  dem  Obigen  fiir  jede  Lage  und  Grosse  der 
Linie  L 

sein. 

Wenn  der  Punkt  A  genöthigt  ist,  auf  einer  Fläche  zu  bleiben, 
und  sich  in  Ruhe  befindet,  so  muss  offenbar  jederzeit  die  Rich- 
tung der  Kraft  R  auf  dieser  Fläche  senkrecht  stehen,  wenn  diese 
Kraft  nicht  verschwindet.  Nimmt  man  nun^  was  offenbar  verstat- 
tet ist,  die  Linie  L  in  der  die  in  Rede  stehende  Fläche  in  dem 
Punkte  A  beröhrenden  Ebene  an,  so  ist  jederzeit  risO»  und  folg- 
lich nach  dem  Obigen  wieder 

wenn  man  nur,  wie  gesagt,  die  Linie  L  riicksichtlich  ihrer  Lage, 
wobei  ihre  Grösse  ganz  willkührlich  ist,  auf  die  angegebene  Weise 
annimmt. 

Wenn  der  Punkt  A  auf  einer  Linie  zu  bleiben  genöthigt  ist 
und  sich  in  Ruhe  befindet,  so  ergiebt  sich  durch  ein  ganz  ähnli- 
ches Raisonnement  wie  vorher,  dass  auch  in  diesem  Falle 

/>+APi+/\P2+/'3P3  +  /\/?4+      •    =0 

ist,  wenn  man  nur  die  übrigens  beliebig  lange  Linie  L  in  der,  die 
in  Rede  stehende  Linie  oder  Curve  in  dem  Punkte  A  berührenden 
Geraden  annimmt. 


§.  3. 

Wir  denken  uns  jetzt  ein  System  von  Punkten 

Ai  9  A^ ,  A^ ,  A^, . . . . , 
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irelehe  in  einer  solchen  Verbindung  unter  einander  stehen,  dass 
eine  gegenseitige  Wirkung  dieser  Punkte,  oder  vielmehr  der  an 
denselben  wirkenden  Kräfte,  deren  Resuitirende  für  die  einzelnen 
Punkte  wir  der  Reihe  nach  durch 

bezeichnen  wollen,  auf  einander  möglich  ist.  Die  Coordinaten 
dieser  Punkte  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordi- 
natensystem  sollen  respective  durch 

^1*  yi>  H\  ^2*  y^>  H\   ^3»  ys>  h\  ^4>  y*»  Wy^ 

bezeichnet  werden. 

Giebt  man  diesem  Systeme,  welches  wir  als  ursprQnglich  in 
Ruhe  sich  befindend  annehmen,  eine  unendlich  kleine  Drehung» 
die  an  sich  völlig  willkiihrlich  ist,  jedoch  mit  den  Bedingungen, 
denen  das  System  unterworfen  worden  ist,  vereinbar  und  insofern 
möglich  sein  muss,  so  nennt  man  die  unendlich  kleinen  geraden 
Linien,  welche  die  primitiven  und  secundären  Oerter  der  einzelnen 
Punkte  des  Systems  mit  einander  verbinden,  die  virtuellen 
Geschwindigkeiten  dieser  Punkte. 

Wenn  Punkte  des  Systems  auf  Flächen  oder  Linien  zu  bleiben 
genuthigt  sind,  so  werden  deren  virtuelle  Geschwindigkeiten  offenbar 
mit  desto  grösserer  Genauigkeit  in  die  diese  Flächen  oder  Linien  in 
den  in  Rede  stehenden  Punkten  berührenden  Ebenen  oder  geraden 
Linien  hinein  fallen,  je  kleiner  die  dem  Systeme  gegebene  Dre- 
hung ist,  eine  Bemerkung,  welche  man  im  Folgenden  stets  wohl 
vor  Augen  behalten  muss. 

Die  Projectionen  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  der  Punkte 

•"i  f  ^a  >  ^8 »  -"4  >  •  •  •  • 
auf  den  Richtungsünien  der  an  denselben  wirkenden  Kräfte 

wollen  wir  mit  Rücksicht  auf  die  in  dem  vorhergehenden  Paragra- 
phen gegebenen  Bestimmungen  respective  durch 

P\^  /^a»  P3>  /^45  — 

bezeichnen. 

Fassen  wir  nun  allgemein  zwei  beliebige  Punkte  des  Systems, 
die  durch  Am  und  An  bezeichnet  werden  mögen,  in's  Auge,  so 
soll  die  Wirkung,  welche  auf  den  Punkt  Am  der  Punkt  An  ausübt, 

27* 
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darch  fFm,«»  atso  auf  ähnliche  Art  die  Wirkung,  welche  aaf  den 
Punkt  An  der  Punkt  Am  ausübt,  durch  Wn^m  bezeichnet  werden. 
Die  Prnjertion  der  virtuellen  Geschwindigkeit  des  Punktes  Am 
auf  der  Richtnngslinie  der  Kraft  Wm,n  wollen  wir  durch  tom^m  und 
ehen  so  die  Projectinn  der  virtuellen  Geschwindigkeit  des  Punktes 
An  auf  der  Richtutigsliilie  der  Kraft  Wn^m  durch  Wn,m  bezeichnen. 

Die  beiden  Kräfte  Wm^n  und  Wn^m  kann  man  sieh  als  zwei 
in  der  die  Punkte  Am  und  An  verbindenden  geraden  Linie  herr- 
schende Spannungen  vorstellen,  welche  nothwendig  einander  gleich 
und  entgegengesetzt  sein  müssen ,  weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall 
wäre,  das  System  offenbar  nicht  in  völliger  Ruhe  sein  könnte,  wie 
doch  vorausgesetzt  wurde.  Zugleich  wird  es  dabei  offenbar  immer 
▼erstattet  sein,  die  Wirkung  Wmyn  von  An  auf  Am  als  in  der 
Linie  Am  An  von  Am  nach  An^  die  Wirkung  Wn,m  von  Am  auf  2I« 
als  in  der  Linie  Am  An  von  An  nach  Am  hin  gerichtet  anzunebmeny 
wobei  immer 

rVm,n'^^  rVn,m 

ist»  welche  Gleichung  bald  nachher  weitere  Anwendung  finden  wird. 
Weil  nun  jeder  der  Punkte 

unsers  Systems  für  sich  in  Ruhe  ist,  so  haben  wir,  die  vorher  ein- 
geführten Bezeichnungen  in  Anwendung  bringend,  nach  dem  vor- 
hergehenden Paragraphen  die  folgenden,  mit  desto  grösserer  Ge- 
nauigkeit, je  kleiner  die  dem  Systeme  gegebene  Drehung  ist,  gel- 
tenden Gleichungen: 

PiPi  +  W^i»aWi,a+  W^i,3ir,,s  +  IFi,4W?„4+  IFi,6irirt  +  ....=0, 
P2P2  +  W2,iW2n  +  TFa,3ti?2,3  +  W  2,41172.4  +  ^^2^5^2,5  + . . . .  =0, 

PzPz  +  M^3»1«^3>1  +  W^SJatt's^a  +  W^8»4W8,4  +  W'3,5tC3,6  + . . .  .=0, 
P4P4  +  »^4,1  W?4,i  +  ^4,2^4,2  +  W^4»S«'4»3  +  W^4»ö«'4»6  +  •  •  •  •  =0, 

u.    s.    w. 

alsö,  wenn  man  diese  Gleichungen  sämmtlich  zu  einander  addirt, 
und  dabei  die  aus  dem  Vorhergehenden  bekannte,  allgemein  gül- 
tige Gleichung 

rVm,n  ^  rVn^m 

Überall  gehMg  berüeksiehtigt,  die  folgende  Gfeicbang,  deren  Fort- 
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•elireitaDgfigesetz  in  ihren  einzelnen  Gliedern  sogleich  von  «elbst 
in  die  Aagen  fallen  wird: 


\ 


=  0, 


PiPi  +^a;^»  +  ^8P8  +  ^4P4+''6Pft  +  .  .. 
U.      8.      W. 

+  TFa,4(ira>4  +  «^4»«) 
+  Jra,ft(toa,6  +  ««^6»«) 

U.      8.      W. 

+  W^8»4(«^»4  +  «^4»8) 

+  W^8»6(«^3>4+«?ft»8) 
U.      8.      W. 

+  W^4»5(W4.6  +  W6>4) 
U.      8.      W. 
U.      8.      W. 


Dass  auch  diese  Gleichung  nur  mit  desto  grosserer  Genauig* 
keit  gilt,  je  kleiner  die  dem  Systeme  gegebene  Drehung  ist,  ver- 
steht sich  nach  dem  Obigen  von  selbst. 

Weil  jede  Bewegung  in  einer  bestimmten  Zeit  vor  sich  geht, 
60  wird  man  auch  bei  der  unserem  Systeme  gegebenen  unendlich 
kleinen  Drehung  die  Vorstellung  der  Zeit,  in  welcher  dieselbe 
vor  sich  gegangen  ist,  nicht  von  sich  abzuweisen  im  Stande  sein. 
Wir  wollen  daher  jetzt  die  Coordinaten  eines  jeden  Punktes  unsers 
Systems  in  einer  bestimmten  Lage  desselben  im  Räume  als  Functionen 
der  Zeit  betrachten,  welcher  diese  Lage  unsers  Punktes  im  Räume 
entspricht;  und  bezeichnen  wir  nun  durch  t  die  Zeit,  deren  End- 
punkte der  Anfang  der  unserem  ursprünglich  in  Ruhe  befindlichen 
Systeme  gegebenen  Drehung  entspricht,  so  werden  wir  überhaupt 
die  Coordinaten  Xm,  ym,  Zm  <\es  Punktes  Am  als  Functionen  von 
t  zu  betrachten  haben;  wenn  aber  ferner  Jt  die  Zeit  bezeichnet, 
während  welcher  die  dem  Systeme  ertheilte  Drehung  vor  sich 
ging,  80  werden  Xm+ ^a:mf  ym+^dym,  tm  +  ^Zm  die  Coordinatea 
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des  Punktes  im  Räume  sein,  welchen  am  Ende  der  Zeit  t-{'di 
der  Punkt  Am  des  Systems  einnimmt.  Bezeichnen  wir  nun  die 
Entfernung  der  Punkte  Am  und  An  des  Systems  von  einander 
durch  Em,n  oder,  was  hier  dasselbe  ist,  durch  En,mf  das  von  dem 
durch  die  Coordinaten  Xm-i-Axm,  ym  {■  -^yrrn  21»+  Azm  bestimmten 
Punkte  auf  die  Verbindungslinie  der  Punkte  Am  und  An  bei  der 
urspriinsrlichen  Lage  des  Systems  gefällte  Perpendikel  aber  durch 
o,  so  erhellet  mittelst  einer  sehr  einfachen  geometrischen  Be- 
trachtung, deren  Anstellung  füglich  dem  Leser  anbeim  gestellt 
bleiben  kann,  auf  der  Stelle,  dass  mii  desto  grösserer  Genauigkeit^ 
je  kleiner  die  dem  Systeme  ertheilte  Drehung  ist,  sonst  aber  in 
völliger  Allgemeinheit,  \ 

Ernyii  —  trm,fi 
=  yfioCm  +  ^Xm  —  Xn)^  +  {ym  +  ^ym  —  yn)*  +  («m  +  ^Zm  —  «n)*-—  Ö* 

oder 

—  WnifH 
=  STiXm  +  Axm-Xn)^  +  (^m  +  Aym  -  yn)^^r{^^  +  AZm  —  2n)*— 5*— £m,n , 

also  auch 

M?m,n 


At 


_  VT^m  +  AXm  —  Xn)^  +  (ym  +  Aym  —  yn)^+(Zm  +  AZm  —  Zn)^-  (0^—  Em,  n 

""  '  At 

ist. 

Lässt  man  nun  At  sich  der  Null  nahern ,  lässt  man  also  die 
dem  Systeme  ertheilte  Drehung  immer  kleiner  und  kleiner  werden, 
so  ergiebt  sich  hieraus,  mit  Hülfe  einer  bekannten  Bezeichnung, 
die  folgende  in  aller  Strenge  gültige  Gränzengleichung: 

—  Lim 


At 


j  .      V  (^Vm+-^:Vm—X„)^  +  (ym\-Aym-yn)^-\-(^m+A2m—2n)^-'(>ü^-Em,n 

:^y,,,n -j-^ , 

bei  welcher,  wie  bei  allen  späterhin  noch  vorkommenden  Gränzen- 
gleichungen,  man  sich  immer  vorzustellen  hat,  dass  At  sich  der 
Null  nähere,  was  hier  ein  für  alle  Mal  bemerkt  wird. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 


I 
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so  ist  pacb  dem  Vorbergebenden 


— Lim  -—rr- = Lim 


V^'^-ö« -£;„.„ 


dt       M 

oder 

-Lim^~^  =iLim I V^im^_/ . 

Da  wir  nun  die  Drehung  des  Systems,  also  auch  c5,  beliebig  klein 
annebmen  können,  so  wird  sieb  immer  voraussetzen  lassen,  dass 
der  Brueb  unter  dem  Wurzelzeichen  kleiner  als  die  Einheit  ist« 
and  wir  werden  uns  also  die  Wurzelgrösse  nach  dem  Binomischen 
Lehrsätze  jederzeit  in  eine  convergirende  Reihe  entwickelt  denken 
können.     Setzen  wir  demzufolge 


V^'-(jSr)=>-:^.;i«> 


60  wird  Sl  offenbar  in  allen  Gliedern  tö  als  Factor  enthalten,  und 
also,  immer  die  Convergenz  der  Reihe  festgehalten,  eine  Grösse 
sein,  welche  für  c5  =  0  verschwindet,  oder  sich  vielmehr,  wenn  o 
sieb  der  Null  nähert,  gleichfalls  der  Null  nähert.  Nach  dem  Obi- 
gen ist  nun,  alles  Dieses  vorausgesetzt, 

—  Lim — 77~==Lim 


Jt  AI 


oder 


—  Lim  —TT-  =  Lim tt 


also 


—  Lim— -r7-=Lim —-r: LimÄ.Lim--T. 

dt  dt  dt 


Weil  nun,  wenn  dt  sich  der  Null  nähert,   auch  o  sieb  der  Null 
nähert,  so  ist  nach  dem  Obigen 

LimÄ=0, 

und  folglich,  insofern  --r.  sich  einer  endlichen  Gränze  nähert,  wenn 

dt  sich  der  Null  nähert,  d.  h.  nicht  in's  Unendliche  wächst,  wenn 
dt  sich  der  Null  nähert,   auch 
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0 

Lim  Sl ,  Lim  -7;  =  0. 

Dieser  Schluss  wird  freilich  nicht  gerechtfertigt  sein»  wenn 
—  in's  Unendliche  i^ächst,   indem  Jt  sich  der  Null   nähert.    Ob 

dies  der  Fall  ist,  i%ird  sich  bei  der  grossen  Allgemeinheit  dieser 
Betrachtungen  natfirlich  niemals  entscheiden  lassen,  und  es  scheint 
in  der  That  gerade  dieser  Punkt  eine  schirache  Stelle  der  vorlie- 
genden  Betrachtungen    zu   sein  *).    Indess   lässt    sich   allerdings 


*)  Poldson,  dem  die  in  dieser  Abhandlong  gegebene  Dantellottg 
den  ^Inclps  der  virtuellen  Oeachwindigkeiten  nachgebildet  ivC,  ohne 
dabei  jedocil  «uf  alle  Eigen thumlichkeit  so  Terzichten,  tagt  Im  TraitA 
de  Mt^caniqne.  Tome  I.  Parii  1811.  p.  247.'  an  der  hierher  g«' 
hurenden  Stelle:  „en  n^gligeant  le  carr^  IMI*,  qai  est  inünemeDt  pctit 
du  second  ordre,"  wo  na  mit  unserm  obigen  (3  übereinstimmt,  eine^ 
Schlussweise,  die  nach  unseren  Ansichten  über  diese  Dinge  freilich  nicht 
so  geradezu  und  ohne  Weiteres  zu  billigen  ist,  und  die  wir  daher  auch 
im  Obigen  uns  nicht  erlaubt  haben,  indem  wir  vielmehr  bestrebt  gewe- 
sen sind,  äbenill  anf  strenge  Gränzen- Betrachtungen  zdröck  zu  gehen. 
Der  oben  im  Texte  bernhrte  Umstand  macht  sich  aber  eigentlich  M 
allen  ganz  allgemeinen  Betrachtungen  der  DifferentialrechnBng  geltem^, 
nnd  wird  sehr  mit  Unrecht  von  den  meisten  Schriftsteltem  über  dies« 
Wissenschaft  ganz  vernachlässigt,  nur  von  sehr  wenigen  in  gebührender 
Weise  hervorgehoben ,  wie  es  insbesondere  in  für  Anfänger  bestimmten 
Lehrbüchern  unbedingt  erforderlich  ist.  Nehmen  wir  nur  z.  B.  einmal 
die  bekannte  Elementarformel  der  Differentialrechnung 

wo  bekanntlich  p,  q  als  Functionen  von  x  zu  betrachten  sind.     Der  Be- 
weis dieser  Formel  ist  folgender.     Nach  der  Differenzenrechnung  ist 


also 


utid  folgMch 


ed*f 


/^.pq—{p  +  /ip)(q  +  Aq)^pq, 


A .  /?^=  qAp  +pJq  +  JpJg, 
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sagen,  dass  der  in  Rede  stehende  Fall,  wenn  nämlich^  in's  Un- 

endliche  wächst,  wenn  M  sich  der  Null  nähert,   doch  immer  nur 
als  ein  bei-  der  besonderen    dem  Systeme  gegebenen  unendlich 


ilso,  wem  man,  Jx  suJi  der  ^llli  nahern  lassend,  211  den  Grämen 
übergeht: 

Lim —7-^  =  ^  Lim     '   +pLim-j^+LimJp,him -~- 

« 

•der 

.     J.pq  Jp  Jq  jdp 

Schliessen  wir  nun  unsere  fernere  Betrachtung  nur  an  die  erste  dieser 
beiden  Formeln  an,  so  ist  natürlich,  die  Stetigkeit  der  Functionen  überall 
▼orausgesetzt)  Lim^/'=0,  und  folglich  auch 

Lim^p .  Lim-jr^=:0, 

insofern  sich  nämlich,  wenn  Jx  sich  der  Null  nähert,  — -  einer  endlichen 

Jx 

Grättze  nähert  und  nicht  etwa  in's  Unendliche  wächst,  d.  h.  nach  den 
Begriffen  der  Differentialrechnung,  insofern  es  einen  endlichen  YÖUig  be- 
stimmten^ Differentialquotienten  von  g  in  Bezug  auf  X  als  veränderliche 
Grösse  wirklich  giebt.    Dies  vorausgesetzt,  ist  also  nach  dem  Obigen 

.     /I.pq  Jp         , .    ^q 

^'"^-ü^  =9^""^  ^P^'"^!^' 

und  folglich,  weil  nach  den  Begriffen  der  Differentialrechnung 

*^'^*"7i: — ö~>     um  —r-=  K^  9     Lim-— j —  =  ""^ — 
Jx      ox  Ax      ex  Ax         ox 


ist: 


d.pq Sp         dq 


welches  die  obige  Fundamentalforrael  der  Differentialrechnung  zur  Diffe- 
rentiatien  eines  Preducis  ist  Man  sieht,  dass  diese  ganze  Betrachtung  nur 
unter  der  Voraussetzung  gilt,  dass  es.  um  in  den  Ausdruckender  Diffential- 
rechnuBg  su  reden,  einen  endlichen  völlig  bestimmten  Differentialqnotienten 
v^B^',  «nd  ebenso  auch  von/?,  d.h.  endliche  völlig  bestimmte  Gränzen,  denen 

-j-  und  ---  sich  nähern,  wenn  Jx  sich  der  Null  nähert,  wirklich  giebt. 
JSD  AX 

Und  etwa  behanpten  oder  beweisen,  wohl  gar  als  sich  von  selbst  verste- 
hend annehmen  zu  wollen,  dass  es  für  jede  Function  einen  Differential- 
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kleinen  Drehung  eintretender  Ausnahmefall  zu  betrachten  seira 
würde;  und  da  die  Art  dieser  Drehung  an  sich  ganz  wiiikührlicti^ 
ist«  indem  dieselbe  nur  mit  den  Bedingungen^  welchen  das  Syst 
unterworfen  worden  ist,  vereinbar  und  in  Folge  derselben  möglic 
sein  soll^  so  wird  sich  die  Drehung  im  Allgemeinen  immer  so  an — 
geordnet  denken  lassen,  dass  der  in  Rede  stehende  AusnahmefaH 
nicht  eintritt,  und  dass  man  also  immer 

Lira  Sl .  Lim  -^'^zrzO 

» 

zu  setzen,  sich  wird  berechtigt  halten  dürfen,  woraus  dann  weitem 
nach  dem  Obigen 

-^'™-7r=*^*™ — M — 

folgt,  wo 
und 


E'm,n  =  yTiXm  +  ^Xm  —  Xn)^  +  iym  +  -^^m—  ^n)^  +  {im  +  ^Zm  —2«)* 

ist. 

Bezeichnen  wir  nun  der  Kürze  wegen  den  Differentialquotienten 
der  Grösse 

insofern  in  derselben  bloss  die  Grössen  Xm^ym^^m  als  veränderlich 
betrachtet  werden,  durch 

VmEfn,n 

so  ist,  weil 

E'myn—Em,n=  V(^m  +^Xm —Xn)^+(ym  +^,ym  — yn)^+(rm  +  ^2m  — 2n)* 
-V(Xm  —  Xn)^  +  (ym-yn)^  +  (Zm—Zn)^ 


qiiotienten  nothwendig  wirklich  geben  müsse,  wie  wohl  früher  hin  und 
wieder  geschehen  ist:  das  wird  doch  wohl,  insofern  die  betreffende 
Function  nicht  gewissen  besondern  Bedingungen  unter- 
worfen wird,  schwerlich  heut  zu  Tage  einem  Mathematiker  noch 
einfallen!!  Man  möge  diese  Bemerkungen  entschuldigen,  die  hier  nur 
deshalb  gemacht  worden  sind,  um  nachzuweisen ,  dass  derselbe  Umstand, 
auf  den  wir  oben  bei  dem  Beweise  des  Princips  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten aufmerksam  gemacht  haben,  uns  ini  Wesentlichen  auch  schon 
bei*m  ersten  Eintritt  in  die  Differentialrechnung  begegnet. 
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st,  offenbar 

— g^-  =  Lim ^^ , 

md  folglich  nach  dem  Obigen: 

-Lira^p  =  -^-  oder  Liiii-^^= ^^-, 

md  natürlich  ganz  eben  so  in  ähnlicher  Bezeichnung: 


Lim 


,m   _^        dnEm,n 


wobei  man  sich  aus  dem  Obigen  zu  erinnern  hat,  dass  natürlich 

£m.«=£n,m    Ist.      Aiso  ist 

-""^r+'^""^r= — wt w 

und  folglich  9   weil  nach  den  Lehren  der  Differentialrechnung  be- 
kanntlicb 

dEm,n  Om  Em,n    .   CnEm,n 

dtl     "■      dt      '^      dt 
ist,  was  einer  weiteren  Erläuterung  hier  nicht  bedürfen  wird: 

r  .      Wm,n     ,  ,  .      Wn,m  SEm.n 

'^'"'-^ +l^"»-^=  - -Fi- 

Dividirt  man  jeUt  die  oben  gefundene,  mit  desto  grösserer 
Genauigkeit,  je  kleiner  die  dem  Systeme  gegebene  Drehung  ist, 
geltende  Hauptgleiehung  durch  Jt,  und  geht,  indem  man  Jt  sich 
der  Null  nähern  lässt,  zu  den  Gränzen  über,  so  erhält  man  offen- 
bar die  folgende  Gleichung: 
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Jt 


M 


Jt 


Jt 


+  TF„3(Lim^+Lim^) 
+  Wi,6  (Lim  -^  +Lim  -^jp) 


u.    s.    w. 


+  fr„s(Lim^^+Lim^) 


Jt 


M 


+  »F„^(Lim^*  +  Lim^) 


^< 


^« 


>=0, 


+  fF„.(Lim^»+Lim^) 


a.     8.     w. 


+  Tra,4(Lim^HLim^) 


z/e 


z/e 


U.       S.       W. 

u.  s.  w.     u.  s.  w. 

also  nach  dem,  was  unmittelbar  vorher  bewiesen  worden  ist,  die 
Gleichung: 


i^P^ 


t^?h 


i^P4t 


PiLim^^  +  P5,Lim^+P3Lini5^  +  P4Lim^^  +  ....      1 


-Wi. 


-H^2  3 


-Wi 


»F«, 


ö£«, 


2'4 


e^, 


295 


2)4 


Sf 


-W^,s-.f^^^W. 


3iEJ«, 


'2*6 


-TF, 


3'4 


8^3,4^  ^    dE^,^  ^  ^     dE^,^  _^^^,     8^^y 


8£\ 


2'ö    8« 


8f 


3>6 


8« 


3*6 


8# 


8»r    g^ 


=0. 


u.     s.     w 
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Stehen  nan  die  Punkte 

in  einer  völlig  festen  Verbindung  unter  einander,  so  dass  bei  der 
Drehung  oder  Verriickung  des  Systems  ihre  gegenseitige  Lage, 
und  also  auch  ihre  Entfernungen  von  einander,  gar  keine  Verän- 
derung erleiden  kann,    so  ist  allgemein 

dljmi  n ^ 

St     """• 

und  die  obige  Gleichung  geht  also  unter  der  gemachten  Voraus- 
setzung in  die  folgende  streng  gültige  Gleichung  über: 

Diese  Gleichung  behält  aber  auch  dann  noch  ihre  Gültigkeit, 
wenn  nicht  alle  Punkte  des  Systems  in  einer  völlig  festen  Ver- 
bindung unter  einander  stehen,  sondern  nur  so  beschaflfen  sind, 
dass  die  Summen  der  Entfernungen  gewisser  Punkte  keine  Aen- 
derung  erleiden  können ,  welches  unter  Anderm  namentlich  dann 
der  Fall  ist,  wenn  mehrere  Paare  der  gegebenen  Punkte  ihre  ge- 
genseitige Lage  nicht  ändern  können,  aber  durch  völlig  biegsame, 
jedoch  nicht  ausdehnbare  Fäden  mit  einander  verbunden  sind, 
an  denen  anderen  Punkten  des  Systems  hinabzugleiten  verstattet  ist. 
Sind  nämlich  im  Allgemeinen  An  und  An-^k  zwei  solche  feste 
Punkte  des  Systems,  die  durch  einen  völlig  biegsamen,  aber  nicht 
ausdehnbaren  Faden  mit  einander  verbunden  sind,  an  welchem 
die  Punkte 

An-\-i  9   An-\-2  9   -"n-f-S  i  •  •  •  •    An-\-k—i 

hin  gleiten  können,  so  werden  im  Zustande  der  Ruhe  des  Systems, 
%velcher  ursprünglich  immer  vorausgesetzt  wird,  die  Spannungen 
in  allen  Theilen 

des  die  Punkte  An  und  An^k  mit  einander  verbindende«  Faden« 
eittander  gleich  sein,  so  dass  also  in  der  aus  dem  Obigen  be- 
kannten Bezeichouog 

sein  wird.  Bezeichnen  wir  nun  den  Werth  dieser  einander  gleichen 
SpanniiDgeD  überhaupt  durch  W,  so  wird  in  der  Gleichung 


=0 
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8£a»3_  rp      8^g>4       |i7      ?^_w     ^^g'g  _ 

—  rr a>3     g^    —  '^2»4     g^     — '^2»6     g^  '^2>«    g^ 

8^3,4     «^     t)£^>5      117     ^-^3>6      «7     8Aa>r_ 

—  »''s»4-gi         *^»'«     8^    —  ^8>6     g^    -^8»r     g^ 

U.       8.       W. 

das  Aggregat  der  Glieder 

IXT  8^n>n-|-i 

—  PTnjn+1        g^        ' 

—  rTn+jjn+a  g^      -» 

07  8£Jn-f2>n4^8 

—  rr  n+a«n+3  ^  > 

U.      S.      U. 

—  iTni  Är-i,n+/fc g^ 

auf  die  Form 

Yy/8^w»«-fi         8£n+i,«4^2    ,   8^n4^2>w4-3  ,   8iEJn4^fc~i ,n4-ib\ 

"■^v   8e    +     8f     +     8f    +•••+      er     y 

gebracht  werden  können.     Nach  der  Voraussetzung  ist  aber 

Enyn-\-i  +  ^n+i  »n+2  +  ^n-f2»n+3  +  ....  +  tjn-\-h—\  »11+ fc 

eine  constante  Grösse,  also 

8^      ■*■         dt        ^        dt       +  •••+  8<         — "* 

und  das  Aggregat  der  obigen  Glieder  unserer  Hauptgleichuog  ver- 
schwindet folglich,  so  dass  also  diese  Gleichung  auch  unter  den 
jetzt  gemachten  Voraussetzungen  in  die  Gleichung 

PiLim§^^+PaLira^^+P3Lira5^+P4Lim^  +  ....  =  0 
übergeht.' 
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Bis  jetzt  sind  wir  immer  von  der  Voraussetzung  ausgegangen, 
dass  sich  das  System  der  Punkte 

Ai,  A^,  A^f  ^4,.... 

in  Ruhe  befinde.     Das  Vorhergehende  lässt  sich  aber  auch   um- 
kehren^ und  man  kann  behaupten,  dass,  wenn  die  Gleichung 

PiLim^+PaLim^+/'3Lim^^  +  P4Lim§|+....=0 

für  alle  möglichen,  mit  der  vorausgesetzten  gegenseitigen  Verbin- 
dung der  Punkte 

unter  einander  vereinbaren  Verschiebungen  oder  Verrückungen  des 
Systems  erfüllt  ist,  die  Kräfte 

keine  Bewegung  des  Systems  hervorbringen,  sondern  dasselbe 
sich  in  Ruhe  befindet. 

Um  dies  zu  beweisen,  wollen  wir  annehmen,  dass  das  System 
sich  nicht  in  Ruhe  befinde,  sondern  von  den  Kräften 

in  Bewegung  gesetzt  werde,  so  werden  die  Punkte 

am  Anfange  dieser  Bewegung  gewisse  unendlich  kleine  Wege  zu- 
röcklegen,  welche  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  sie 
sind,  als  gerade  Linien  betrachtet  werden  können.  Der  Zustand 
der  Ruhe  wird  sich  nun  herstellen  lassen,  w6nn  man  nach  diesen 
Linien  direct  entgegengesetzten  Richtungen  an  den  Punkten 

Al9        A^y        A^f        A/^f,,» 

gewisse  Kräfte 

Qi  9  Q2  >  Qd  >  Q^9  •  •  •  • 

wirken  lässt,  für  welche 

9i9  9^2 >  99»  949"" 
Dasselbe  bedeuten  mögen,  was  iur  die  Kräfte 

*1  *    *  2  9     «8  9    *  4  >  •  •  •  • 

die  Symbole 
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Pl9    P^f     P9f    P4t*"-' 

bedeuten«    Weil  nun  die  Kräfte 

*i»  *a>  *a«  «4»»»*'»    Qi9  Q29  Q99  Q^f»» 

keine   Be^\egung  des  Systems  hervorbringen,   so  gilt  nach   dem 
Obigen*)  die  Gleichung: 

]  =0. 

Nach  der  Voraussetzung  ist  aber  für  alle  möglichen  VerrfiekuDgen 

des  Systems 

also  wegen   obiger  Gleichung: 

e,Lini|^+QaLiniJ^+e3Lim|^  +  Q4LimJ|+....=0. 

Oflfenbar  lässt  sich  nun  das  System  ganz  in  derselben  Weise  ver- 
rücken, wie   es  nach  der  gemachten  Annahme  von  den  Kräften 

^1  9    ^2  9    '3  9    ■4  j  •  •  •  • 

zur  Bewegung  angeregt  wird.    Tbut  man  dies,  so  fallen  offenbar 
die  Projectionen 

9i  >   9^9  9^9  ^4> — 

sämmtlich  in  die  Verlängerungen  der  Richtungen  der  Kräfte 

y  1 9   Q2  9   %  9  y  4 » • . .  • 
über   ihre  Angriffspunkte 

^l  »    -"2  9    ^Z  9   -"4  >  •  •  •  • 

hinaus,  und  sind  daher  sämmtlich    negativ.     Also   sind   offenbar 
auch  die  Grössen 


*)  Natürlich  werden  hier  auch  alle  oben  rücksichtlich  der  Verbindimg 
der  Punkte  des  Systems  unter  einander  gemachten  VoraussetzuDgen 
festgehalten. 
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Lim^J,  LimJ*.  LimJ».  LirnJ} 

sftmmtlich  negativ,  insofero  nicht  etwa  die  eine  oder  die  andere 
dieser  GrSnzen  verschwindet,  wodurch  jedoch  die  folgenden  Schlüsse 
nicht  im  Geringsten  alterirt  werden  würden.  Folglich  sind  auch 
die  Prodacle 

öiLim^,  QaLim^^^,  Q^Um^^,  Q4Lim^,.... 
im  Allgemeinem  sfimmtlicli  negativ,  und  die  Gleichung 

ÖiLimJ^+QaLim^^+Q3LimJ^+Q4Lim|j+....=0 

besteht  daher  im  Allgemeinen  aus  lauter  negativen  Gliedern,  welches 
offenbar  ungereimt  oder  vielmehr  nur  dann  statthaft  ist,  wenn  alle 
Glieder  derselben  einzeln  för  sich  verschwinden,  d.  h.  wenn 

Q,Lim^^=:0, 
öaLim^  =  0, 
<?aLimJ|=0, 

<?4  Lim  1^=0, 

u.  s.  w. 
ist.    Aas  jeder  Gleichung  von  der  Form 


folgt 


Caim^J^O 


O*=0  oder  LimJ-*=0. 


Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  sagt  aus,  dass  der  Punkt 
ilit  gar  kein  Bestreben  hat,  sich  nach  der  Richtung  hin  zu 
bewegen,  nach  welcher  eine  Bewegung  desselben  vorausgesetzt 
oder  angenommen  worden  ist;  die  zweite  Gleichung  sagt  aus,  dass 
d^r  Punkt  Ak  sich  nach  dieser  Richtung  hin  überhaupt  gar  nicht 
bewegen  kann;  in  beiden  Fällen  befindet  sich  also  der  Punkt  Ak 

Theil  XXV. 
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in  Ruhe;  und  da  dies  gana  in  gleicher  Weise  auch  von  jedem 
anderen  Punkte  des  Systems  gilt,  so  befinden  sich  alle  Punkte 
des  Systems  in  Ruhe;  also  befindet  sich  das  ganze  System  in 
▼ollkommener  Ruhe«  wie  bewiesen  werden  sollte. 

Die  Gesammtheit  der  im  Vorhergehenden  bewiesenen   Sätze 
nennt  man  dasPrincip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 

Die  Bedingungsgleichung 

PiLim^  +  PaLim^^+/^3Lim^^  +  P4Limg  +  ....=0, 

welche  den  Hauptbestandtheil  dieses  wichtigen  Princips  bildet, 
kann  man  auch  auf  den  Ausdruck 

PjLim^^.  z/e+PaL'm^/^<+^8Lim^^.z/<  +  P4Lim5^.//<+....==0 
oder,  wenn  der  Ktfrse  wegen 

Sp^  =  Lim  ^ .  z// , 

u.    s.    w. 
gesetzt  wird,  auf  den  Ausdruck 

PiSpi^-P2^P2+l^3^P9  +  P4^P4  +  .  ..=0 
bringen,  wobei  sogleich  in  die  Augen  fällt;  dass  die  durch 

öpi,  dp2,  Sp^,  öp^,,... 
bezeichneten  Grossen  sich  von  den  Grössen 

Pl»   P2»  P3>  ;>4»--' 

desto  wenige  unterscheiden,  je  kleiner  ^^ist,  d.  h.  je>  kleiner  die 
Verruckung  oder  Drebung  ist,  welche  dem  Systeme  der  Piukte 

gegebea  wurde* 
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II.       • 

Die  allgemeinen  Bedingungs^leichungen  der  Ruhe. 

§4. 
An  den  durch  die  rechtwinkligen  Coordinaten  ^ 

*>  Jf*    *;      ^U  y\i    H\      *"^2J  ^2*    H'y      ^tif  93i   H'^""' 

bestimmten  Punkten 

sollen  nach  beliebigen  Richtungen  die  beliebigen  Kräfte 

'9  'i 9  'a »  «8 > •  •  •  •  ^ 

wirken.  Die  von  den  Richtungen  dieser  Kräfte  mit  den  ßfcbtitil- 
gen  der  positiven  Theile  der  Coordinatenaxen  eing^schtossenerf, 
ISti^  nicht  übersteigenden  Winkel  wollen  wir  respective  durch 

«f  ß,  y;    ai,/3i,yr,    cf2>  i?a»  yiJ    «f»,  fe»  ya;---- 

bezeichnet).  Jede  der  gegebenen  Kräfte  zerlegen  wir  in  drei  tttit 
den  Coordinatenaxen  parallele  Kräfte^  Diese  Kräfte,  so  wie  Ute 
den  Axen  der  x,  y,  z  parallel  wirken,  sind  respective 

Pcos«;    Picoscfj,     P^cosa^,    P^cosa^,,.., 

Pcosß,    /\cosft,    P^cosß^,    P^co&ß^, 

Ptosy,     ^icosyi,     P2Cosy2j     P^cösy^,,.,, 

woftir  wir  jedoch  der  Kürze  Stegen  im  Folgenden 

V    Y      V      Y 

Z,  Zi ,  Za>  Z3,....  "* 

schreiben  wollen. 

Die  fi^f^ingungen  des  Zuiätaiides  der  Ruhe  d^s  äysfettis  iet 
Punkte 

A. ,  Jmi  f   A^  9    <"8 » •  •  •  •  5 

insofern  an  denselben  die  Kräfte 

Pf   Pi,   P29   *8>***» 


28' 
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wirken,  müssen  offenbar  einerlei  sein  mit  den  Bedingungen  des 
Zustanden  der  Ruhe  des  Systems  dieser  Punkte,  vienn  wir  uns 
die  obigen  Kräfte  durch  diS  Kräfte 

£1 ,     Jui  f    ^2  9     *^Z  , . . . . 

ersetzt  denken,  weshalb  wir  von  nun  an  nur  diese  letzteren  Kräfte 
in's  Auge  fassen  wollen. 

Um  unter  dieser  Voraussetzung  die  Bedingungen  des  Zustan- 
des  der  Ruhe  des  Systems  der  Punkte 

A ,  Ali  A2 f  A^ , . . . • 

zuifinden,  denken  wir  uns  demselben  eine  unendlich  kleine  Dre- 
hung oder  Verriickung  ertheilt,  und  wollen  nun  einmal  bloss  den 
Punkt  A  und  die  an  demselben  wirkenden  Kräfte 

X,  Y,  Z 

einer  genaueren  Betrachtung  unterwerfen,  indem  Dasselbe,  was 
von  dein  Punkte  A  gilt,  dann  auch  von  allen  übrigen  Punkten  des 
Systems  gelten  wird. 

Die  auf  den  Richtungen  der  Kräfte  X,  F,  Z  genommenen, 
dem  Zeitintervalie  oder  der  Zeitveränderung  At  entsprechenden 
Projectionen  der  virtuellen  Gescliwindigkeit  des  Punktes  A  seien 
py  q,  r.  Diese  Projectionen  sind  nach  I.  positiv  oder  negativ,  je- 
nachdem  sie  auf  den  Richtungen  der  Kräfte  A,  F,  Z  selbst,  oder 
auf  deren  Verlängerungen  über  den  Punkt  A  hinaus  liegen.  Be- 
zeichnen wir  nun  die  der  Zeitvei^änderung  At  entsprechenden  Ver- 
änderungen der  Coordinaten  x,  y,  z  durch  Aar,  Ay,  Az,  und  fassen 
einmal  die  Kraft  X  in\s  Auge,  so  erhellet  mittelst  einer  sehr  ein- 
fachen Betrachtung  auf  der  Stelle,  dass,  jenachdem  die  Kraft  X 
positiv  oder  negativ  ist, 

przzAx  oder  p:=z  —  Ax 

ist    Bezeichnet  nun  {X)  den  absoluten  Wertb  von  JT,  so  ist^  je- 
nachdem X  positiv  oder  negativ  ist, 

(jr)=jroder  (JC)=— A; 

nach  dem  Vorhergehenden  folglich  offenbar  immer 

^X)p=XAx. 
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Ueberhaupt  ist  also,  wenn  wir  die  absoluten  Werthe  von  X^   Y, 
Z  dnrcb  (IT),  (F),  (Z)  bezeichnen: 

{X)p=XJx,    (r)g=rjff,    (Z)r^ZJt; 
also: 

(x>E=Ä%  (n|,=r|;.  <^)f,=zi= 

und  folglich: 

(Jf)Lim^.=  XLm--2i  > 

(F)Lini^^=FLim^, 

(Z)Lini4=ZLim~; 
oder  nach  den  Begriffen  der  Differentialrechnung: 

(Z)Lln.J^=z|. 

Dies  vorausgesetzt,  erhält  man  nun  aus  dem  Prineip  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten  für  den  Zustand  der  Ruhe  des  Systems 
der  Punkte  A,  Ai,  A^y  A^,.,,.  unmittelbar  die  folgende  Bedin- 
gungsgleichung : 

Y?£  .   r^  4.Z^ 
+  ^*  8/  +  ^1  dt  +  ^1  dt 


n.     8.     w. 


oder 
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XBap  f  Fa.y  +  Zdz 

U.       S.       IV. 

oder  der  Kürze  wegen: 

2:(A8a;fr8^fZez)=0. 

Durch  eiiieii  beliebigen,  durch  die  primitiven  Coordinaten  X,  V»} 
bestimmten  Punkt  wollen  wir  un9  nun  ein  neues  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  der  o;',  y',  z'  gelegt  denken,  und  wollen  die 
Coordinaten  der  Punkte 

iu  Bezug  auf  dieses  neue  System  respective  durch 

x',  y,  i';    Xi',  ^1'.  zi';    ara',  ^2',  x^';    a:^',  y^',  2^';.... 

bezeichnen.     Setzen  wir  nun  der  Kürze  v^egen 

cos  (xx')  =  Gl ,     cos  (xy')  =  öl ,    cos  (xz')  =  Ci ; 

cos  (yx')  =  «2 .     cos  iyy')  =  62 ,      cos  (yz')  =  c^ ; 

cos  (zx*)  =  (I3 ,     cos  (zy')  =z  63 ,      cos  (zz')  =  c^ ; 

MO  haben   wir  nach    der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordi- 
uaten  die  folgenden  Gleichungen: 

x=X  +  aix'  +  byy'  ^  C'iz*, 

y=t)  +  a^x'  +  b^y'  f  c^z' , 

*  =  I  +  ^3^'  +  hy'  +  Ciz'. 

Lassen  wir  jetzt  das  neue  Axensystem  mit  dem  Systeme  der 
Punkte  A,  A^,  A^,  A^,..,.  \n  eine  feste  Verbindung  treten,  so  er- 
leiden durch  keine  Verrückuiig  dieses  letzteren  Systems  die 
Coordinaten 

x',  y',  2';     Xi',  yi',  zi';     x^,  y^,  z^'\     x^ ,  y^ ,  2:3';.... 

eine  Veränderung,  indem  o^enbar  bloss  die  Grossen  ;r,  t;,  f  und 

«i>  ^i>  ^1;     ««»  Ä»J  ^2?     «3»  63?  <^3 
geändert  werden,  woraus  sich  ergiebt,  dass  in  den  Gleichungen 


y = t?  +  a^'  +  6ay'+  c^i', 

wenn  man  dieselben  dÜFerentürt ,  die  Grössen  x',  y',  x'  als  con- 
stanty  alle  übrigen  Grossen  dagegen  als  variabel  zu  betrachten 
sind;  und  föhrt  man  also  jetzt  diese  DiiFerentiation  aus,  so  er- 
hält man: 

8ar=8jr  +  x'doi  +  ^'3^1  +  x'dci , 

dff^dt^^x'Sa^  +  y'Sb^  +  t'dc^, 

Sz  =  Sj  +  x'da^  +  y'868  +  x'dc^. 

Zwischen  den  neun  Grossen 

finden  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  die  folgenden 
sechs  Gleichungen  Statt: 

fliHa2*+;a8*=i. 

und 

Ol  bi  +  02^2  +  ^8^8  =0, 

öiCi  +  62^2  +  Ä5C3  =0. 

Multiplicirt  man  also  die  Gleichungen 

X  =jr  +  aix'+  biy'+  c,  z' , 

y =tj  +  «2^'  +  f>2&'  +  <^2*'  » 

i^f  +  a^x'+b^y'+c^i' 

nach  der  Reihe  zuerst  mit  Oi,  a^,  a^,  dann  mit  bi,  b^,  b^,  dann 
auch  mit  Cj,  C2»  C3,  und  addirt  sie  in  jedem  einzelnen  Falle  hier- 
auf zu  einander,  so  erhält  man  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

a?'=i  «1  (a? — jr)  +  fl2(y  - «?)  +  fl8(«  —  I) , 
y'  =  61  (a:— jT) + b^(y  - 1))  +  b^(x  —f ) , 

2'  =  c^ix-X)  +  C2(3^— t?)  +  c,(z-f); 
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und  fiihrt  man  diese  AuMdrilcke  von  o:',  ff',  x'  in  die  obigen  Ans- 
driicl&e  von  dx,  dy,  8z  ein,  so  ergiebt  sieb: 

-Ky  —  VKo^^Oi  +  b^dbi  +  Ca9ci) 
+  («— J)(öa8öi  +  ^s^^i  +  c^^Oi), 
ay = at^  f  (a? -  X)(ai8a^  +  bidb^  +  c^dc^ 

+  (y  —  VK^z^fh  +  *a8*2  +  ^28^ 
+  («  -"  J)  («»S««  +  *s8*2  +  <?88<?2)  » 

dl  =  8?  4-  (x—xXaida^  +  61865  +  Ciaca) 

+  (y — «?)(ö28fl8  +  M^a  +  cJSc^) 
+  (2  —  j)  («3803  +  638*8  +  C38C8).' 

Nun  ist  aber  nach   den  Lehren  der   analytischen  Geometrie 
auch : 

I 

und 

Ol  da  +  6i6a+C|Ca=0, 

«lös  +6163  +  0103  =  0, 

«2«8  +  Ms  +  ^2^3  =0 ; 

folglich,  wenn  man  differentiirt,  wie  man  leicht  findet, 

Oidoi  +61861  +Ci8ci  =0, 
—  028^2  +  6a86»j  +  Ca8c2 = 0 , . 

03803  +  63863  +  C38C3  =0 
und 

(h'^f^i  +  M^i  +  ^28^1  =— (fli8a2  +  6|86a  +  Ci8ca), 
Oida^  +  ^iS^a  +  C18C3  ==—  (a^doi  +  63861  +C38C1) , 
«3803  +  6386a  +  03802=  —  (fla8ö8+  *28^a  +  Cfßc^) ; 

also  nach  dem  Obigen: 
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S.r  =  ar  +.(2 — ?)  (aj^dai  +  6386,  +  c^dci ) 

8i  =  8?  +  (y  —  VXa^dd^  +  63863  +  Ca8c3) 
—  (a:  -  r)(^'38(ii  +  63861  +  C386-i) ; 
oder,  wenn' der  Kurze  wegen 

8fA  =  ffi8fl2  +  6186a  +  C18C2  , 

dk  =  a^dtti  +  63861  +  C38C1 , 

8«  =  02808  + 628^3 +<?28«^s 
gesetzt  wird: 

8a?=ar+(z-j)8A-(y-t?)8iii, 

8y  =8t^  +  (a:—r)  8ft— (z— 1)8», 

82  =  8?  +  (y — t^)  8jc  —  (ar — jT)  8;i. 

Weil  nun  auf  diese  Weise  überhaupt 

8ar„=8r +(2n— j)8A  -  (yn — t^)8f*, 

8^11  =  81;+  (OTn— y)8fl  — (Zn  — J)8x, 

82« = 8j  +  CVn-i?)8Ä — (a:„-  ]r)8^ 

ist,  80  wird  die  Bedinguiigsgleichung 

SiXda:  +  Ydy  +  Z81) =0  !  ^ 

des  Zustandes  der  Ruhe  des  Systems  der  Punkte  A,  Ai,  A^,  A^,„„, 
wenn  in  dieselbe  die  vorstehenden  Ausdrucke  von  da^n,  di^nt  Szn 
eingeführt  werden: 

2X.Sx+£r.dt}  +  i:z.d} 

+  i:(t}d(i-'}SX)2X  +  (}dK-xdti)2  F+(]r8X— t?8x)2:Z 
Multiplicirt  man  die  drei  Gleichungen 
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a^doi  +  biBbi  +Cidei  =0., 

zuerst  mit  et],  a^,  a^;  dann  mit  ^i,  62,  63;  dann  mit  Ci ,  c^,  c^; 
und  addirt  sie  in  jedem  einzelnen  Falle  zu  einander,  so  erhält 
man: 

dbi  =  638^ — b^Sfi  y 
dci  :=c^dk  —  c^Sfi. 
Aus  den  Gleichungen 

ai8ff2  +  bidb^  1-Ci8c2=8fi, 
w.28ff2  +  6286a  +r28c2=0, 
«3802  +  68362  +  C38C2 = — 8ä 
er<>iel)t  sich  auf  ganz  gleiche  Weise: 

802 = «1 8fi  —  O38X , 
862=6|8fc  —  6383c, 

86*2  =  Ci  8|LI  —  C38X  ; 

und  aus  den  Gleichungen 

^1^%  +  61  863  +  Ci8Cg  =  —  8A  , 

«»8^8  +  62863  jr  c^dc^  =  8», 
03803  +  A3863  +  C38C3  =  0 

erhalt  man  ehen  so: 

^  803  =  «28«  —  üidl, 

863=6289; — 61  8A, 

8c3 = C28X  —  Ci  dL 

Hieraus  sieht  man,  dass  die  Grössen 

801,  861,  8c| ;    802»  862,  8C2;     8fl3,  863,  8C3 

sich  durch  die  Grossen  Bk,  dX,  dfi  ausdrücken  lassen. 

Ist  nun  zuerst  das  System  der  Punkte 
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ein  völlig  freiem  System ,  so  k9ntien  offenbar  sowohl  die  Grössen 

ftp,  8^,  öf 

als  aach  diejenigen  unter  den  neun  Grössen 

düi  y  dbif  ÖC| ;    da^,  862,  Scg;    803,  863,  8C3; 

▼on  denen  die  tibrigen  abhängen,  vrillkiShrrich  angenommen  werden. 
Nach  dem  Obigen  bestehen  aber  zwischen  diesen  neun  Grössen 
sechs  Gleichungen,  weshalb  drei  derselben  willkCihrtich  angenommen 
werden  können.  Weil  nun  aber  diese  neun  Grössen  durch  dx, 
dky  dfi  ausgedruckt  werden  können,  so  lassen  sich 

8%,  8A,  8ft 

willkührlich  annehmen.  Hieraus  und  aus  dem  Obigen  ergiebt  sich, 
dass  die  sechs  Grössen 

dx,  dt},  8j;    8>c,  8k,  d^i 

willkührlich  angenommen  werden  können. 

Bringt  nian  nun  die  oben  gefundene  Bedingungsgleichung  des 
Zustandes  der  Ruhe  des  Systems  der  Punkte  A,  Ai,  A2,  A^,,,., 
oder,  was  hier  Dasselbe  ist,  des  Gleichgewichts*)  der  Kräfte 
P,  P|,  P2,  P3,....,  auf  die  folgende  Form:. 


*)  Insofern  man  yon  Kräften  sagt,  dass  sie  anter  einander  im  Gleich- 
gewichte seien,  wenn  ihre  Wirkungen  sich  gegenseitig  yöllig  aufheben, 
so  dass  sie  also  eigentlich  gar  keine  Wirkung  hervorbringen,  kann  man 
z.B.  von  zwei  gleichen,  an  einem  gleicharmigen  Hebel  der  ersten  Art 
nach  parallelen  Richtungen  und  nach  derselben  Seite  hin  wirkenden 
Kräften  im  eigentlichen  Sinne  nicht  sagen,  dass  dieselben  im  Gleichge- 
wichte seien,  wie  wohl  öfters  geschieht.  Denn  die  Wirkungen  dieser 
Kräfte  heben  sich  keineswegs  gegenseitig  völlig  auf;  vielmehr  bringen 
dieselben  noch  eine  sehr  merkliche  Wirkung  hervor,  nämlich  den  Druck 
aqf  den  Drehpunkt  oder  Ruhepnnkt  des  Hebels,  Man  kann  also  in  die- 
sem Falle  onr  sagen,  dass  der  Hebel,  d.  h.  das  System,  an  welchem  die 
beiden  Kräfte  wirken,  sich  in  Ruhe  belinde.  Ich  bemerke  dies  hier, 
damit  im  Folgenden  nirgends  zu  einem  Missverständnisse  der  von  mir 
gebrauchten  Ausdrücke  Veranlassung  gegeben  werden  könne.  Im  Falle 
eines  ganz  freien  Systems  wie  oben  fällt  natörlich  die  Ruhe  des  Systems 
mit  4em  Gleichgewichte  der  an  demselben  wirkenden  Kräfte  ganz  zu- 
•ammen. 
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zx.dx+nr.ap  +  nz.S}      ^ 

+  lZ(yZ-zF)-^(t?2;Z-j2;F))8xj""   ' 

'{■{ZiiX'-xZ)^  i^ZX^x£Z)\dl] 

60  ergeben  sich  aus  dieser  Gleichung,  vreil  in  derselben  bt,  dt},  8;; 
d»,  di^  d(i  willkührlich  angenommen  werden  können,  d.  h.  weil  die- 
selbe unabhängig  von  bestimmten  Werthen  dieser  sechs  Grossen 
besteht,  unmittelbar  die  sechs  folgenden  für  sich  bestehenden 
Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichts  eines  völlig  freien 
Systems : 

2X=0y    ZF=0,    2?Z=0; 

£(xY'-yX)^(xi:Y--v2^)-0, 

Z(2^Z- z  F)  —  (i;2?Z  -  j2;  F)  =  0, 

Z(zX  —  arZ)— (j2;j:-]r2:Z)  =0; 

welche  aber  vermöge  der  drei  ersten  Gleichungen  In  die  sechs 
Gleichungen : 

ZA=0,    2F=0,    2?Z=0; 

2(xY—yX)=:0,    -S(yZ-zF)=0,     2;(zi— arZ)=0; 
also  nach  dem  Obigen  in  die  sechs  Gleichungen: 

2:Pcosa  =  0,    i:Pcosß=0,     üPcosyzziO; 
2P{x  cos  ß  — y  cos  a) = 0 , 
I!P(yco8y  —  2Cos/S)=0, 
I!P(z  cos  a  —  ar  cos  y)  =0 
<i  hergehen. 

Enthält  ferner  das  System  der  Punkte 

einen  festen  Punkt,  um  den  es  sich  drehen  lässt,  so  nehme  man 
diesen  festen  Punkt,  was  offenbar  verstattet  ist,  als  Anfaiig  der 
{xyz)  und  zugleich  als  den  Punkt  (jrt;;)  an.     Dann  ist 

jr=:0,  1^=0,  ?=0,    ejr=0,  8ij=0,  8j=0 

und  dt'ther  die  obige  allgemeine  Bedingungsgleichung  der  Ruhe 
des  Systems  der  Punkte  A^  Ai,  A^^  A^, : 
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^arF— yA').8fi  +  Z(yZ'^%Y).dK  +  S^zX-^- xZ)  M-0 , 

welche  Gleichung,  da  sie  fiir  alle  Werthe  von  dx,  dX^  dii  oder  un- 
abhängig von  bestimmten  Werthen  dieser  Grossen  gilt,  unmittelbar 
zu  den  drei  folgenden,  für  sich  bestehenden  Bedingungsgleichungen 
der  Ruhe  unsers  Systems  fuhrt: 

i:(arF— yA)  =  0,  2;(yZ— 2F)=0,  2:(2A-.tZ)=0; 

oder  nach  dem  Obigen: 

ZP(x  cos  ß — y  cos  a)  =  0 , 

2P(ycosy—  icosj3)=0, 

^P(i  cos  a  —  ar  cos  y) = 0 ; 

bei  denen  man  wohl  zu  beachten  hat,  dass  der  feste  Punkt  des 
Systems,  um  den  sich  dasselbe  drehen  lässt,  als  Anfang  der  €o- 
ordinaten  angenommen  worden  ist. 

Wenn  endlich  das  System  der  Punkte 

Aj  Ali  A^y  Av^,..,, 

eine  feste  gerade  Linie  enthält,  um  die  es  sich  wie  um  eine  Axe 
drehen  lässt,  so  nehme  man  diese  gerade  Linie  als  Axe  der  z' 
an,  und  hat  dann,  weil  jeder  Punkt  dieser  Linie,  also  auch  der 
Punkt  (Xt)}),  unbeweglich  ist,  offenbar 

8jr=0,  St?=0,  d}=zO; 

und  ausserdem 

8ci=0,  8c2=0,  8c8=ü. 

Weil  aber  nach  dem  Obigen 

ÖC2  =  Ci  8|LI  —  C3ÖX  , 

8c3=Ca3Ä — C18A 
ist,  so  haben  wir  die  drei  Gleichungen 

^38^-— C23fA=0,  Ci8fA — c38jc=0,  C28X — Ci8A=0; 

von  denen  jedoch,  wie  auf  der  Stelle  erhellet,  eine  jede  eine  un- 
mittelbare Folge  aus  den  beiden  andern  ist.  Also  existiren  zwi- 
schen den  drei  Grössen  8x,  8^,  8ft  zwei  Gleichungen,  und  es  bleibt 
daher  immer  nur  eine  dieser  d^ei  Grössen  der  willkührlichen  An- 
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nahm*-  ranbeim  ge^telit  Nehm^B  wir  nan  ferner  die  fest»  Dre- 
hungsaxe  auch  als^Axe  der  z  an,  so  ist  oiFenbar  (xz')^=W^,  (yz*) 
=90^,  aiso?Ci=0,  c^=0.     Nach  dem  Vorhergebenden  ist  aber 

also  dx=Oy  dA=0>  da  C3  =  cos(zzO  =  l  ist.  Endlich  ist  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  auch  x=0,  i;^0;  Hn^  neAmMm  wir 
nun  alles  Dieses  zusammen «  so  wird  die  obige  allgemeine  Be- 
dingungsgleichung  des  Zustandes  der  Ruhe  des  Systems  der 
Punkte  Ay  A^y  A^,  A^,,*»,i 

woraus,  weil  dft  willkührlich  ist,  die  Bedingangsg^etcbung 

2;(a:r-.yA)=0 
oder 

-SP(arcOß/5— jy  Cößtf)  ±=  0 

folgt,  bei  der  man  aber  zu  beachten  hat,  daas  die  z-Axe  des  Co- 
ofdinatensystems  in  die  feste  Axe  des  Systems  gelegt  worden  ist. 

Wenn  die  Kräfte 

sämmtlich  nach  parallelen  Richtungen  wirken,  und  die  nach  der 
einen  Seite  hin  wirkenden  Kräfte  als  positiv,  die  nach  der  andern 
Seite  hin  wirkenden  Kräfte  als  negativ  betrachtet  werden,  so  wollen 
wir  annehmen,  dass 

die  positiven,  dagegen 

*  1  >    '8  >    'b  »    '7  f  •  •  •  • 

die  negativen  Kräfte  seien. 

Ist  nun  das  System  der  Punkte  A,  üj,  A^,  ^3,....  «Ih  töWg 
freies  System,  $c)  sind  nach  dem  Obigen  die  Beditiguiigen  des 
Zustandes  d^rRuhe  dieses  Systems,  oder  des  GkidrgewicMs 
der  Kräfte  P,  P^  P^,  Pa,....,  offenbar: 
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— Pl  COfi«!  —  Pg  COS09 —  P5  cos  a^  — P7  cos  Oy  — . 

Pco8ß  +  PaCos/3a+^4COs/34  +  PöC08(3o  +  . 

Pl  cos  j^i  —  P3  cos  ß^  —  P^COSß^—  Pf  cos  jSy  — . 

Pcoay  +  P2Cosy^  +  P^cosya  +  ^6^^^y6  +  ' 
— Pjcosyi  —  Pgcosya-—  P^cosya  —  Pycosyy  — . 


=0, 


=  0. 


=0 


und 


P  (z  cos  jS — y  cos  a)  -f-  PjC^a  ^^^  1^2  ~"  y«  ^^^  **2) 

-f  P^{xj^  cos  /54 — ^4  cos  «4)  +  • . . .  j 

•  Pl  {xi  cos  /?!  —  yi  cos  «i)  -—  PaC^i^a  cos  ß^  — ^3  cos  «3) 

—  P^i^b  COS/J5  —  ^5  cos  Cfft)  —  . . . . 

P(yicosy — «cos/3)  +  Pft(2^aCosya — 2a  cos  ^a) 

+  ^4(^4  cosy4  —  24  cos  j94)  + . . . .  j 

•  Pl  (yi  cos  yi  —  2i  cos  ft )  — [Pg  (^3  cosya  —  23  cos  ft) 

—  ^6(^5^0875—  25  cos/35)— .... 

P(2  cos  a  —  a:  cos  y)  +  Pa  (23  cos  «a  ^  :ra  cos  ya) 

+P4(24'coscf4 — :r4Cosy4)  |-....| 
■  '^  (*i  CO«  «1  — ^j  cos  yi )  —  Pa  (2^  cos  «3  —  w^  cos  ya) 

— P5(25C0sa5— ^rftCosy^)— ... 


=  0, 


=0, 


==tO. 


Weil  aber  vregen  der  Parallellität  der  Richtungen  der  sämmtlichen 
gegebenen  Kräfte  offenbar 


coScir=cos(Xa  =  cos  «4  = . . . .  = —  cos  or^ 
cos  ß  =  cos/3a=cos|34=  ....=  —  cos  j3| 
co8y=cofry3=:cosy4  =  ....  =  — cosyi 


— -costtais- 
> — cos/3a  = 
:  --  cosya  = — cosy5  =  . . . . 


cosa5::r... . , 
cos/3a  =  . .. ., 


ist»  80  werden  diese  Gleichungen: 
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co8a£P=:0,    co8ßJ:P=zO,    coBy£P=Q; 

co8ß2Pa:—cosa2Pff  =  0, 

cos  y  SPy  —  cos  ßZPi  =  0, 

cos  ctZPz  —  cos  ySPx = 0 
oder 

2;p=o, 

cos  ßEPx — cos  €iSPy = 0 , 

coHyZPy  —  cos  ßZPzz=zO, 

cos  tiZPz — cos  ySPx  =  0. 

Jede  der  drei   letzten  Gleichungen  ist  aber  eine   Folge  aas   den 
beiden  andern;  also  sind  die  Bedingungsgleichuugen: 

EP=Q, 

cos  y  ZPy  —  cos /32:ft  =  0 , 

cos  ccüPz — cos  yZPx = 0. 

Nehmen   vixx  nun  die  Ebene  der  xy  auf  den  Richtungen  der  ge- 
gebenen Kräfte  senkrecht  an,  so  ist 

cosof=0,     cosj3=0,     rosy  =  J:l; 

und  unter  diesen  Voraussetzungen  werden  also  die  ßedingungs- 
gleichungen : 

2;P=0,     ZPx=zQ,    ZPyz=:Q. 

Ist  das  System  um  einen  festen  Punkt  drehbar,  so  ergeben 
sich  aus  dem  Obigen,  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher,  wenn 
der  feste  Punkt  als  Anfang  der  Coordinaten  und  die  Ebene  der 
xy  auf  den  parallellen  Richtungen  der  Kräfte  senkrecht  angenom- 
men wird ,  für  den  Znstand  der  Ruhe  des  Systems  die  Bedin- 
gungsgleichungen : 

ZPx=zQ,     SPy^Q. 

Ist  das  System  um  eine  feste  gerade  Linie  drehbar,  so  er- 
giebt  sich  aus  dem  Obigen  leicht,  dass  der  Zustand  der  Ruhe 
des  Systems,  wenn  man  die  in  Rede  stehende  feste  gerade  Linie 
als  Axe  der  z  annimmt,  durch  die  eine  Gleichung 

OVO  ^n         A        j       ^^S«        ^^^ 

cosßZPx-'C08aZPy=zO    oder  Hr=  --^ 

^  ^  cosp      ZPjf 

bedingt  wird. 
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Liegen  die  Richtungen  der  Kräfte 

säromtlich  in  einer  völlig  freien  Ebene,  so  nehme  man  diese  Ehen« 
als  Ebene  der  jry  an.     Dann  ist 

und  die  Bedingungsgleichungen  für  den  Zustand  der  Ruhe  des 
Systems  der  Punkte  A,  Ai,  A^,  A^,.,.,,  oder,  was  hier  Dasselbe 
ist,  des  Gleichgewichts  der  Kräfte  P,  P, ,  P^,  P^,  — ,  sind  also 
nach  dem  Obigen: 

2:Pcosa=0,     £Pcofiß=:0,     SPiacosß—  yi:osa)^0, 

Ist  die  Ebene,  in  welcher  die  Riehtungen  der  sämmtücben 
Kräfte  wirken,  um  einen  festen  Punkt  drehbar,  so  nehme  man, 
indem  die  Ebene  selbst  wieder  als  Ebene  der  :r^  angenommen 
wird,  diesen  festen  Punkt  als  Anfang  der  Coordinaten  an,  unter 
welchen  Voraussetzungen  dann  der  Zustand  der  Ruhe  des  Sy- 
stems nach  dem  Obigen  durch  die  eine  Gleichung 

SP{x  cos  ß  —  y  cos  «)  =  0 

vollständig  bedingt  wird. 

Sind  die  Richtungen  der  in  der  völlig  freien  Ebene  der  xy 
wirkenden  Kräfte 

sämmtlich  einander  parallel,  und  man  betrachtet  jetzt  alle  die 
nach  der  einen  Seite  hin  wirkenden  Kräfte  als  positiv,  alle  die 
nach  der  anderen  Seite  hin  wirkenden  Kräfte  als  negativ;  so  nehme 
man  die  Axe  der  x  auf  den  sämmtlichen  Richtungen  der  Kräfte 
senkrecht  an.    Dann  ist 

COSa  =  COSOfi  =  cos  «2^=  cos  «3  =  ..  ..=0, 

und  die  Cosinus  d^r  Winkel  ^,/5j,  ß^,  jSg, ....  sind,  wenn  man  nur  den 
positiven  Theil  der  Axe  der  y  im  Sinne  der  Richtun2[en  der  po- 
sitiven Kräfte  nimmt^  der  positiven  oder  negativen  Einheit  gleich, 
jenacbdem  die  entsprechenden  Kräfte  positiv  oder  negativ  sind. 
Dies  vorausgesetzt,  erhält  man  aus  dem  Obigen  unmittelbar  die 
folgenden  Bedingungsgleichungen  für  den  Zustand  der  Ruhe  des 
Gleichgewichts  der  Kräfte  P,  P^,  P^,  P^,....: 

rheil  XXV.  2» 
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£P=zO,    £Px=0. 

Ist  die  Ebene  der  ory,  in  welcher  die  Kräfte  P,  Pi,  P^f  P3V—»  deren 
Richtungen  einander  sämmtlich  parallel  sind,  wirken,  um  einen  festen 
Punkt  drehbar,  so  nehme  man  diesen  Punkt  als  Anfang  der  Coor- 
dinaten  an,  und  lege  die  Axe  der  a:  wieder  senkrecht  auf  die  pa- 
rallelen Richtungen  der  Kräfte.  Dann  wird  nach  dem  Obigen  der 
Zustand  der  Ruhe  des  Systems  durch  die  eine  Gleichung 

üPx  —  O 

vollständig  bedingt,  wobei  natürlich  wieder  die  nach  der  einen 
Seite  hin  wirkenden  Kräfte  als  positiv,  die  nach  der  anderen  Seite 
hin  wirkenden  Kräfte  als  negativ  betrachtet  worden  sind. 


III. 

Die    allgemeinen    Bedingungsgleichungen    der 

Bewegung. 

§.5. 

Wir  denken  uns  ein  System  materieller  Punkte*),  und  wollen 
deren  Massen ,  so  wie  der  Kürze  wegen  auch  diese  Punkte  selbst, 
durch 

77t ,  7it| ,  m^  t  f^3  f   ^4  9  •  •  •  • 
bezoichnen. 

Setzen  wir  nun,  dass  auf  alle  diese  Punkte  Kräfte  wirken, 
welche  denselben,  wenn  sie  nicht  zu  einem  Systeme  verbanden 
wären,  durch  momentane  Wirkungen  nach  gewissen  bestimmten 
Richtungen  bin  respective  die  Geschwindigkeiten 

erfheilen  würden ;  so  werden  diese  Punkte,  wegen  ihrer  Verbindung 
unt<^r  einander,  sich  nicht  mit  diesen  Geschwindigkeiten  nach  den 
t^ntsprechenden  Richtungen,  sondern  nach  gewissen  anderen  Richtun- 


*)  Die  Erläuterung  vcischiedener  allgemeiner  RegrifTe,  die  hier  und 

tfn  Folgenden  viirkomraen,  welche  in  einem  Systeme  der  ganzen  Wissen- 

'i:!iaft  nicht  fehlen  darf,  übergehen  Mir  der  Kurze  wegen  in  dieser  Ab- 

•' iniUiing.     Namentlich    muss   hier  auch   die   Lehre   vom   Schwerpunkte 

>rau8gehen,  die  ja  bekanntlich  ganz  auf  Pi'incipien  der  Statik  beruhet 
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gen,   mit  gewissen  anderen  Geschwindigkeiten,  dif^  wxr  durrii 

^9    ^l  >   »«7    »3»    ^4»  •  •  •  • 

bezeichnen  wollen,  bewegen.  Denken  wir  uns  jetzt  die  Kraf'te> 
welche  nach  ihren  Richtungen,  wenn  man  sich  die  in  Rede  ste- 
henden Punkte  nicht  unter  einander  verbunden  denkt,  die  Ge- 
schwindigkeiten 

hervorbringen,  aus  den  Kräften,  welche  nach  ihren  Richtnngen 
die  Geschwindigkeiten 

hervorbringen,  und  gewissen  anderen  Kräften,  die  nach  gewissen 
Richtungen   die   Geschwindigkeiten 

hervorbringen,  zusammengesetzt;  so  können  wir  statt  des  ersten 
Systems  von  Kräften  die  beiden  anderen  Systeme  setzen.  Da  es 
sich  hier  nur  um  eine  momentane  Wirkung  de,r  Kräfte  handelt, 
so  sind  bekanntlich 

mvt  miVi,  m^v^f   fn^^f   W4Ü4,....; 

mw,  THiWi,  Tttzw^,  tn^w^t  m^w^,.... 

die  Maasse  der  auf  die  einzelnen  Punkte  in  den  drei  Systemen 
von  Kräften  wirkenden  Kräfte,  oder  die  sogenannten  Quantitäten 
der  Bewegung;  und  es  bringen  also  unter  allen  Bedingungen, 
man  mag  sich  die  Punkte  des  Systems  als  frei  oder  unter  ein- 
ander verbunden  denken,  die  Kräfte 


•    a    «    • 


mV»    will?,,     ^2*^2»    ^3^3»    wi4r4 
mWf    miW\f    TU^W29    Wl3tl?3,   W4?l?4,.... 

ganz  dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  Kräfte 

mu,  ^1«,,  w?2ti2»  tn^u^,  7114M4,.... 

Denkt   man  sich  aber  die  Punkte  unter  einander  verbunden, 
so  bringen  die  Kräfte 

mv ,  nt iVi  9  w^v^ ,  W3Ü3 ,  m^v^, .... 

ganz  dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  Kräfte 

mu,  iHiUi ,  m^U2,i  tt»^u^ ,  71I4M4, .... 

29* 
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AUo  bringen«  wenn  man  sieb  die  Punkte  als  unter  einander  yer- 
bunden  denkt,  die  Kräfte 

ganz  dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  Kräfte 

mv,  ntiVi ,  m^v^t  fn^v^ ,  m^v^, . . . . ; 
woraus  sich  ergiebt,  dass,  wenn  man  sich  die  Kräfte 

allein    an    den    zu    einem   Systeme    unter   einander    verbundenen 
Punkten  wirkend  denkt,  das  System  in  Ruhe  bleiben  wird. 

Hieraus  ergiebt  sich  aber  ferner  auf  der  Stelle  ganz  von  selbst, 
dass  das  System  auch  dann  in  Ruhe  bleiben  wird,  sowohl  wenn 
man  sich  an  den  Punkten  desselben  nach  ihren  ursprünglichen 
Richtungen  die  Kräfte 


mu,  m|M| ,  m2U2  9  fn^^^f  ^4^14, 


•  •  •  • 


and  nach  ihren  ursprünglichen  Richtungen  entgegengesetzten  Rich- 
tungen hin  die  Kräfte 

mv t  'w^t?! ,  m2V2t  W3C3,  m^v^t  »,,,1 

als  auch  wenn  man  sich  an  den  Punkten  des  Systems  nach  ihren 
ursprünglichen  Richtungen  entgegensetzten  Richtungen  hin  die 
Kräfte 

mUf  iii|ti| ,  m^u^i  m^u^,  m^u^,,,», 
und  nach  ihren  ursprünglichen  Richtungen  die  Kräfte 

mv ,  7ii|t?| ,  m^v^f  m^v^,  7/74^4,.... 
wirkend  denkt. 
Die  Kräfte 

ITtU ,    /7I|U|  ,   f7t2U2  t    ^^^3  »   m^U^,, , . . 

pflegt  man  die  ursprünglich  mitgetheilten  Quantitäten 
der  Bewegung  zu  nennen;  dagegen  nennt  man  die  Kräfte 

mv ,  iWi^i ,  m^v^i ,  m^v^ ,  m^v^ , . . . . 

die  wirklich  Statt  findenden  Quantitäten  der  Bewe- 
gung; endlich  heissen  die  Kräfte 
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tnto,    fTii^i»    fn^w^f    iRstOs»    m^^^»»*» 

die  gewonnenen    oder   verlorenen   Quantitäten    der    Be- 
wegung. 

Unter  Anwendung  dieser  Benennungen  lassen  sich  nun  die 
oben  gefundenen  Sätze  auf  folgenden  Ausdruck  bringen: 

1.  Wenn  man  sich  an  zu  einem  Systeme  mit  einan- 
der verbundenen  materiellen  Punkten,  welche  von  be- 
liebigen momentan  wirkenden  Kräften  sollicitirt  wer- 
den,  bloss  die  gewonnenen  oder  verlorenen  Quantitä- 
ten der  Bewegung  wirkend  denkt,  so  bleibt  dasSystem 
in  Ruhe. 

2.  Wenn  man  sich  an  zu  einem  Systeme  mit  ein- 
ander verbundenen  materiellen  Punkten,  welche  von 
beliebigen  momentan  wirkenden  Kräften  sollicitirt 
werden,  nach  ihren  ursprunglichen  Richtungen  die 
arsprünglich  mitgetheilten  Quantitäten  der  Bewegung 
und  nach  ihren  ursprünglichen  Richtungen  entgegen- 
gesetzten Richtungen  hin  die  wirklich  Statt  finden- 
den Quantitäten  wirkend  denkt,  so  bleibt  das  System 
in  Ruhe. 

3.  Wenn  man  sich  an  zu  einem  System  mit  einan- 
der verbundenen  materiellen  Punkten,  welche  von 
beliebigen  momentan  wirkenden  Kräften  sollicitirt  wer- 
den, nach  ihren  ursprünglichen  Richtungen  entgegen- 
gesetzten Richtungen  hin  die  ursprünglich  mitgetheilten 
Quantitäten  der  Bewegung  und  nach  ihren  ursprüng- 
lichen Richtungen  die  wirklich  Statt  findenden  Quan- 
titäten der  Bewegung  wirkend  denkt,  so  bleibt  das 
System  in  Ruhe. 

Das  in  diesen  drei  Sätzen  ausgesprochene  Priricip  heisst  nach 
seinem  Erfinder  das  D' Alembert'sche  Princip. 


5.  6. 

Die  einzelnen  Punkte  des  im  Vorhergehenden  betrachteten 
Systems  bezeichnen  wir,  wie  schon  in  {.  5.  bemerkt  worden  ist, 
der  Kürze  wegen  durch  die  entsprechenden  Massen  selbst,  also 
durch 

m ,    tili ,    Wa ,     m^ ,    nt^, . . . . , 
und  wollen   nun  annehmen,   dass  am  Ende  einer  gewissen  Zeit  t 
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die  Coordinaten  die«er  Punkte  io  Bezug  auf  ein  beliebig  angeDom- 
nieiies  rechtwinkliges  Coordinatensystem  respective 

a:,y,  z;     ^i,yi,2i;    ^2»  ^2.  2:2;    ^3»  ^3»  ^3; 

seien,   indem  wir   alle  diese  Coordinaten  als  Functionen  der  Zeit 
t  betrachten. 

Von  allen  Punkten  des  Systems  wollen  wir  als  Repräsentan- 
ten der  librigon  nur  einen ^  etwa  den  Punkt  m,  in's  Auge  fassen, 
bemerken  aber  sogleich,  dass  die  ganze  folgende  Betrachtang 
völlig  in  derselben  Weise  auf  jeden  anderen  Punkt  des  Systems 
anwendbar  sein  wird.  Am  Ende  der  Zeit  t,  wo  bekanntlich  ac^  y^  1 
die  Coordinaten' des  Punktes  m  sind,  sei  v  die  in  Folge  der  Be- 
wegung des  Systems  wirklich  Statt  findende  Geschwindigkeit  des 
Punktes  m,  und  s  sei  der  Weg,  welchen  dieser  Punkt  bei  der 
Bewegung  des  Systems  in  der  Zeit  t  zurückgelegt  haf  Lässt 
man  die  Zeit  i  um  dt  wachsen,  so  wird  $  um  ds  wachsen,  und 
da  man  die~  Geschwindigkeit  des  Punktes  m  in  dem  Zeitintervalle 
dt  \\\\i  desto  grösserer  Genauigkeit  als  constant  oder  seine  Be- 
wegung in  dem  Zeitintervalle  /dt  mit  desto  grösserer  Genauigkeit 
als  gleichförmig  betrachten  kann,  je  kleiner  Jt  ist»  so  Ist  mit 
desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  Jt  ist: 

-^s  =  r-^<^  oder    r  =  --ri- 
.  "  ^t 

AI>io    ist  offenbar   die  Geschwindigkeit  v   selbst  in  aller    Schärfe 

die  Gränze,  welcher  der  Differenzenquotient   -^  sich  nähert,  wenn 

/It  sich  der  Null  nähert,  d.  h.  nach  den  Begriffen  der  Differen- 
tialrechnung, es  ist  mit  völliger  Genauigkeit 

ds 

"  =  ä<' 

wobei  man  nicht  aus  den  Augen  zu  lassen  hat,  dass  die  vorher- 
gehende ^.mz  allgemeine  Betrachtung  durchaus  keine  besondere 
Beschafifenheit  des  Weges  s  voraussetzt,  und  dass  also  die  obige 
Differentialgleichung  gilt,  wie  auch  der  Weg  s  beschaffen  sein 
mag;  dieselbe  gilt  folglich  ganz  allgemein,  der  Weg  s  mag  eine 
gerade  Linie  oder  eine  beliebige  Curve  von  einfacher  oder  dop- 
pelter Krümmung  sein. 

Bezeichnen  wir  ferner  die -180^  nicht  übersteigenden  Winkel, 
welche  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  v  mit  den  positiven 
Theilen  dreier  durch  den  Punkt  {xyz)  gelegter,  den  primitiven 
Coordinatenaxen  paralleler  Axen  einschliesst,   durch  ^t  '^9  X'^    ^^ 
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•iod  die  parallel  mit  den  drei  primitiven  Axen  der  Xy  y,  x  ge« 
DommeDeD  Composanten  der  Geschwindigkeit  o  mit  gehöriger  Rück- 
sicht auf  ihre  Vorzeichen : 

t?C089>,      OCOSlf/y      VQOB%\ 

d.  L  nach  dem  Vorhergehenden : 

di  ds  ds 

cosg).g^,    coB^^öi'    ^^^'^'dt' 

Nan  Ist  aber  offenbar  mit  desto  grosserer  Genauigkeit,  je  klei- 
ner J$  ist»   d.  i.  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  Jt  ist: 

^a:r=cosg>,Js,    Jy^^cosip./^s,     ^z  =  cos%.^f; 

also  mit  desto  grosserer  Genauigkeit,  je  kleiner  Jt  oder  Jl  ist: 

Jx  Jy  ^% 

C08g>  =  ^,     costJ;=^,    cos^s^. 

Daher  sind  offenbar  in  völliger  Schärfe 

cos  9,    costf;,     cob;( 

die  Gränzen,    denen  respective  die  Differenzenquotienten 

^x       /ly       dz 
ds  '     ds  *     ds 

sich  nShem,  wenn  ds  oder,  was  Dasselbe  ist,  wenn  dt  sich  der 
Null  nShert,  und  nach  den  Begriffen  der  Differentialrechnung  ist 
folglich  mit  völliger  Genauigkeit: 

dx  dy  dz 

cos9)  =  K— ,    costJ;  =  5^*    cosx=K-. 

Also  sind  nach  dem  Obigen 

dx   ds       dy   ds       dz    ds 
'di'di*     di'dt'    ds'di' 

d.  i.  nach  einem  bekannten  Satze  der  Differentialrechnung 

dx       d^       dz 
dt'    dt'     dt 

die  parallel  mit  den  drei  Axen  der  x,  y,  z  genommenen  Compo- 
santen der  Geschwindigkeit  v,  mit  gehöriger  Rucksicht  auf  die 
diesen  Composanten  zukommenden  Vorzefchen. 

Folglich  sind  am  Ende  der  Zeit  t-\-dt,  welcher  die  Geschwin- 
digkeit v+dv  des  Punktes  m  entspricht,   die  parallel    mit   den 


1 
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Axen  der  x,  y,  z  genommenen  Composanten  dieser  Geschwin- 
digkeit^  immer  mit  gehuriger  Kücksicbt  auf  die  diesen  Gomposan- 
ten  zukommenden  Vorzeichen: 

da:        dx       dy         dy       dz  '       dz 

Ji^^Tt'    tt^^M'    di^'^di' 

Wenn  jetzt  überhaupt  P  eine  stetig  ^^irkende,  aber  mit  der. 
Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  constante  Kraft  be- 
zeichnet, welche,  auf  die  Masse  M  wirkend,  in  der  Zeit  T  die 
Geschwindigkeit  V  hervorbringt,  so  sei  p  eine  stetig  wirkende, 
aber  mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  con- 
stante Kraft,  welche,  auf  die  Masse  1  wirkend,  in  der  Zeit  1 
die  Geschwindigkeit  1  hervorbringt.  Um  nun  die  Kräfte  P  und 
p  mit  einander  zu  vergleichen,  bezeichne  Pi  eine  stetig  wirkende, 
aber  mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  con- 
stante Kraft,  welche,  auf  die  Masse  M  wirkend,  in  der  Zeit  T 
die  Geschwindigkeit  1  hervorbringt,  und  P^  bezeichne  eine  ste- 
tig wirkende,  aber  mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  inso- 
fern also  constante  Kraft,  welche,  auf  die  Masse  1  wirkend,  in 
der  Zeit  T  die  Geschwindigkeit  1  hervorbringt.  Dann  hat  man 
die  folgende  Zusammenstellung: 

P,     T,     M,     V; 
Pi,    r,     JU,     1; 

P2.  1\    1,     1; 
Pf     J,     1,     1; 

lud    es   ist   folglich,    wie   leicht   erhellet: 

P  :/^i  =  F:l, 

:/>i:/>2  =  ^  1, 
P^:p    =    l:T; 

also   durch   Zusammensetzung   dieser   Proportionen: 

P:p=z  MV.T, 
und  hieraus: 

PT^pMV,   also    V  =  ^. 

Setzt   man   aber   ^  =  1,   d.  h.  nimmt  man  [eine  stetig  wirkende, 
aber  mit  der  Zeit   sich  nicht  verändernde  und   insofern  also  con- 
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•taute  Kraft,  d.  h.  überhaupt  eine  constante  Zeitkraft  *)»  meiche, 
auf  die  £inheit  der  Massen  wirkend ,  in  der  Zeiteinheit  eine  der 
Längeneinheit  gleiche  Geschwindigkeit  hervorbringt,  als  Einheit 
der  Kräfte  oder  als  Krafteinheit  an,  so  ist 

PT 

eine  allgemeine  Gleichung,  von  der  wir  sogleich  weiteren  Ge- 
brauch machen  werden. 

Denken  wir  uns  nämlich  alle  auf  den, materiellen  Punkt  m  am 

m 

ESode  der  Zeit  t  wirkende  Kräfte  auf  drei  den  angenommenen  Coor- 
dluatenaxen  der  Xj  y,  z  parallele  Kräfte  JT',  F',  Z*  gebracht« 
was  bekanntlich  immer  möglich  ist,  so  sind,  weil  man  diese 
Kräfte  während  des  Zeitintervalls  M  mit  desto  grösserer  Genau- 
igkeit als  constant  betrachten  kann,  je  kleiner  M  ist,  nach  dem 
Torhergebenden 

Xjdt       TM       Z'Jt 
m    '        m     '        m 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

m  m  in 

setzen , 

XM,     VJt,     ZM 

die  von  den  auf  den  materiellen  Punkt  m  stetig  wirkenden  Kräf- 
ten X' ,  Y' ,  Z'  in  der  Zeit  M  hervorgebrachten  Geschwindigkei- 
ten, mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  /dt  ist;  und  da 
nun  der  materielle  Punkt  m  am  Ende  der  Zeit  t  nach  dem  Obi- 
gen, parallel  mit  den  Coordinatenaxen  der  x,  y,  z,  schon  die 
Geschwindigkeiten 

dx       8y       dz 

87'    dt'    dt 


**)  Zeitkräfte  nenne  ich  alle  stetig  wirkenden  Kräfte,  welche  im 
Allgemeinen  als  Functionen  der  Zeit  betrachtet  werden  mnssen,  aber 
anch,  wie  oben  angenommen  worden  ist,  ihre  Grösse  an  sich  nicht  än- 
dern nnd  insofern  also  constant  sein  können.  Der  Anadruck  Zeitkraft 
scheint  mir  weit  zweckmässiger  und  bezeichnender  zu  sein,-  als  der 
•onst  wohl  gewöhnliche  Ausdruck  „beschleunigende  Kraft**,  welcher 
überdies  leicht  zu  falschen  Vorstellnngen  Veranlassung  geben  kann. 


450    Grunert:    Das  Princlp  der  pirhieiL  Gesckwindigkeiiem  und 

als  Anfangsgeschwindigkeiten  hat^  so  sind,  parallel  mit  den  Coor< 
dinatenaxen  der  x,  y,  i,  seine  Geschwindigkeiten  am  Ende  der 
Zeit  t  +  Jt: 

mit  desto  grosserer  Genauigkeit,  je  kleiner  Jt  ist«  wobei,  wie 
wohl  kaum  noch  besonders  bemerkt  zu  werden  braucht,  vom  Ende 
der  Zeit  t  an,  und  also  auch  am  Ende  der  Zeit  t  +  Jt,  der  ma- 
terielle Punkt  m  offenbar  als  ein  freier,  nicht  mehr  mit  den  fibri- 
gen  Punkten  zu  einem  Systeme  von  Punkten  verbundener  Punkt 
betrachtet  worden  ist. 

Nimmt  mau  nun  alles  Bisherige  zusammen,  so  ergiebt  sich 
auf  der  Stelle  ohne  alle  Zweideutigkeit,  dass  am  Ende  der  Zeit 
t-\-Jt,  mit  desto  grosserer  Genauigkeit,  je  kleiner  ^1  ist,  die  den 
drei  Goordinatenaxen  der  x,  y,  i  parallelen,  mit  den  gehörigen 
Vorzeichen  genommenen  Gomposanten  der  gewonnenen  oder  ver- 
lorenen Quantitäten  der  Bewegung  des  Punktes  m 


m 


»ll+>'^'-(l?+4f)l' 

\  dz        „  /Sz  02  \  ) 


d.  i. 


m 


(^^f-^gy),    rniVM-J^^),    m(ZM-J^^) 


sind. 

Auf  ganz  ähnliche  Art  sind  überhaupt  für  alle  Punkte 

m,    7?i| ,    m^,    tUs,    717.4,.... 

des  Systems  am  Ende  der  Zeit  t  +  Jt,  mit  desto  grösserer  Ge- 
nauigkeit, je  kleiner  Jt  ist,  die  den  drei  Goordinatenaxen  der 
Xf  y,  z  parallelen,  mit  den  gehörigen  Vorzeichen  genommenen 
Gomposanten  der  gewonnenen  oder  verlorenen  Quantitäten  der 
Bewegung : 


die  aiigem.  Bedingiingsgleich,  der  Huhe  v.  der  Beweftmg.      451 

miXJt-^J^),    m(rJt^J^),    miZJt-J^); 

f\  f\  Q 

m,(X,Jt^Jr§f)^     m,(y\Jt^^-^),     rn^iZ^Jt^-J-^); 

m^{X^Jt-J^),    rn^(l\M^J^),     m.^(Z^Jt--J^^); 

mj,(X^Jt-J^):    tiisinJt^J^^),    m^iZ^M—J^); 

u.    s.    w,^ 

und  da  nun  in  Folge  von  D*AI  erobert 's  Princip  das  System  in 
Rabe  bleibt,  wenn  man  an  seinen  einzelnen  Punkten  bloss  die 
gewonnenen  oder  verlorenen  Quantitäten  der  Bewegung  sich  wir- 
kend denkt,  so  erhalten  wir  nach  den  aus  IL  bekannten  allge- 
meinen Bedingungsgleichungen  der  Ruhe  eines  Systems  von  Punk- 
ten,  wenn  das  System  völlig  frei  ist,  die  folgenden  mit  desto 
grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  Ji  ist,    geltenden  Gleichungen: 

Z:m(XJt-J-^)—0,    2:/;/(K^/~^~|)=0,     i:m(Z^t^J^)=zO; 

i:m{a:{rjt-'J^^^^)'^y(XJt-'J^)]  =  0, 
Sm\y{Zdt^J^^^)^z{YJt^J^^^)]=Q, 

oder,   wie  leicht  erhellet: 

j—  d^-ä  j^Jl 

f 

Ä»(j,(Z-^)-,(F-^)t  =  0. 

3a?  dz 
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Weil  diese  Gleichungeo  mit  desto  grosserer  Genauigkeit  gc^' 
teo»  je  kleiner  M  ist,    so  erhält  man  die  völlig  genauen  Glei- 
chungen,  wenn  man  in  den  vorhergehenden  Gleichungen,    indem 
man  sich  At  der  Null  nähern  lässt,    zu  den   Gränzen   fibergellt. 
Dadurch  erhält  man  aher  nach   den  bekannten  Begriffen  und  Be- 
zeichnungen der  Differentialrechnung  auf  der  Stelle  die  Gleichungen: 

oder  die  Gleichungen: 

tS^oc  o^v  d^2 

£m^^=z2mX,    Sm^-=zZmY,     Sm^=:i2fnZ; 

Zm  {z  g-2  —  ^  e^)  =  ^"^  (2^  -  ^^) ; 

oder  auch  die  Gleichungen: 

EmS^x  =  ZmXdi:^ ,     EmU^y  =  2m  Ydfi,    ZmS^z  =  Zm  Zdt^ ; 
Zm{xS^y  —  yd^x)  =  Zm  (x  Y—yX)  dt^, 
ZmiyB^z  —  zB^y)  =  2;wi  (yZ— 2  F)S<«, 
-Sm  (28*0:  —  .t8«2)  =  Zm  (zX  —  a:Z)  dt^ . 

Ist  das  System  um  einen  festen  Punkt  drehbar,  so  erhält 
man  nach  den  aus  II.  bekannten  allgemeinen  Bedingungsgleichun- 
gen der  Ruhe  eines  Systems  von  Punkten,  wenn  man  den  festen 
Punkt  als  Anfang  der  Coordinaten  annimmt,  wie  leicht  erhellen 
wird,  für  die  Bewegung  des  Systems  bloss  die  drei  Gleichungen: 
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2:111(2  g^  —  "»g^)  =  2;m(2A'— jrZ); 


oder: 


EmiyilH  -  28*^)  =  2:m(^Z  — 2F)8f2, 

Sm  (28%  —  a:8*2)  =  2m  (zX  —  a:Z)  8<«. 

Ist  das  System  um  eine  feste  Axe  drehbar,  so  erhält  man 
nach  den  aus  II.  bekannten  allgemeinen  Bedingungsgleichungen 
der  Ruhe  eines  Systems  von  Punkten,  wenn  man  diese  Axe  als 
Axe  der  2  annimmt,  wie  leicht  erhellen  wird,  för  die  Bewegung 
des  Systems  bloss  die  eine  Gleichung: 

8^        &^x 
2m(x^^—y^)  =  Em  {x  V—yX) 

oder 

2:m{xd^y'-yS^x)=  Em{xY—yX)dr^. 

Wenn  das   völlig  freie  System   bloss  aus  einem  Punkte   be- 
steht, so  werden  die  sechs  obigen  Gleichungen,  wie  leicht  erhellet: 

S>-Y       ?5y-F       ^^7- 

di^"    '     8^2  ~~''    8<2— ^' 
d^y        d^x 

8^        8^_ 
*8<«  -^g^— *^-^^- 

Da  aber  offenbar  in  diesem  Falle  die  drei  letzten  Gleichun- 
gen eine  unmittelbare  Folge  aus  den  drei  ersten  Gleichungen^ 
und  also  jederzeit  erfüllt  sind,  wenn  die  drei  ersten  Gleichungen 
erfüllt  sind,  so  hat  man  in  diesem  Falle  für  die  Bewegung  des 
in  Rede  stehenden  Punktes   nur  die   drei  folgenden  Gleichungen: 

?!f-y      ?^.-F       ?!?-Z. 
g^— A,      g^;—*^,      8(2—^' 
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oder»  weil  nach  dem  Obigen 

X'  F'  Z' 

A  =  — ,      F=— ,     Z=- 

m  m  m 

ist»    die  drei  Gleichungen: 

mg^=j:'.  ««^=r,   m^=Z'i 
welche  fflr  m=z\   in  die  Gleichungen 


^^X'      ^-F      ^-Ä' 


obergehen  *). 


S  c  h  I  U  8  8.  ' 


£s  ist  in   dieser  Abhandlung  durchaus   nicht  unsere  Absicht 
gewesen,   absolut  Neues  zu  geben.     Dieselbe  wird  aber  dessen- 
ungeachtet den  Zwecken  des  Archivs  entsprechen,    wenn   es    uns 
gelungen  ist.  Bekanntes  den  Lesern  in  einer  vielleicht  verbesser- 
ten   Darstellung   vorzuführen.      Hauptsächlich   aber    beabsichtigen 
wir  mit  derselben,    die  ^wahrhaft  grossartige  Gestaltung  der  neue- 
ren  Mechanik   deutlich   hervorzuheben.     Nachdem   man   den    Satz 
vom  Parallelogramme  der  Kräfte,    welchen  wir  hier  voraussetzen, 
bewiesen,    gelangt  man  durch   allgemeine,    an   sich  ziemlich   ein 
fache  Betrachtungen  zu  dem  Princip   der  virtuellen  Gesc^hwindig- 
keiten,  welches  dann  ferner  mittelst  allgemeiner  analytischer  Rech- 
nungen  zu    den    allgemeinsten   Bedingungsgleichungen    der    Ruhe 
eines   Systems    von   Punkten,    den  höchsten  Gesetzen  der  Statik, 
fuhrt.      Lässt    man   dann    als   vermittelndes   Glied    zwischen    der 
Statik   und   eigentlichen  Mechanik    oder   Dynamik    das  D'Alem- 
bert'sche  Princip  eintreten,  so  führen  mit  dessen  Hülfe  die  vor- 
her   gewonnenen    allgemeinen    Bedingungsgleichungen    der    Ruhe 
ohne    besondere   Schwierigkeit    zu    den    allgemeinen    Bedingungs- 
gleichungcn  der  Bewegung  eines  Systems  materieller  Punkte,  wo- 
mit dann  die  gesammte  Wissenschaft  der  Mechanik  in  ihrem  we- 
sentlichen Theile  vollendet  ist,    indem  alles  Uebrige  sich  an  die 
vorher  genannten  Gesetze  leicht  anreihen  lässt  und  als  unmittel- 
bare Folgerung   aus  denselben  hervortritt.      Jt^denfalls  haben  wir 
es  hier  mit  einer  in    hohem   Grade   vollendeten  Wissenschaft  zu 

thun,  deren  Ausbildung  bis  zu  einem  solchen  Grade  dem  mensch- 

■ « « 

*)  Anwendungen  der  hier  entwickelten  allgemeinen  Gleichungen  der 
Bewegung  eines  Systems  von  Punkten  sind  schon  in  mehreren  früheren 
Aufsätzen  gemacht  worden.    M.  s.  z.  B.  Tbl.  XV.  Nr.  K  —  ThI.  XXIV.  Nr.  III. 
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liehen  Geiste  au  allen  Zeiten  zur  grCssten  Zierde  und  Ehre  ge- 
reichen wird  und  von  seiner  gi^ttlichen  Bestimmung  da»  deut- 
lichste Zeugniss  ablegt.  Mochte  man  doch  durch  auf  allen  Lehr- 
anstalten stets  mit  dem  grOssten  Eifer  und  der  grussten  Sorgfalt 
betriebenen  mathematischen  Unterricht  die  Jugend  bei  Zeiten  be- 
föhigen^  dereinst  in  die  Geheimnisse  solcher  Wissenschaften 
eindringen,  sich  den  mit  ihrem  Studium  nothwendig  verbundenen 
hohen  geistigen  Genuss,  den  kaum  eine  andere  Wissenschaft  an- 
nähernd in  gleichem  Grade  zu  gewähren  im  Stande  ist,  verschaf- 
fen, und  auch  auf  diesem  Wege  die  Ueberzeugung  von  ihrer  der- 
einstigen wahren  Bestimmung  gewinnen  zu  können!  Dies  ist 
wenigstens  unser  sehnlichster  Wunsch  und  wird  es  stets  bleiben. 
Zu  dessen  Erfüllung  nach  Kräften  beizutragen,  werden  wir  auch 
von  dem  sechsundzwanzigsten  Bande  unserer  Zeitschrift  an,  dem 
ersten  nach  dem  nun  vollendeten  ersten  Viertelhundert,  eifrigst  bemüht 
sein,  und  bitten  alle  Lehrer  der  Mathematik,  uns  dabei  wie  bisher 
auch  künftig  reichlichste  Unterstützung  zu  Theil  werden  zu  lassen. 


Ueber  eine  geometrische  Aufgabe  von  der  Kugel,  mit 

Rücksicht  auf  Geodäsie. 

Von 

dem   Herausgeber. 


Wenn  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  zwei  Punkte  Aq  und 
Ai  und  die  geradlinigen  Entfernungen  eines  dritten  Punktes  A^ 
auf  derselben  Kugelfläche  von  diesen  beiden  Punkten  gegeben 
sind,  so  kann  man  verlangen,  die  Lage  des  Punktes  A^,  auf  der 
Kugelfläche  zu  bestimmen.    Diese  Aufgabe,  so  leicht  sie  auf  den 
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ersten  Anblick  eu  sein  echeint.  Iiielel  Aof\\  bei  der  Aut'l<isuii|; 
maiichetlci  ScbHierigkeiten  dar,  irad  erforfiert  die  Antvenduitfc 
eigenthümlicher  Kunslgrlffe,  ivenn  sie  mit  Elee;anz  nnd  ohne  r-rmO- 
deade  Rechnuni;  durchgeTührl  werden  soll.  Schon  deshalb  ist 
dieselbe  vom  rein  geometrischen  Gesichtspunkte  aus  interessant. 
Sie  ist  aber  auch  von  praktischer  Wichtigkeit.  Denn  hat  nmn  bei 
der  BerechiiunE;  eines  topo^rrapliischen  Netzes  die  Methode  der 
Berechnung  der  Chorden-  oder  Sehnen- Dreiecke  angewandt,  so 
wird  man  Kuletzt  auch  mebrlacb  in  den  Fall  kommen,  aus  den 
Dingen  und  Breiten  zweier  Punkte  der  KageJfläche  und  den  {ge- 
radlinigen Entfernungen  eiuea  dritten  Punktes  auf  der  Kiigeinäube 
von  jenen  zivei  Punkten  die  Länge  und  Breite  dieses  dritten  Punk- 
tes zii  bestimmen,  ivas  eben  aul  das  obige  gennie  tri  sehe  Problem 
zurückkommt.  Uebrigent«  können  natfirlich  statt  der  geradlinigen 
Entfernungen  der  in  Kede  stehenden  Punkte  auch  die  sie  verbin- 
denden Bogen  grüsster  Kugelkreise  gegeben  sein,  indem  sieh 
sowohl  aus  diesen  die  geradlinigen  Entfernungen,  als  auch  umge- 
kehrt aus  letzteren  die  unsere  Punkte  verbindenden  Bogen  gröss- 
ler Kugelkreise  ohne  alle  Schwierigkeiten  sogleich  ableiten  lassen, 
was  wir  hier  nur  deshalb  noch  bet^onders  hervorheben,  um  anzu- 
deuten, dass  unser  Problem  auch  dann  praktisch  Anwendung  Gndet, 
wenn  man  ein  topographisches  Dreiecksnetz  nach  einer  anderen 
als  der  oben  ernähnten  Churdeii-  oder  SehiietJ-Metliodet  etwa 
durch  die  Zuriickführung  der  Berechnung  sphärischer  Dreiecke 
auf  die  Berechnung  ebener  Dreiecke  mit  gleich  langen  Seiten,  be- 
rechnet. Wenn  man  die  Bogen  grüsster  Kugelkreise,  nelcbe  die 
gegebenen  Punkte  mit  dem  zu  bestimmenden  Punkte  verbinden, 
als  die  Data  der  Aufgabe  anninmil,  so  tritt  dieselbe  in  den  Kreis 
der  Aufgaben  der  sphärischen  Trigonometrie,  and  lässt  steh,  wie 
Jeder  sogleich  übersieht,  durch  eine  Verbindung  der  vi-rschiede- 
nen  Probleme  und  Formeln  dieser  Wissenschaft  ohne  Weiteres 
auflösen,  wobei  sich  aber  immer  die  Unlerscheidun»  verschiede- 
ner Fülle,  bei  der  mau  wolil  jederzeit  auf  eine  Darstellung  des 
betreffenden  speciellen  Falls  in  einer  Zeichnung  wird  recurriren 
mfiasen,  geltend  machen  wird.  Wenn  ich  daher  oben  sagte,  dsss 
die  Auflosung  der  Aufgabe  Schwierigkeiten  darbiete  and  die  An- 
wendung besonderer  Kunstgriffe  erfordere,  so  meinte  ich  damit  die 
Auflösung  derselben  durch  völlig  enhiickelte  ganz  allgemeine, 
bloss  die  gegebenen  Stücke  enthallende  analytische  Furmeln,  aus 
welchen  sich  die,  die  Lage  des  ge.sucLten  drillen  Punktes  bestim- 
menden Elemente  unmittelbar  berechnen  lassen;  und  eine  solche 
Auflösung  zu  geben,  ist  der  Zweck  dieses  Aufsatzes,  wobei  ich 
das  Problem  zunächst  nur  aas  dem  geometrischen  tiesichtspunkte 
,aaffas&eD  und  mir  zugleich  angelegen  lassea  sein  werde,   die  be> 
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4reffenden  Formeln  so  elegant  nie  cnö^Iich  darzuolellen,  um  die 
Auflüsung  zugleich  zu  einer  ziveckninssigeii  Uebung  für  jUDge 
Mathematiker  in  der  neueren,  durch  ihre  ungemeine  Eleganz  vor 
der  Slteren  gemJechlen,  den  Aulorderungen  der  Wissenschafl 
wenig  gem'iijrndi'n.  ülgcbTaiwch- geometrischen  Methode  so  sehr 
hervorragenden  analytischen  Ueomelrie  zu  machen,  da  dergleichen 
Uehungen  in  diesem  schüiien  Zueige  der  neueren  Malhematife 
nicht  genug  empfohlen  »erden  hunnen.  Man  kann  die  Aufgabe 
Blich  für  andere  Flächen,  z.  b,  liir  das  Ellipsotd,  auflüden,  wo 
ihre  Auflösung  aber  meistens  ungleich  Nveitläuliger  und  conipli' 
cirtei  als  bei  der  Kugel  wird,  insbesondere  he!  dem  Ellipsoid  auf 
eine  Gleichung  des  vierten  Grades  führt,  was  am  Schluss  dieser 
Abhandlung,  wenigstens  in  Bezug  auf  das  Rotations- Ellipsoid,  noch 
mit  ein  Paar  Worten  erläutert  werden  wird. 

Den  Mittelpunkt  der  Kugel,  auF  deren  Oberfläche  die  drei 
Punkte  Aq,  Ai,  A^  liegen,  wollen  wir  durch  O  bezeichnen,  und 
deren  Halbmesser  der  Einfachheit  wegen  der  Einheit  gleich  setzen. 
Durch  den  Mittelpunkt  O  legen  wir  ein  rechfninkli<>es  Coordina- 
tensystem  der  o*^:  und  bezeicbneri  die  gegebenen  Coordinaten  der 
Pnnkte  A^  und  Ai  durch  ^Tq,  4/o>  'o  t""^  ^v  Vk  'i  •  die  gesuchten 
Coordinaten  des  Punktes  A^  durch  x^,  y^,  i,.  Die  \^'inkel  des 
ebenen  Dreiecks  A^A^A^  werden  wir  durch  A^,,  Ay,  A^  bezeich- 
nen ,  und  setzen  ferner 


AiAt- 


A^A^  =  Ei,    A^Ai^E^i 


v/n  nun  aus  den  obigen  allgemeinen  Bemerkungen  über  die  vor- 
liegende Aufgabe  von  selbst  hervorgeht,  dass  sowohl  die  Winkel 
Aq,  Ai,  A^,  als  auch  die  Seiten  f^,  £,,  £3  des  Dreiecks  A^AyA^ 
sSmmtlich  gegeben  sind.  Die  180<*  nicht  übersteigenden  Winkel, 
welche  die  von  A^  und  Ai  ausgebend  gedachten  Linien  A^A^  und 
AiA^  mit  den  positiven  Theilen  der  drei  Coordinatenasen  ein- 
schliessen,  wollen  wir  respective  durch  d^,  mg,  ä„  und  0,,  (Oi,  cTi 
bezeichnen;  sind  wir  im  Stande,  diese  Winkel  zu  bestimmen,  so 
werden  wir  offenbar  auch  die  gesuchten  Coordinaten  x^,  jj,  r, 
gefunden  haben,  neshalb  wir  auf  die  Bestimmung  der  in  Rede 
stehenden  Winkel  hauptsitchlich  unser  Augenmerk  richten  werden. 


Auf  der   Stelle  überzeugt    man    sich  von   der 
folgenden  Gleichungen : 

.rt=Xa  +  E,coseo^-->^i+E„cosa,, 
Sa  =3o  +  El  cosoju=jf,  +  EqCOS  »1 , 

I,  :=Z„-(-£|C08Üo  =  !|-|-£QC08Üt  ; 
■lUeil   ItXV. 


Richtigkeit  der 
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und  weil  dud,  da  wir  den  Halbmesser  der  Kugel  der  Einheit  gleteh 
gesetzt  haben, 

ist,   so  ist 

(aro  +  El  cos  öo)*  +  (2^0  +  ^i  cos  »o)*  +  (zo  +  ^1  «»s  ©o)*  =  1 , 
(oTi  +  iSJoCos  öl)*  +  (y,  +  iSJoCOs  ©i)«  +  (zi  +  £i,  cos  5i)*=  1 . 

Entwickeln  wir  die  links  von   den   Gleichheitszeichen  stehenden 
Quadrate,    und  bemerken,    dass 

^o*+yo*+^*=l.    ^i*  +  yi*  +  «i*=l 
und 

cos  Öo*  +  cos  ooo*  +  cos  öo*  =  1 ,     cos  öl*  +  cos  ooi*  +  cos  öl*  =  1 
Ist,  so  erhalten  wir  auf  der  Stelle  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

Xq  cos  Öo  +  ^0  cos  Wo  +  «0  cos  öo  =  ■—  \Ex , 

Xx  cos  öl  +  yx  cos  ooi  -f-  Zi  cos  5i  =  ~  JjEJq  ; 

welche  aber,  wenn  wir,  was  die  Rechnung  einigermassen  erleichtert: 

Ao  =  £icosöo,     Fo=EiCosa)o,    Zo  =  £iC08üq; 

Ai  =  l:Jo  cos  öl ,     Fi  =  £JoCosooi,     Zi=£ocosc3i 

setzen,    die  Form 

^0^0  +yoJ^o  +  2oZo  =  — Jii^'i*, 

annehmen. 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 

-^1=^0—^1  +  ^0»     I^i=yo— yi  +  ^0»     ^i  =  «o--Zi+Zo 
ist,  so  wird  die  zweite  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen: 

Xx  {x^—Xx  +-Xo)  +yi  (yo— yi  +  J^o)  +  «1  (lo  — «1  +  Zo)=— 4^0*. 
also,  wie  man  sogleich  übersieht: 

^1-^0  +yi  yo+h^o  =  1  —  4i5Jo*--(^o^i  +yoyi  +«o«i)- 

Bezeichnen  wir  die  von  den  als  von  O  ausgehend  gedachten 
Kugelhalbmessern  OAq  und  OAi  mit  den  positiven  Theilen  der 
Coordinatenaxen  eingeschlossenen,  180<^  nicht  fibersteigenden  Win- 
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kel  respective  durch  «o,  ßo*  yo  ""d  «i,  ft,  yi ;  so  Ut  für  den  der 
Einheit  gleichen  Kugelbalbmesscr  oflfenbar: 

^o  =  c*>scfo,    ^o  =  cos/5o,     2o  =  cosyo; 

;Z ,  :^  rns  Cfj  ,      jyj  =  COS  /S|  ,      2^  =  COS  /i ; 

also: 

^0^1  +^0^1  +^0^1  =  cos  «0  COS  «1  -fcos/SoCOS/?!  +  cos/ocosyi ; 

nach  einer  allgemein  bekannten  Formel   der  analytischen  Geome- 
trie ist  aber 


cos  AqOAi  =:  cos otq  cosO|  +  cos  J^qCos ßi  +  cos y^  cos yi , 
folglich 


^0^1  +  ^0^1  +  2o-i  =  cos  Aq  OAi , 
also 


l-(a:o^i  +3^o.Vi  +^0^1)  =  2sin  i^^^i^  =  UoA,^  =  iEi^, 
woraus  umgekehrt 

^0^1  +  yoüi  +  2o«i  =  1  —  a^«* 
folgt.    Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

und  weil  nun  endlich 

-Xo*  +  V  +  ^*  =  iE;i«(cos  öo*  +  cos  »0*  +  cos  Öq*)  ==  £4* 

ist»  so   haben  wir  zur  Bestimmung  der  drei   unbekannten  Grös- 
sen Xq,   Yq,  Zq  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

XqXq  +^0 ^0  +  2^o^o  =  ""  4^i*> 

^o*+n*+v=A\*. 

Uro  diese  Gleichungen  mit  Eleganz   und  Leichtigkeit  aufzu- 
lösen ,  will  ich  *)      ' 


*)  £s  beruhet  die«  auf  einem  bei  der  Aaflösuog  io  geformter  Glel- 
chnngeo  ziemlich  allgemein  anwendbaren  Kunstgriffe,  den  ich  gelegent- 
lich einmal  im  Allgemeinen  erläntern  werde,  wenn  dies  auch  für  den 
Kundigem  kaum  mithig  sein  durfte. 

30' 
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<?  =  { yo — »i  (^0^1  +  yoyi  +  'o*i)  I  *i* 
+ 1  yi  —  yo  (^0^1  +  yoyi  +  Vi)  I  (^o*-^**)» 

i5f  =   { 2t)  —  «i  (^0^1  +  yoyi  +  2o2:i)l*i* 
+ 1 H  — 2;o(^oa?i  +yoyi  +2o2i)}(£o*--E«*^; 

und   dann 


il=— 


^  =  - 


2{1— (^0^1 +yoyi  +  2o*i)'r 

G 

21 1  —  {xqXi  +  yoyi  +2o«i)*l ' 

C= ä. ; 

2  { 1  —  {x^i  +  y^i  +2o*i)*| ' 


ferner 


setzen. 
Weil 

^oHyo^+2o^  =  i,   V+yi^  +  *i*=l 

ist,   so  ist,    wie  leicht  erhellet: 

P^o  +  Gyo+Hzo  =  |l-(a:o^i+yoyi  +^o2i)^|£i*» 
^^1  +  Gyi+Hzi  =i{l^(xoXi  +yoyi+ Vi)^K£o*-£2'); 
also    nach    dem   Obigen: 

ila:o+%o+Czo=-i£,», 
^^1  +  By,  +  Czi=z^l  (Eo^-^E^^); 
und  weil   nun 

=  ^aro  +  Byo  +  Ctq  +  XqXq'  +yo  Yo+ZoZo' 

^i^o  +  yiFo  +  iiZo=-4(£;o«-i;2*) 
=  ^oTi  +%!  +  Czi+XiXo'  +yi  Yo'  +  ^iZo' 
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ist,   so  ist: 

^o^'+yoIo'  +  %Zo'=0, 

folglich,    wie  aus  den  obigen  Ausdrücken  von  Ay  B,  C  sich  auf 
der  Stelle  ergiebt,   auch 

^Xo'  +  ^Fo'+CZo'=0. 

Nun  ist  aber  nacn  dem  Obigen 

=  ^«+^2+C«+2(^Ao'  +  ÄFo'+CZoO  +  Ao'«+Fo'«  +  Zo'^ 
also 

so  dass  wir  jetzt  zur  Bestimmung  der  neu  eingeführten  unbekann- 
ten Grossen  Xq  ,  Tq  ,  Zq'  die  drei  folgenden  Gleichungen  haben : 

^o-yo'+yo*o'+^^'=o, 

^i^'+yiIo'+«iZo'  =  0, 

deren  Auflösung,  in  dieser  Form,  ungemein  leicht  ist.  Aus 
den  beiden  ersten  Gleichungen  erhält  man  nämlich  auf  der  Stelle: 

^  -yo^i-^oyi   " '    ^"  ""yo^i - ^03^1^^  '   ^"  ~yo^i  -^cVi  " ' 

woraus  sich  mit  Hülfe  der  dritten  Gleichung  ohne  alle  weitere 
Rechnung  sogleich  die  drei  folgenden  Ausdrücke  der  unbekann- 
ten Grössen  Xq  ^  Fq',  Zq  ergeben,  in  denen  die  oberen  und  un- 
teren Zeichen  sich  auf  einander  beziehen : 

®  V*(aroyi— yo^,)«+(yo«i  -«oyi)® +  (20^1—^0^1)*' 


V'C^ö.yi  —  yo^i  )* + (yo«i — «o^i)*  +  (2^o^i — ^o«i)* 


Nun  ist  aber 
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folglich : 


r ^)   zz.  i y-  ■■  ■   ■  > 

V  I  —  (0:0^:1  +ya^i  +  Vi)* 

i&o  — -  i  ^ -~  -^^ • 

VI-  (jcqXi  +yoyi  +  Vi)* 

Mittelfit  leichter  Rechnung  findet  man: 

FH  G*  + i^*  =  {  1  -  (0:00:1  +  yoyi  +  2o2,)*|  £;i* 

+  { l  -  (oToOTi  +  .yoy,  +  2o«i)*l  (Eo^-E^^)^ 
-2tl-(oroo:i  +yoyi  +  Vi)*l(.i?o^i  +^0^1  +2o*i)^i*(^o*  — ^a*)» 
also : 

^  i- Af  +  c  _  4  U  -  Ka;,  +  yoyi  +  *o*i)»> 

und  folglich,   wenn  man  im  Zähler 

setzt,    wie  man  leicht  findet: 

also  ferner: 

Nun  ist  aber  nach  den  Lehren  der  ebenen  Trigonometrie: 

Ey 2  H  E^^ — Eq^  =  2Ei  K^  cos  Ao , 
also,    wie  sich  sogleich  ergiebt: 
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folglich,  ^«Dii  J  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  AqAiA^  bezeich- 
net,  weil 

£iE2  sin  Aq  =  2A 
Ist: 

Also  ist  nach  dem  Obigen: 


^o  —±i       2tl-(aroa:,+.yoy,+»o*i)*! 


Weil  endlich,  wenn  wir  den  Winkel  A^OAi  durch  O^  bexeich- 
nen,  nach  dem  Obigen 

1  —  (xox^  +  yoy,  +  lo^)*  =  ««n  O^« 
ist ,  so  ist  auch : 

Y  /  _  ,-  (yo»i  -»offi)  yri6j*-Eo^Ei^E^      . 

^0  ■"*  SsinOa» 


(zo^,-j;o»,)  Vl6J^-Eo»Ei^Et* 
^  ,        .  (^o!/i-yo^i)  ^16^-Eo'gt'ga« . 


oder,  wie  man  sogleich  fibersieht: 


^0  -±  -iA'a'd-J^a«) 

'o  -'±  2Äa«(l-i£a*) 

■^o   -±  2£a«(l-i£,») 

Für  die  Grössen  F,  G,  H  erhält  man  sogleich  die  folgenden 
Ausdrücke : 
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G  =  (yo -yi  CO«  O,)  £i«  +  Cvi -yocoB  O^(£;o»— £;«•) , 
H=(zo  —  Xi  CO.S  O,)  £,»  4-  (*i  —  xqCos  O^  (Eo*—E»*) 
oder 

F=aJoKi«  +  «,  (EJ^-E^^-  \xiEi*  +  ^o  (Co« -£»*)}  cos  O,. 
G=yo£i"  +  yi (*;,»-£««)  -  lyi£i«  f  y« (£„»-£,•)! cos O,. 
H=toEi*  +  j,(£o*-£««)-l«i£i'+  «o(£o'-£»»)lco8  0,; 

und  es  ifit  dann 

V      _  y 

^''  —  ~ 2eiu Öa«  ~  ~  lE^^il—iE^) ' 

„_ G G 


28in  Oa«  —     2£:a«  (1  —  i^«*)' 

nach  dem  Obigen  Ut  aber: 
und 

also : 

:ra=a:o  +  ^+JIV.  :5r2  =  yü+^+ ^o'*  22  =  ^  +  ^+^« 
Wir  wollen  nun  die  Grössen 

A'^x^^A,    ß'=yo+B>    C'z=zzo+C 
berechoen. 

Zuvcirdeiät  ist 

2sin  Oa*  -  E^^  +  {Eq^—E^^  cos  O« 

und 
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=  i  t  £;,«£,»-2(£i*  +  £,«- £o*)) 


also  offeDbar: 


=i^.»^.'c-'-|^). 


:r«£o»(I  -  '-^)  +  -.£|«(1  -^A 


.4'=- 


4(1  -  J£a*) 


4(1 -■£,») 


„  ,  .,  4c08ili^    .         ro/1         4C08J<K 


-^-;i-niia-ii--^^ 


4(1 -i£,») 

Denken  -wir  uns  aber  von  der  Spitze  A^  des  Dreiecks  AqAiA^ 
auf  die  Gegenseite  A^A^  ein  Perpendikel  gefällt,  und  bezeichnen 
die  Entfernungen  des  Fusspunkts  dieses  Perpendikels  von  den 
Spitzen  A^  und  Ai  unsers  Dreiecks,  indem  wir  diese  Entfernun- 
gen als  positiv  oder  negativ  betrachten,  jenachdeni  sie  von  den 
Punkten  ^o  und  Ai  an  nach  dem  inneren  oder  äusseren  Räume 
des  Dreiecks  hin  liegen,  cfurch  Z>o' und  Z>|,  so  ist  offenbar  in 
völliger  Allgemeinheit: 

Z>o  =  El  cosAq,    Dl  =  Eq  cos  Ai  ; 
also 

cos^o __     Dq         cosAi  _     Z^i     . 
E1E2      Ei^E^       EqE^       Eq^E^ 

folglich  nach  dem  Obigen: 

W(^o* -4g) +  »,(£,«- 4 1?) 
^—  4(1-J£i«) 

*o(^«-4fe  +  *i(V-4g) 
*'  ~  4(l-4£,*)  * 


4S6    (m runer t:    üeber  eine  geometritche  Aufgabe  von  der  Sugel, 


Führt  man  den  Halbmesser  der  Kagel,  den  wir  durch  R  be- 
zeichnen wollen,   ein 9   so  muss  man  setzen: 

A'  =  ^ 


xo  {Eo^  -  4g  Ä«)  +  a:i  (£;i*--4  g  Ä«) 


yo  (Eo^ -  4g  Ä«)  +  y,  (^«-4^  Ä») 


4(Ä«— i^a«) 
zo  (i5:o*  -4^  ß«)  +  ii(£i«-4^/?«) 


und 


^~*  2£;B«(ß»-i£i«)  ' 

V  ,_  .  (ioa?i-J:ott)^16iZ«/^-£o«£i«£a' 
'o—±  2EJ^(R^—iEt*) 

»  .       .  (J'oyi  -.Vo^i)  \^16fi»^-  Eo*Ei*Et* 
^0  -±  2£4«(Ä»— iE»«) 

Führen  wir  aber  den  Durchmesser  ]D  =:  2i2derKiigel  ein,  so 
werden  diese  Formeln : 

^/_      £2 ^« 

^ X>^-E^* 

yo  (£««  -  &  D»)  +  »I  (£1«  -  f^I>«) 


pi-._ ^'a       •*** 


2„  (£0*  -  £*  K*)  +  ^  (£1'  -  £-"  D«) 


D'-E.« 


und 


,,,      .  2(:oart~aroZt)V4D'>^-'^»£:^J^ 


7  .-  .  2(a-oyi-y^,)  yrm^J^- Eo^Ei*Et* 
Weil  nach  dem  Obigen 
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ist,  «o  kann  man  auch  setzen: 

-fr-  =:  -FT  cos  Aq  =z ; -i j 

E^      E^  "  siD^a 

Z>|      £Jy         .        s\%\AqCosAi 

A.2        £*2  Sin  ^2 

Die  gesuchten  Coordinaten  x^,  y^*  H  we.rden  nun  unmittelbar 
initfelst  der  Formeln 

'erhalten.  Dass  es  wegen  der  doppelten  Zeichen  in  den  obigen 
Formeln  im  Allgemeinen  zwei  Auflösungen  giebt,  liegt  in  der 
Natur  der  Sache. 

Man  kann  die  obigen  Formeln  durch  Einführung  einiger  Hülfs- 
sprössen  noch  etwas  einfacher  d4rstellen.  Denkt  man  sich  von 
dem  Punkte  Aq  (oder  Ai)  aus  einen  Durchmesser  der  Kugel  ge- 
zogen, und  dessen  anderen  Endpunkt  mit  dem  Punkte  Ai  (oder 
Aq)  durch  eine  Sehne  der  Kugel  verbunden,  so  ist,  wenn  man 
diese  Sehne  durch  S^  bezeichnet,    offenbar 

SJ^-1fi^--EJ^. 
Bezeichnet    man    ferner    das  Prisma,    welches    das    Dreieck 


AqAiA^  =  ^  zur  Grundfläche  und  den  Durchmesser  XD  der  Kugel 
zur  Höhe  hat,  durch  P,  ferner  das  rechtwinklige  Parallelepipedon, 

welches    die   drei   Seiten    Eq,  Ei,  E^   des   Dreiecks   AqAiA^  zu 
Kaoteo  hat,   durch  P,   so  ist 

P  =  1D^/,     P  =  EoE^E^, 

Bezeichnen  wir  endlich  die  Prcjectionen  des  Dreiecks  A^^OAl 
auf  den  drei  Coordinatenebenen  der  yz,'za:,  xy.  Indem  wir  diese 
Projectionen  als  positiv  oder  negativ  betrachten,  jenachdem  die 
Grössen 

positiv  oder  negativ  sind*),   respective  durch  Ji,  J^f  ^9»    ^  ist 


*)  Wir  begnügen  uns  der  Kurze  wegen  hier  mit  dieser  Bestimmung 
der  Vorzeichen  der  Projectienen ,  bemerken  aber,  dass  eine  Bestimmting 
dieser  Vorzeichen  von  mehr  geometrischem  Charakter  leicht  nua  dem 
Anfsatze  Tbl.  III»  Nr.  XXIX.  S.  261.  entnommen  werden  kann. 


( 
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und  durch  Einf&hruDg  dieser  HfilfsgrOMen  werden  nun  die  obigen 
Formeln : 

^_      :ro(£o»-^I'»)+*.(£i«-§J)») 
A'=  g^  *       , 


«0  (£o*  -  :^  i»*) + *i(«i«  -  g  !>•) 


und 


««' 


^,    _  .  4^,V4P»^/»' 
y,_.  4^,V4P«-/» 


Dasa  man  auch  die  AusdrScke 

«o'-^D»   und  £i«-^D« 

leicht  constrairen  konnte,  erhellet  auf  der  Stelle,  wenn  mao  die- 
selben auf  folgende  Art  darstellt: 

Wenn  die  Längen  und  Breiten  der  Punkte  Aq,  Ai ,  A%  durch 

bezeichnet,  und  nach  dem  Obigen  die  Längen  und  Breiten  der 
beiden  ersten  Punkte  als  bekannt  angenommen  werden,  so  findet 
man  die  Coordinaten  Xq,  yo,  zq  und  Xi,  yi,  zi  mittelst  der  Formeln: 


mit  RückHckt  auf  Geodäsie.  4fK) 

yo  =  Rsin  Lq cos Bq,    yi  =  iZsin  Li  cos Bi , 

Zq  =  i^sin  Bq;  z^  =  JK  sin  ^i ; 

und  hat  man  nun  die  Coordinaten  x^t  y^9  H  mittelst  der  oben 
entwickelten  Formeln  berechnet ^  so  erhält  man  die  Länge  und 
Breite  des  Punktes  A^  durch  Auflösung  der  Gleichungen: 

X2^=^R  cos  L^co&  i?2  i 
^2  =  i?sinX2  cos  i?2» 
2.2  =/2sin^; 
welche  bekanntlich  nicht  der  geringsten  Schwierigkeit  unterliegt. 

Man  kann  die  hier  für  die  Kugelfläche  aufgelöste  Aufgabe 
auch  für  andere  Flächen  auflösen,  was  ich  hier  noch  fär  das 
Rotations  -  Ellipsoid  kurz   erläutern  will. 

Die  Gleichung  des  Rotations- Ellipsoids  ist,  wenn  die  Axe 
der  1  die  Drehungsaxe  ist: 


^*+y 


+x^  =  J; 


und  weil  nun  wie  oben 

x^zzzxq  +  El  cos Bq  z=zxi  +  ^ocos^i , 
ya  =yo  +  ^1  cos  c»o=yi  +  EqCob  Wi , 

ist,  so  hat  man  die  Gleichungen: 

(Xp-i-Ei  cos dp)^  4-  (yo  + 1^1  cos Op)^       fa  -t-  ^i  cos öp)«  _ 

(Xi  +£;pCos  ^i)^  +  iyi  +  Eq  cos  oj)«       (Zj-Kfipcosöj)«  _  . . 

äs  +      r-^         -  ^' 

und  entwickelt  man  nun  diese  Gleichungen  weiter,  so  erhält  man 
mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 

V±yo!.^_i    £i!±&!  .'-i!-.! 

und 

cos dp*+  cos  Wp*  +  C0S  5p*=S  l ,      cos  Öi^  +  COS  (0|*-|-COS  öi*  =  1 , 
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setzt,   die  folgenden  Gleichungen: 

Xq  cos  Bo + Jo  c^s  ooo =  —  \Ex  —  (I  +  c*)  2o  cos  öy  —  ifi*£i  cos  «o* , 
ar^  cos  öl  +yi  cos  oni  =r  —  i£(,  —  ( 1  +  «*)  »i  cos  ö j  —  if*JE„  cos  55,  * ; 
oder,    vrenn  man  wieder 

Ao  =  £^iCosö„.     Fo  =  £iCose()rt,     Zo=£jCosc5o; 
jri^£JoCOsdi,     Fi=JSoCoso)i,    Zi=£J^cosc5| 
setzt,  die  Gleichangen: 

Mittelst  der  Gleichungen 

^o  +-^0  =  ^1  +  -^!» 

yo  +  ^0=^1  +  ^1» 

i„  +  Zo  =  2i  +  Zi ; 
aus  denen 

folgt,  kann  man  nun  aus  der  zweiten  der  beiden  obigen  Gleichun- 
gen die  Grössen  Xi^  F, ,  Z|  eliminiren,  und  hat  dann,  in  Ver- 
bindung mit  der  aus  der  Gleichung 

cos  Bq^  +  cos  ooo*^  +  cos  öo*=  1 

sogleich   folgenden   Gleichung 

^o^+Fo^  +  Z.^^E^a, 

drei  Gleichungen  zwischen  A'^,  Yq,  Z,  ,  aus  denen  diese  drei  un- 
bekannten Grössen  bestimmt  werden  müssen.  Drückt  man  X^^  F^ 
mittelst  der  zwei  ersten  Gleichungen,  die  in  Bezug  auf  diese  bei- 
den Grössen  vom  ersten  Grade  sind,  durch  Z^  aus,  und  führt  die 
erhaltenen  Werthe  in  die  Gleichung 

^o*+3roHZo2=£i.^ 

ein,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  Z^  offenbar  eine  Glei- 
chung des  vierten  Grades,  deren  Entwickelung  hier  jetzt  nicht  in 
meiner  Absicht  liegt. 
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Sind  die  Entfernnugen  E^  und  Ei  Im  VerkäitDiss  za  den  Ab- 
messungen des  EUipsoids  nur  klein,  und  ist  das  Elllpsoid  vvenig 
von  einer  Kugel  verschieden»  ist  also  auch  ^  eine  sehr  kleine 
Grosse,  so  werden  die  Gleichungen 

^1^1  +2^1  n  =- J£o^-(l  +««)iiZi  -  Je*Zi« 
sich  nur  wenig  von  den  für  die  Kugel  geltenden  Gleichungen: 

oder 

^o-STq  +  .70  Fo  +  2oZo  =  —  «iSi* , 

^i^i+2fiFi+xiZ,  =  -.i£o« 

unterscheiden.  Vernachlässigt  man  die  Glieder  ie^Zo^  und  {b'^Zi^ 
welche  besonders  klein  sind,  weil  sie  die  Quadrate  der  sehr  klei- 
nen Entfernungen  Ex  und  Eq  enthalten,  so  werden  die  Gleichun- 
gen für  das  Ellipsoid: 

und  sind  also  jetzt  vom  ersten  Grade,  weshalb  bei  dieser  Ver- 
nachlässigung die  Aufgabe  für  das  Ellipsoid  eine  ganz  ähnliche 
Auflösung  zulassen  wird  wie  für  die  Kugel.  Diese  Andeutungen 
mögen  vorläufig  genügen. 


Miscellen. 


Schreiben  des  Hrn.  DirectorStre hl ke  in  Danzig  an  den  Heraasgeber. 

Professor  Richter  in  Elbing  schreibt  mir,  dass  er  bei  der 
Wiederholung  seiner  Berechnung  der  Zahl  n  folgende  Rechnungs- 
fehler gefunden  habe: 


<li0  449.  und  450.  Decimale  raUasen  48  statt  64  und 
die  480.  Decimale  musR  4  statt  5  heissen. 

Ich  laGse  nun  die  con  Herrn  Proreseor  Richter  in  Elbing  be- 
rechnete Zahl  TE  aufSOO  Decimalslellen  '),  nach  obigen  Aoga* 
hen  gehürig  berichtigt,  aus  dem  Elbinger  Anzeiger.  1864. 
Nr.  85.  (18.  October)  folgen: 


Die   Zahl  n 

in  500  Dezimalstellen,  mit  Verhesserung  einiger  früher  durch  ein 
Versehenunrichtigangegebener  Stellen,  ist  =3,14159  2ÖS36  89793 
23846  26433  83279  50288  41971  69399  37510  58209  74944  59230 
78164  06286  20899  86280  34825  34211  70679  82148  08651  32823  ' 
Ü6647  09384  46095  50582  23172  53594  08128  48II1  74502  84102 
70193  85211  05559  64462  29489  54930  38196  44288  10975  66593 
34461  28475  64823  37867  83165  27120  19091  45648  56692  34603 
48610  45432  66482  13393  60726  02491  41273  72458  70066  06315 
58817  48815  20920  96282  92'J40  91715  36436  78925  90360  01133 
05305  48820  46652  13841  46951  94151  16094  33057  27036  5759S 
91953  09218  61173  81932  61179  31051  18548  07446  23799,62749 
56735  18857  B2724  89122  79381  83011  94912. 


•)  Mhh  lurgl.   Ari'hiv 


■ei<  Will.  S.  416. 


Berichtigungen. 


schneidet  etc."    setze  j 


»Eine  jede  Fläche  des  Ikosaedfl 
„Eine  jede  Flüche   des   Ikosaedo^ 


I  Axenende  liegt,  schneidet  etc.'' 


jhoLm: 


\ ' 


Onmert^AFfkw. 


\         ' 
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Literarischer  Bericht 

XCVII. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Almanach  der  Kaiserlichen   Akademie  der  Wissen- 
achaften.     Fünfter  Jahrgang.     1855.     Wien.    8. 

Die  vier  TrSheren  Jahrgänge  dieses  Älmanachs  sind  in  den 
Liter.Ber.Nr.LXVIII.S,873.,  >r,  LXXVII.S,961.,  Nr.  LXXXVI. 
S.  1.  angezeigt  norden.  Schon  in  Nr.  LXVIIl.  S.873.  habec  wir 
bemerkt,  dass  wir  diese  Publication  der  nm  die  nialhemalischen 
und  physikalischen  Wissenschaflen  schon  in  der  knrzeii  Zeit  ihres 
Bestehens  so  hoch  verdienten  Kaiserüdien  Akademie  der  Wis- 
aenschpften  in  Wien  für  die  Geschichte  und  Literatur  der  genann- 
ten Wissenschaften  namentlich  deshalb  von  besonderer  fiedeutung 
halten,  weil  in  diesen  Almanachen  vollständige  Verzeichnisse,  wie 
man  sie  sonst  nirgends  antreffen  dürfte,  der  Schrifteo  von  Mgn- 
nern  enthalten  sind,  denen  die  Mathematik,  Astronomie  und  Phy- 
sik so  Vieles  verdanken ,  wie  Belli  und  Bordoni  in  Pavia, 
V.  Ilurgin  Wien,  Carlini  in  Mailand;  Doppler,  v.  Ettings- 
hausen,  GintI,  Uaidinger,  Koller,  Kreil,  Knnzek,  v. 
Littrow,  Moth,  Petzval,  v.  Prechtl,  sSmmtlich  in  Wien; 
Santini  in  Padua,  Salomon,  SchrJitter  und  Stampfer  in 
Wien,  Weisse  in  Krakau,  u.s.w.,  wobei  aber  natürlich  auch 
ausserdem  die  nShere  Kenntniss  der  Geschiebte  und  Organisation 
einer  gelehrten  Körperschaft,  welche  für  die  genannten  Wissen- 
Bchaftcn  von  so  grosser  Bedeotung  ist,  wie  die  Kaiserliche  Aka- 
demie der  Wissenschaflen,  für  jeden  Mathematiker  und  Physiker 
von  gro,ssem  Interesse  sein  muss.  Was  nun  aber  den  vorliegen- 
den Jahrgang  des  Älmanachs  insbesondere  betrifft,  »o  erfordert 
derselbe  auch  wegen  seines  speciellen,  sehr  interessanten  und 
Thl.  XXV.  Hfl.  1.  I 
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lehrreichen  Inhalts  liier  eine  besondere  Anieige.  Crtter  Nr.  111. 
hat  der  General-Secrelair  der  Akademie,  Herr  Pmressor  Schrüt- 
ter,  einen  Bericht  üher  die  Th^tigkeit  der  Akademie  für  dea 
Zeitraum  vom  30.  Mai  1853  bis  dahin  1854  erstattet,  in  dem  vdb 
Neuem  der  Beweis  für  die  ausgezeichnete  Stellung,  ivelche  di| 
Kaiserliche  Akademie  unter  den  Instituten  dieser  Art  gegenwärtig 
mit  Recht  einnimmt,  in  der  deutlichsten  Weise  geliefert  ist.  Dans 
müssi'n  wir  besonders  hervorheben  die  von  Sr.  Extellenz  Herrn 
Miniüler  v,  Baumgartner  aU  PrSsldent  der  Akademie  gehalteo» 
Rede  über  den  Zufall  in  den  Naturivissenschaften,  welch» 
nir  Itir  so  interessant  halten,  das«  wir  sie  unsern  Lesern  in  die* 
Bern  Hefte  des  Archivs  vollstSndig  mitgetheilt  haben,  und  dah« 
hier  nichts  weiter  über  dieselbe  zu  sagen  brauchen.  Endlich  ent- 
hält auch  die  Rede  des  Herrn  Professors  E.  Brücke:  „G 
die  Arbeitsthiere"  so  viel  Interessantes  und  Wichtiges  Dber 
die  Leistungen  der  Arbeilslhiere  in  Rücksicht  auf  Physik  und 
Mechanik,  dass  wir  auf  dieselbe  hier  besonders  hinzuweisen  nna 
für  verpQichtet  ballen,  so  nie  wir  denn  diesen  AImnnach  Übe^ 
haupt,  aus  den  oben  ausführlich  dargelegten  Gründen,  in  jeder 
Rücksicht  unseren  Lesern  zu  besonderer  Beachtung  empfehlen. 


Almanach  der  Königlich  Gaierischen  Ahndemie  der 
Wissenschaften    für    das  Jahr   1853.     München.     S. 

Die  Kütiiglich  Bayerische  Akademie  der  Wissenschaften  bat 
Almanache  für  die  Jahre  1843,  1844,  1845,  1847,  1849  und  ao 
eben  den  für  das  laufende  Jahr  1853  verSflenllicfat.  Wenn  »chon 
an  sich  die  niibere  Kenntniss  der  Geschichte  und  der  Inneren 
Organisation  wissenschaftlicher  Institute  und  gelehrter  Kurper- 
«chaften  von  sn  hoher  Bedeutung,  wie  die  am  '28.  März  1750  ge- 
stiftete Königliche  Bayerische  Akademie  der  Wissens  ehalten  : 
München,  trelche  sich  auch  hauptsächlich  die  Bearbeitung  niid 
Vervollkommnung  der  mathematischen  und  physikalischen  Wissen- 
schaften zur  Aufgabe  machen,  für  jeden  Liebhaber  dieser  Wisseo- 
Kcbalten  von  dem  grüsslen  Interesse  sein  muss,  so  geninnt  der 
vorliegende  Almanach  noch  dadurch  für  die  Gesthichte  und  Lite- 
ratur der  genannten  Wissenschaften  an  besonderer  Bedeutung, 
vreil  er  vollständige  Verzeichnisse,  wie  man  sie  sonst  nirgends 
antrifft,  der  Schriften  von  Männern  enthält,  denen  die  Mathematik 
und  Physik  und  die  übrigen  Natunvissenechaften  so  Vieles  vor- 
danken, wie,  um  nur  Einige  zu  nennen,  Steinheil,  Lamont, 
ScbafhäatI,  Seidel  und  Kuhn  in  der  Mathematik,  Astrono- 
mie und  Physik;  wie  Buchner,  Liebig,  Voget,  Schafbäutl, 
Pettenkofer   in    der  Chemie;    wie  v.  Martius   in   der  Botanik, 
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V.  Fuchs  in  der  Mineralogie,  v.  Schubert  in  der  allgemeinen 
Naturgeschichte,  u.  s.  vr.  Ausserdem  enlhölt  dteser  Altnanach,  den 
wir  hier  mit  besonderem  Vergnügen  anzeigen,  auch  ein  vollstSn- 
digea  Verzeichniss  der  Ton  der  Akademie  herausgegebenen  selbst- 
ständigcn  Schriften  eiuEelner  Verfasser  und  Verzeichnisse  des 
Inhalts  ihrer  Denbschririen,  auch  auf  S.  L  —  S.  73.  die  sehr  in- 
teressante Geschichte  ihrer  Entstehung  und  der  verschiedenen 
Phasen  ihrer  weiteren  Entnickeluuf;  bis  jetzt,  ihre  xu  verschiede- 
nen Zeiten  gegebenen  Statuten,  Nachrichten  über  ihre  neuesten 
wUsensi^haftlicben  Arbeiten  und  Unternehmungen  u.  s.  w. ,  waa 
Alles  diesen  Almanach  Trir  jeden  Mathematiker  und  Physiker,  na- 
mentlich in  Uücksicht  auf  deren  Geschichte  und  Literatur,  ztt 
einer  sehr  hiteressanlen  Erscheinung  macht,  tresbalb  w'u  densel- 
ben daher  hier  zu  sorgfälligster  Beachtung  recht  sehr  empfehlen. 


Arithmetik. 

Bahnen  höherer  Gleichungen  und  neue  Arten  der 
LfiBung  und  Näherung  von  J.  Ried!  v.  Leuenstern.  Mit 
eilf  gestochenen  Tafeln.     Wien.  1852.    4. 

„Die  Bahn  einer  homonymen  Reihe  von  Zahlengleichungen", 
sagt  der  Herr  Verfasser  auf  S.  3.  seiner  Schrift,  „ist  eine  Krumme 
von  der  Ordnung  der  höchsten  Potenz  in  ihrem  Ausdrucke,  deren 
Abscissen  (x)  veränderliche  Werthe  des  letzteti  Gliedes  der  Ein- 
zelgleichungen, die  Ordinalen  (y)  aber  die  jedem  dieser  Werthe 
entsprechenden  Wurzeln  sind,  Sie  bedingt  demnach  eine  Glei- 
chung ziveier  Veränderlichen,  deren  eine  nur  einmal,  und  zwar 
In  der  ersten  Potenz,  die  andere  in  Gliedern  mit  verschiedenen 
Potenzen,  Foctoren  und  Zeichen  erscheint;  diese  bestimmen  das 
Gesetz  der  Krummen  und  sind  fiir  jede  gegebene  Bahn  unverän- 
derlich." —  Es  ist  nicht  ganz  leicht,  den  Zweck  und  die  Absicht, 
welche  der  Herr  Verfasser  bei  Ausarbeitung  und  Publication  die- 
ser Schrift  hatte,  in  ganz  kurzen  Worten,  wie  es  die  Natur  die- 
ser literarischen  Berichte  nölhig  macht,  anzugeben.  Indess  mag 
man  im  Allgemeinen  der  Wahrheit  am  nfichsten  kommen,  wenn 
man  sagt,  dass  in  derselben  die  Darstellung  der  Functionen  der 
Gleichungen  durch  Curven  gezeigt,  besonders  und  zunächst  Hiilts- 
mittel  zur  Aufsuchung  von  besonder»  hervortretenden  Hauptpunk- 
ten dieser  Curven  angegeben  worden  sind,  deren  Benutzung  zur 
Construction  der  in  Rede  stehenden  t^'urven  gezeigt,  und  alles 
dieses  zur  Auflösung  der  numerischen  Gleichungen  durch  Nähe- 
rung angewandt  worden   ist,   wobei  der  Herr  Verfasser  auch  auf 
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S.  23,  unter  dem  Namen  einer  Rechenmaschine  ein  Instrument 
sur  Abkürzung  und  Vereinfachunft  äet  einschlagenden  Rechnun- 
gen beschreibt.  Uie  BeschränkDieit  des  Raumes  dieser  literari- 
schen Berichte  nillbigt  uns,  die  Leser  des  Archivs  Behufs  nähe- 
rer Kenntnissnahme  auf  die  Schrift  selbst  zu  vern>eiseu,  indem 
wir  nur  noch  bemerken,  dass  der  Herr  Verfasser  in  der  Zoit- 
schTin  des  Österreichischen  Ingenieur- Vereins.  18S3. 
Nr  13.,  14.,  19.,  W.  und  1854.  Nr.  5.  einige  Nachträge  zu  der- 
selben und  einige  sein  Verfahren  zur  Auflüsung  der  numerischen 
Gleichungen  weiter  erläuternde  Bemerkungen  geliefert  hat. 


In  einer  Recension,  wenn  man  Oberhaupt  solche  Mac b werke, 
wie  das  nachher  za  besprechende,  so  nennen  darf,  der  Diffe- 
rential- und  Integralrechnung  von  Herrn  Professor  Kölp 
in  Darmstadt,  die  in  einem  der  neuesten  Hefte  der  Güttin- 
ger  gelehrten  Anzeigen  sich  findet,  wundert  am  Schluss 
derselben  ihr  Verfasser,  Herr  Doctor  Schnuse,  —  der  ja  nun 
das  Uebersetzungs- Handwerk  wohl  aufgegeben  und  im  Interesse 
der  mathematischen  Literatur  sich  ganz  aufs  Recensiren  verlegt 
hat,  —  sich  darüber,  dass  das  genannte  Buch  im  Archir. 
Literar.  Her.  Nr.  XCIH.  S.  1.  vor  den  meisten  anderen  neue- 
ren Eürscheinungen  auf  dem  Gebiete  <Ier  höheren  Analysis  als  ver- 
dienstlich hervorgehoben  worden  ist,  namentlich  deshalb,  weil 
es  den  Schüler  in  zweckmässiger  Weise  in  den  Geist  der  neue- 
ren, durch  Strenge  und  in  allen  anderen  Beziehungen  vor  der  Site- 
ren so  sehr  ausgezeichneten  Analysis  einführt.  Üass  darüber 
Herr  Doctor  Schnuse  sich  wundert,  hat  uns  gar  nicht  ge- 
wundert; denn  wo  so  ganz  und  gar  keine  Kenntniss  und  Ver- 
ständniss  dessen,  was  die  neuere  Analysis  erstrebt  und  wodurch 
sie  sich  in  Rücksicht  auf  wahre  mathematische  Strenge  so  sehr 
vor  der  älteren  Analysis  auszeichnet,  sich  findet,  wie  bei  die- 
sem Recensenten,  ist  es  ganz  natürlich  und  kann  nicht  im  Ge- 
ringsten befremden,  dass  demselben  solche  ürtheile,  wie  das  im 
Archiv  ausgesprochene,  höchst  wunderbarlich  vorkommen  müs- 
sen. Wenn  aber  namentlich  Herr  Schnuse,  wie  er  neuerdings 
Uflers  beliebt,  in  seinen  recensirenden  Machiverken  sich  den  An- 
schein eines  Philosophen  oder  philosophischen  Mathematikers  zu 
geben  sucht,  fallt  er  im  eigentlichen  Sinne  ganz  dem  Gebiete  des 
Tragikomischen  anheim.  Wir  haben  uns  also  gar  nicht  gewun- 
dert, dass  Herr  Schnuse  sich  über  jene  Anzeige  im  Literari- 
schen Berichte  des  Archivs  gewundert  hat.  Darüber  aber  wun- 
dern wir  uns,  —  und  nicht  wenige  andere  Mathematiker  sich  mit 
uns,  —  schon  lange,   dass  eine  so    berühmte  kritische  Zeitschrift. 
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nie  die  Gültinger  gelehrten  Anseigen,  ihre  Seiten  immer 
nncb  mit  «olchenü  sogenannten  RecensioDen  füllt.  Dagegen 
bat  68  uns  im  Interesse  der  an  ausgeüeichnelen  krilisuhen  Anzei- 
gen anderer  trefflicher  Mitarheiter  auch  im  Gebiete  der  Mathe- 
matik auägezeichueten  Heidelberger  Jahrbücher  der  Lite- 
ratur wahrhaft  gefreut,  daas  diege  hochactitbare  ZeitschrifE  Herrn 
Schiiuse  neuerlich  aus  der  Reihe  ihrer  Mitarbeiter  wohl  gestrichen 
haben  mag,  wie  dies  uns  wenigstens  scheinen  will,  weil  wir 
in  derselben  Herrn  Schnuse  seit  lange  nicht  mehr,  wie  früher 
ufters,  zu  unserer  Ergützung  zu  begegnen  das  Vergnügen  gehabt 
haben.  Wir  hoffen  und  wünschen  uns  nicht  zu  täuschen,  wenn 
wir  die  Meinung  hegen,  dass  diesem  hochachtbaren  Journale  die 
Güttinger  gelehrten  Anzeigen  in  ihrem  eigenen  Interesse 
hierin  bald  nachfolgen  werden.  Grunert. 


Einige  Sätze  aus  den  Anfangsgründen  der  Zahlen- 
lehre  von  Brennecke,  Director  der  städtischen  Real- 
schule zu  Posen.  (Prograrom  der  genannten  Lehran- 
stalt von  Ostern  ]855.) 

In  diesem  den  Lesern  xnr  Beachtung  zu  empfehlenden  Pro- 
gramm hat  der  Herr  Verfasser  eine  zvreckmässige  Zusammenstel- 
lung einiger  der  nichtigsten  Sätze  der  Zahlenlehre  oder  Theorie 
der  Zahlen  geliefert,  und  zunächst  mit  richtigem  Takte  nament- 
lich das  auNgewSblt,  was  auch  für  den  gewöhnlichen  arithmetischen 
Unterricht  von  Wichtigkeit  ist  und  zu  dessen  Vervollständigung 
dient,  besonders  also  die  Lehre  von  der  Theilbarkeit  und  den 
Theilern  der  Zahlen,  die  Kennzeichen  der  Theilbarkeit,  und  was 
weiter  hierher  gohCrt.  Auch  die  Theorie  der  Ketlenbrüche  und 
ihre  Anwendung  zur  Ausziehung  der  Quadratwurzel  fehlt  nicht. 
Dann  fmden  wir  die  Congnienz  der  Zahlen;  das  Fermat'scbe 
nnd  WilsonscheTbeoreui,  beide  auch  in  erweiterter  Gestalt;  daa 
Reciprocitätsgesetz ;  die  quadratischen  Reste  und  Nichtreste  und 
vieles  andere  hierher  Gebürige.  Je  weniger  die  hübere  Zahlen- 
lehre noch  bekannt  zu  sein  scheint,  desto  mehr  verdienen  Schrif- 
ten, wie  die  vorliegende,  Beachtung,  da  dieselben  Jedenfalls  ge- 
eignet sind,  dergleichen  wichtigen  Theilen  der  Wissenschaft  eine 
grossere  und  allgemeinere  Anerkennung  und  Verbreitung  zu  ver- 
schaffen und  zu  sichern. 


Geometrie. 

rie  der   Kreisverwandtschaft  i 
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F.  Mübius.  Aus  den 
h' physischen  Klass« 
i;llschart   der  WiKsen* 


metrischer  Darstellung.  Von 
Abhandlungen  der  niathemati 
der  Königlich  Sächsischen  G. 
Schäften.     Leipzig.  Uirzel.  1855. 

Die  KrcisTerirandlschaft  erklärt  der  Herr  Verfasser  aarS.534. 
auf  folgende  Weise:  „.'\ngenoninien,  duss  in  zwei  Ebenen  jedem 
Punkte  der  einen  ein  Punkt,  und  nicht  mehr  als  einer,  in  der  an- 
dern dergestalt  entspricht,  dass  Fon  je  vier  Punkten  der  einen, 
welche  in  einem  Kreise  liegen,  die  entsprechenden  in  der  andern 
gleichfulls  in  einem  Kreise  enthalten  sind,  so  sull  jedes  System 
von  Punkten  der  einen  Ebene  und  das  vun  den  enlsprcchendeo 
Punkten  iti  der  andern  gebildete  System,  also  auch  jede  Linie 
der  einen  und  die  Linie  der  andern,  welche  die  den  Punkten  der 
erstem  Linie  entsprechenden  Punkte  verbindet,  einander  kreis- 
verwandt heissen." 

„Hierbei  machen  wir,  dem  Princip  der  Stetigkeit  gemfisst 
noch  die  Voraussetzung,  dass  von  je  zwei  einander  unendtich 
nahen  Punkten  der  einen  Ebene  die  entsprechenden  in  der  an- 
dern gleichl'alls  —  wenigstens  im  Allgemeinen  —  einander  unend- 
lich nahe  sind." 

Diese  neue  Art  der  Verwandtschaft,  welche  eine  ziemliche 
Anzahl  merkwürdiger  Beziehungen  darbietet,  hat  der  um  die  reine 
Geometrie  schon  so  vielfucb  verdiente  Herr  Verfasser  in  dieser 
sehr  lesenswerthen  und  sehr  zur  Beachtung  zu  empfehlenden  Ab- 
handlung einer  ausführlichen  Untersuchung  unterworfen,  wobei  er 
sich  zwar  der  rein  geometrischen  Darstellungsiveiae  bediente,  aber 
doch,  wie  schon  In  seinem  „Barycentrischen  Caicul",  die 
Allgemeinheit,  welche  die  analytische  Alethode  gewährt,  mit  dtr 
Anschaulichkeit  der  rein  geometrischen  dadurch  zu  verbinden  suchte, 
dass  er  iu  den  Ausdrücken  für  Raumgrüssen  durch  Nebenelnau- 
derstellung  von  Buchstaben,  welche  deren  Begrenzung  bezeich- 
nen, auf  die  Aufeinanderfolge  dieser  Buchstaben  stets  die  gehö- 
rige Rücksicht  nahm,  eine  Darstellungs-  und  Enlwickelungsweise, 
»on  der  Herr  Möbius  bekanntlich  schon  sehr  viele  fruchtbare 
Anwendungen  gemacht  hat  und  die  zu  allgemeinerem  Gebrauche 
bei  Untersuchungen  aus  dem  Gebiete  der  reinen  Geometrie  jeden- 
falls sehr  empfohlen  zu  werden  verdient,  so  wie  wir  denn  über- 
haupt sehr  wünschen,  dass  namentlich  auch  die  vorliegende  rer- 
dienstliche  Abhandlung  die  allgemeinste  Beachtung  bei  allen 
Liebhabern  der  feineren  Geometrie  Gndcn  raüge. 


U 


18  verg 
Joseph  Riedl   vi 


eichende  Ma 


SS  der  Kürg 
.     Aus  den 


>rinkel 
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•  cnscbftrtlicben  Abhandlungen,  geBaminelt  und  durch 
Siibscription  herausgegeben  von  W.  Uaidinger.  II.  Bund. 
II.  Thei).  S.  1.     4. 

(Jeber  die  Summe  der  Kurperwinkel  an  Pyramiden. 
Von  J.  Riedl  von  Leuenstern.  Aus  denselbfio  Abband- 
iuDgeii.    111.  Band.  2.  Abtfa.  S.  ä7.    4. 

Ueber  Raute,  Prisma  und  Kegel  in  akronometri- 
■  cher  Beziehung.  Von  Joseph  Riedl  von  Leuenstero. 
Ana  denselben  Abbandlungen.     IV.  Band.  2.  Abtb.  S.  47. 

Diese  drei  in  enger  Verbindung  mit  einander  siebenden,  ste- 
reometriache  Untersuchungen  enlhallenden  Abhandlungen  scheinen 
bisher,  unverdienter  Weise,  ziemlich  unbeachlel  geblieben  zu  sein. 
Als  tirundgedanke  derselben,  dessen  weiterer  Entnickelung  im 
Allgemeinen  hauptsächlich  die  erste  Abhandlung  gewidmet  ist, 
kann  man  die  Aullindung  und  Angabe  eines  allgemeinen  Maasses 
der  kDrpcrIichen  Winkel  bezeichnen,  durch  welches  dieselben  in 
eben  so  einfacher  Weise  gemessen  und  unter  einander  verglicheu 
werden  können,  wie  die  ebenen  Winkel  mittelst  ihrer  bekannten 
Alaasse.  Dass  der  Herr  Verfasser  dabei  auf  den  achten  Theil  der 
KugelHächc  oder  den  sogenannten  sphärischen  Octauten  kummen 
muHSle,  war  natürlich  und  Hess  sich  erwarten;  er  ist  dabei  in  ge- 
wisser Rücksicht  zusammengetroffen  mit  dem  Herausgeber  des 
Archivs,  welcher  in  einer  schon  im  Jahre  IS30  in  dem  Crelle- 
echen  Journal.  Tbl.  V.  S.  S7.  unter  dem  Titel:  „Einige 
stereometrische  Sätze"  verüffenti lebten  Abhandlung  körper- 
liche Winkel  schon  auf  dieselbe  Weise  gemessen  hat  und  dadurch 
zu  verschiedenen  benierkenswerthen  Sätzen  über  die  Polyeder 
gelangt  ist,  die  auch  späterhin  in  verschiedenen  Lehrbüchern,  z.B. 
in  der  „ Ueberaelzung  und  Bearbeitung  der  Geometrie 
von  van  Swinden  von  Jacobi"  rcproducirt  worden  sind.  Herr 
Riedl  von  Leuenstero  ist  aber  bei  der  in  Rede  stehenden 
Messung  der  körperlichen  Winkel  noch  einige  wesentliche  Schritt«! 
weiter  gegangen,  wie  der  Herausgeber  des  Archivs  bei  seinen  an- 
geführten Untersuchungen,  indem  er  z.  B.  auf  S.  4.  der  ersten 
Abhandlung  einen  Grad  einer  Kugelfläche  nach  einem  beson- 
ders von  ihm  aiifgestelllen  Begriffe  in  die  Betrachtung  einführt 
und  davon,  so  wie  auch  noch  von  verschiedenen  anderen  Begrif- 
fen, auf  die  wir  hier  der  Beschrünktheit  des  Kaunies  wegen  nicht 
weitet  eingeben  künnen,  vortheilhafte  Anwendungen  macht.  In 
der  zweiten  und  dritten  Abhandlung  sind  die  in  der  ersten  nie- 
dergelegten allgemeinen  Betrachtungen  und  festgestellte»  Begriffe 
auf  die   auf  deren   Titeln  ;genannten   Körper:     Pyramide,    Raule, 
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I  Kegel  atigewandl,  nod  diese  Küq>er  aadi  nock  aw 
woAern  GesicbtsponkteD ,  iminei  aber  votEa^atreiee  in  Bezn^  »ri 
ihre  krirperlicheii  Winkel,  betrachtet  tronlen.  Dass  der  Heraa»- 
geker  allen  Htereomelriscbeo  Cnletsucbuiigen  tdh  der  Ten<lenz  der 
Fon  Herrn  Riedl  von  Leaen«tern  angestellten  eine  gewisse 
IVichtigkeit  beiznle^ea  geneigt  ist,  gebt  schon  daraas  hervor,  Ams» 
er,  wie  schon  erinnert.  Trüber  selbst  diesen  Gegenständen  »eine 
Aufmerkeanikeit  <>eHidinet  bat;    er  Ihot  dies  aber  jetzt  noch  weit 

1  er  immer  mehr  ggd  mehr  die  Ueberzeusun»  gewinnt 
dass  unsere  jetzige  Stereometrie  noch  sehr  der  \  errollkommniing 
bedarf,  and,  naturliih  mit  Ausnahme  der  eigentlichen  BerecbaiiBg 
der  Volnmiua  und  OberHSchen  der  Körper,  in  der  That  wenig 
darbietet,  was  einer  weiteren  frncblbaren  Anwendung  fabig  ist 
Eine  solche  weitere  Anwendbarkeit  der  et ereo metrischen  Lehrsätze 
heibeizulttbren  oder  wenigstens  vorzubereiten,  scheinen  aber  Ca- 
tersucbungen  wie  die  in  den  vorliegenden  Abbandlangen  angestell- 
ten wohl  geeignet  za  sein,  weshalb  wir  die  Leser  des  Arclüvs 
bitten,    dieselben  nicht  ganz  anbeachlet  zu  lassen. 


p  t  i  k. 

dcbem  gute  optische  Instrumoit««  ■•> 
-e  vou  etwas  grüsseren  Dimensii 
ad  noch  sieben,  ist  gewiss  der  so  sehr 
Verbreitung  dieser  Instrumente  bisher 
tnd  hat  vorzugsweise  nur  gut  dotirlea 
einzelnen  reicheren  Liebhabern  Akt 
An- 


Det  hohe  Preis,  in  wi 
in  Hieb  aber  die  Fern  ruh 
bis  jetzt  gestanden  haben  n 
zu  wQnscfaenden  grösseren 
sehr  binderlich  gen  esen ,  i 
Sffeotlichen    Instituten    uai! 

ntathematischcD  und  physikalischen  Wissenschaften  der« 
Schaffung  müglich  gemacht.  Im  höchsten  Grade  erfreulich  ist  es 
daher,  dass  Herr  Ministerialratb  Steinheil  in  München  dort 
80  eben  ein  Institut  ins  Leben  gerufen  hat,  welches  diesem  Uebel- 
stande  in  kräftigster  und  dankenswerthester  Weise  abzuhelfen 
verspricht,  und  für  sein  vollständiges  Gelingen  und  die  Trefflich- 
keit dec  aus  ihm  hervorgehenden  liistramente  in  dem  grossen  prak- 
tischen Talente  und  der  eben  so  gross^en,  ausgezeichneten  oad 
grSndlicben  tbeDreIJschen  Kenulniss  aller  Theile  der  matbemati- 
schen  und  (ihysikalischen  Wissenschaften,  welche  in  so  ungemein 
seltener  Weise  in  dem  berühmten  Begründer  dieses  Instituts  ver- 
einigt sind,  das  vollständigste  Geivähr  jindet  und  dadurch  die 
vollständigste  Bürgschaft  leistet.  Es  macht  mir  daher  sehr  grosse 
Freude,  den  Lesern  des  Archivs  das  Programm,  welches  Herr 
Ministerialrat h  Steinheil  über  die  Eröffnung  seines  Instituts  so 
eben  veröffentlicht  hat,  im   Folgenden  mittbeilen  zu  können,  was 
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ich  vollständig  Ihue,  weil  die  Leser  dadurch  am  Besten  mit 
dem  Zwecke  dieses  Instituts  hekannt  werden.  Auch  nur  ein  fluch* 
tiger  Blick  in  das  Preisverzcichuiss  wird  jeden  Kundigen  von  der 
Niedrigkeit  der  gestellten  Preise,  namentlich  in  Verhältniss  zu 
den  hisher  genübnlichen,  aur  der  Stelle  überzeugen,  und  die 
Wissenschaft  muss  und  wird  es  jedenfalls  Hetrn  Minis terialrath 
Steinheil  besonderen  Dank  wissen,  dass  er  in  solcher  Weise, 
deren  Einfluss  auf  die  Förderung  der  Wissenschaft  in  der  allsei- 
ligsten Richtung  gewiss  nicht  auebleiben  wird,  für  die  Bedürf- 
nisse auch  weniger  bemittelter  Gelehrter  und  weniger  gut  dotirter 
Institute  gesorgt  hat.  Hauptsächlich  sind  auch  alle  Gymnasien, 
Real-  und  höheren  Bürgerschulen,  Gewerbeschulen  und  ähnliche 
Lehranstalten,  die  meistens  in  die  vorher  erwähnte  letztere  Kate- 
gorie gehören,  auf  dieses  neue  Institut  aufmerksam  zm  machen, 
indem  sie  schwerlich  irgendwo  anders  ihre  Bedürfnisse  zweck- 
mässiger und  in  einer  ihren  Verhältnissen  mehr  entsprechenden 
Weise  zu  befriedigen  im  Stunde  sein  werden.  Wenn  auch,  wie 
bereits  erinnert ,  schon  der  Name  des  Herrn  Ministerialraths  Stein- 
heil für  die  Trefflichkeit  der  aus  dem  Institute  hervorgehenden 
lastrumente  vollÄändige  Bürgschaft  leistet,  so  will  ich  doch  zu 
bemerken  nicht  unterlassen,  dass,  wie  ich  bestimmt  weiss,  meh- 
rere dieser  Instrumente,  selbst  bei  nicht  ganz  günstigen  afmo- 
sphäriscfaen  Verhältnissen,  auf  der  jetzigen  grossen  Pariser  Indu- 
strie-Ausstellung von  so  ausgezeichneten  Kennern,  wie  Urewstei, 
Leverrier,  Matbieu  u.  A.,  die  günstigste  Beurtheilung  gefun- 
den haben.  S teinheil'sche  Fernrohre  von  6  Fuss  Brennweite, 
die  eine  360maiige  Vergrösserung  recht  gut  ertragen,  sollen  bei 
49  Linien  Oeffnung  des  Ohjecfivs  mehr  leisten,  als  aus  anderen 
Werkstättpn  hervorgegangene  Fernrohre  mit  Objectiven  von  4  Zoll 
Oeffnung. 

zur  besonderen  Genugtbuung  und  macht  mir 
jrch  das  sich  einer  weiten  Verbreitung  erfreuende 
,B  folgende  Programm  den  Lesern  nicht  bloss  aus- 
vollständig mittheile,  zu  der  im  höchsten  Grade 
inschenswerlhen  Beliannlwerdung  dieser  so  sehr  verdienstlichen 
Unternehmung  in  einem  möglichst  weilen  Kreise  Einiges  beitra- 
gen zu  können,  und  wünsche  sehr,  dass  Herr  Ministerialrath  Stein- 
heil durch  recht  reichliche  Abnahme  für  die  grossen  Kosten,  welche 
die  Gründung  eines  solchen  Instituts  nothwendig  aufzuwenden  er- 
fordert, einigermassen  entschädigt  werden  möge.  Auch  wird  es 
mir  besonderes  Vergnügen  machen,  über  die  Leistungen  eines 
kleineren  Tubus  von  24  Linien  Oeffnung  und  24  Zoll  Brennweife 
mit  56  und  120maliger  Vergrösserung,  zu  dem  so  sehr  geringen 
Preise  von  66  Gulden,  welchen  ich  bald  aup  dem  neuen  Institute 


Es  gereicht  n 
besondere  Freude, 
Archiv,  indem  ich 
zngsweise. 
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7.U  erbalten  boffe,   vielleicht  auch  später  über   i 
röhr,  in  dem  Archive  Uericbl  zu  erstatten. 


ERÖFFNUNG 


eben   WerbstStt« 


C.  A.  Stelnhell  In  Mfinohen. 

Die  Absicht,  trelcbe  diese  Anstalt  ins  Leben  geruren  butdl 
dem  grossen  Publikum  vollltommene  npliscbe  Instromente,  dies* 
unentbefarlicbeten  Uüirsmittel  zum  Studium  der  Natur,  durch  müg- 
licbst  niedrige  Preise  leicht  und  allgemein  zui^änglicb  zu  machen 
und  vielleicht  auf  diesem  Wege  beizutragen  zur  Erhaltung  dea 
Ruhmes,  den  FrauiibofGr  für  Buyeru  darin  [gegründet  hat.  Mit 
besonderer  Vorliebe  seit  M  Jahren  den  optischen  f^tudien  ergeben, 
bin  ich  jetzt  im  Besitze  der  Errahrungen  und  der  Hülfsniitlel,  welche 
die  Wahl  und  die  Bestimmung  der  Glasarten  (die  ich  von  Daguet 
in  Sulothurn  beziehe),  die  Rechnung  und  die  HeAtellung  der  rich- 
tigen Gestalten  erforilern,  wenn  Gutes  geleistet  uerden  soll.  Durcb 
meine  Productionsniethoden  bin  ich  nicht  nur  In  den  Stand  gesetzt, 
Objective  herzustellen,  die  als  identisch  zu  betrachten ,  also  voq 
gleicher  Güte  sind,  sondern  auch  die  gewünschte  Vollendung  mit 
verbältniss massig  geringer  Arbeit*)  zu  erreichen,  so  dass  ich  die 
Preise  meiner  Objective  auf  die  Uäirie  und  bei  grossem  auf  noch 
weniger  gestellt  habe,  als  gleich  gute  Objective  jetzt  kosten.  Vm 
diesen  Vortheil  aber  nicht  bloss  andern  Werkstätten,  sondern 
auch  dem  Publikum,  ivas  ganze  Instrumente  verlangt,  direkt  zu- 
zuwenden, beziehe  ich  die  Mnntirungen  der  Fernrübre,  Tubus  etc. 
ans  Werkstätten,  die  nur  Montirungen  liefern,  und  setze  dafür 
auch  nur  die  selbst  ausbezahlten,  mit  RQcksicht  auf  vollendete 
Arbeit  auf  ein  Minimum  reducirten  Preise  an,  so  dass  sich  die 
Thätigkeit  der  eigenen  optischen  Werkstätte  auf  die  Herstellung 
und  Fassung  der  Objective  und  Okulare  und  auf  Zusammenstel- 
lung und  Prüfung  der  Instrumente  beschränkt.  Nur  durch  diese 
Einrichtung  und  vOltig  gesicherten  grossen  Absatz  wird  es  miig- 
lich,  auch  ganze  Instrumente,  die  in  allen  wesentlichen  Thei- 
len  die  höchste  Vollendung  besitzen,  um  ao  niedrig 
Preise  herzustellen.  Daher  sind  nachfolgende  Bestimmungen  aU 
nothwendig  erachtet  und  festgestellt  ivordcn, 


*)  HierzD  trögt  das  aaagc«eichnete  Eiaenoij'd  dea  Prof.  Vogel  jaa., 
itttea  ich  mich  anMEhliculich  bedieae,    wesentlich  bei. 
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1.  Die  Werkstätte  arbeitet  nur  auf  Bestellnngen ;  die  Ablie- 
ferung erfolgt  der  Zeit  naob  in  der  Ordnung,  in  der  be- 
stellt wurde. 

2.  Alan  richtet  die  Bestellungen  fraiico  an  die  optische 
und  astronomische  Werkstätle  von  C.  A.  Stein- 
heil  in  Miinchen,  Es  wird  nirgends  ein  Depot  dieser 
lastrumente  errichtet  und  es  erhält  kein  Unterhändler  Rabatt. 

3.  Die  Hälfte  des  Kaufpreises  wird  bei  der  Bestellung,  die 
andere  Hälfte  bei  Abgabe  der  Instrumente  franco  entrichtet. 

4.  Für  Transport  Übernimmt  die  Werkstätte  keine  Haft.  Anf 
Verlangen  besorgt  sie  Verpackung  und  Absendung,  die 
besonders  Ferrechnet  werden  und  beim  Empfang  zu  ver- 
güten siad. 

Vorläufige    ZnHammenfltelliinB     einiger    Cieg'en  st  linde, 
welche  aaa  der  optischen  und  natronomiachen  Werk- 
atätte  von  C.  \.  Steinheil  in  nUnchen  um  die  beige- 
setzten Preise  abgegeben  werden. 
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3.  Der  KngelgestBltreblcr  ist  über  diu  ganze  Oliiecliv  vom  RiiadB  big 
Eur  Mitle  sireug  geLoben,  was  bekamiltii:li  durcli  sphämclie  Flächen  uiclit 
erreiciit  werden  kann. 

4.  Je  nacU  der  Beglimmung  des  Bejlcllers  werden  die  Objectiye  lei- 
■chieden  conatruiri,    und  iv/ai: 

a.  Crown-  und  FlialgUalinse  *ind  in  einander  gepessl  und  verkitlei. 
Der  Kilt  crliaitel  nicbt  und  veri|mnal  die  Linsen  nichl,  »oadern 
aekÜlEl  die  verkillelen  Glasflächen  vollständig.  Ott  VorlUeil  die- 
ser Coaslruclion  ist,  da»  zwei  Flaclien  und  dnmil  ihre  Relleihildar 
und  nniermeidUclien  Geslalirelilet  TCrichwinden,  woducch  die  Bel- 
ligkcil  cael.  par.  \  gewinnl, 

b.  Die  OhjecIlTe  sind  so  berechnet,  das*  sie  bei  Einführung  eines  Glaa- 
prisma's  in  den  Lichtkegel  mm  Brechen  der  Aie  oder  bei  Auwen- 
duUK  von  Parallelgiasern  als  HeUometer  (nach  Clauaen]  ein  rich- 
tiges Bild  geben. 

Die  F[<i«e  fiii   beide  Consirnctionen  sind  glcicli. 

5.  GroKtc  OetTuungeu  im  Verhältnias  zur  Brennweiie  sind  Für  licht- 
schwache   ObjeclB    und    tut    lehwaebe    Vcrgrösaernngeo    beatinunt.       Dagegen 

dnng  lirathle  —  bei  ■»cHiBltnisamHaaig  kleinen  Oeffnunscn  dnrchaua  eitor- 
derlich,  um  auf  hell  helenehtele  Obiecle  mit  sehr  slarken  VergTässernageB 
noch  voUkommen   icharfes,  scbwanet  Bild  in  erhallen. 
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\  paiifci  JuD6[cnnalfu&.  —  *d»  im  pfinjwirinj  -  eullunfuft. 
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Man  findet  die  Vergrössernng  jedes  dieser  Okulare  bei  jedem  Objective, 
wenn  des  letzteren  Brennweite  in  Zollen  diyidirt  wird  mit  der  Brennweite 
der  äquivalenten  Linse  des  Okulares. 

r.     Plan-  Dnd  Parallelgläser 

in  runder  Form. 

Diese  werden  um  die  halben  Preise  der  achromatischen  Doppelobjective 
von  gleicher  Oeffnung  abgegeben.     S.  a. 


d.    Rechtwinkelige  Crownglas-Prismen 

mit  vollkommenen  Planflächen. 

Die  Kathetenflächen  sind  Quadrate.  Die  Seile  des  Quadrates  ist  als 
Oeffnung  des  Prismas  gerechnet.  Bei  den  Prismen,  die  1  Zoll  und  mehr 
Oeffnung  haben,   sind  die  Kathetenflächen  rund  facettirt. 

d. 
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I[i  dem  obigen  vnrläijpgßn  Verjeichtii^se  sind  das  MIkrnskop, 
photograpliisclie  .Apparat  und  sänimtliclie  MeKsmstrumente  für 
Astronomie  noch  hinneßgelasseu,  indem  ich  ihre  HInauisgabe  spä- 
terer Zeit  vorbehalte.  Musterinstrumente  sind  in  Paris  ausgestellt 
und  es  krmnen  solche  auch  dahier  jeden  Miftnoch  und  Sonntag 
des  Nachmittags  von  3  Chr  his  6  Chr  eiugesehen  werden. 
München,  im  Mai  18Ö5. 


Dr.  Carl  August  Steinheil, 


K.  B.  MiBiiterlalrath  u 
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^^r  Physik. 

Ueber  die  Schwingungen  hnmogenet  elastiacheT 
Scheiben.  Von  Dr.  Strejjlke,  Director  der  Pefriscliule 
■  u  Danzig.     (Programm  dieser  Scbule  von  Ostern  1855.) 

Die  Verdienste,  welche  Herr  Director  Strehlite  in  Dan- 
Big  sich  durch  seine  altuslischen  Untersuchungen  erworben  hat, 
sind  bebannl  genug.  In  diesem  sehr  iesenswerthen  Prngramm, 
welches  jedoch  nur  der  Vorläufer  einer  grüsseren,  späterhin  in 
den  iSchriften  der  Danziger  naturforschenden  Gesellschaß  zu  puiiMci- 
renden  Arbeit  ist,  tbeilt  er  eine  Reihe  neuer  Versuche  aber  die 
Schwingungen  homogener  elastischer  Scheiben  mit  Er  beschränkte 
eich  bei  denselben,  bei  der  Kostbarkeit  genau  planparalleler  Schei- 
ben, auf  quadratische  und  Kreisscheiben,  und  benutzte  überhaupt 
11  Scheiben,  niimlich  S  quatlratische  von  Spiegelglas,  7  üreis- 
scheiben  gleichfalls  von  Spiegelglas,  2  Kreisscheiben  aus  Kupfer 
nnd  Messing.  Die  beste  Art,  die  Versuche  anzustellen,  und  der 
dabei  angewandte  Messapparat  werden  ausführlich  in  sehr  lehr- 
reicher Weise  beschrieben,  und  die  Veriiucbe  Gelen  so  genau  nus, 
da.ss  Differenzen  zwischen  den  durch  sie  gewonnenen  Kesnitaten 
und  den  von  Herrn  Kirchboff  aus  der  von  ihm  entwickelten 
Theorie  der  schtvinneiiden  elastischen  Kreisscbeiben  berechneten 
Durchmessern  der  Knoteakreise  nur  erst  in  der  vierten  Decimale 
hervortraten,  oder  im  Allgemeinen  die  auf  beiden  Wegen  gewon- 
nenen Resultate  bis  auf  Tausendtheile  des  als  Einheit  angenom- 
menen Scheibendurchraessers  mit  einander  übereinstimmten.  Die 
bei  diesen  Untersuchungen  hervortretenden,  von  dem  Herrn  Ver- 
fasser mit  aller  bei  solchen  Arbeiten  irgend  zu  erreiebenden  Ge- 
nauigkeit berechneten  Curven  bieten  sehr  viel  Interessantes  dar. 
namentlich  die  auf  S.  10.  und  S.  11.  behandelte  Curve,  so  wie  denn 
diese  Abhandlung  überhaupt  in  allen  ihren  Theilen  das  rühmlichste 
Zeugniss  von  dem  Geschick  des  Herrn  Verfassers  ablegt,  und  den 
Leser  sehr  begierig  macht,  die  zu  erwartende  grössere  Arbeit 
baldigst  kennen  zu  lernen.  Wir  machen  daher  die  Leser  des  Archivs 
sehr  auf  dieses  lehrreiche  Programm  aufmerksam  und  wünschen 
auch,  dass  die  Verfasser  physikalischer  Lehrbücher  künftighin 
mehr  von  diesen  verdienstlichen  Untersuchungen  Notiz  nehmen 
müchten,  als  dies  bisher  geschehen  zu  sein  scheint.  Durch  das 
K.  Preuss.  Hohe  Ministerium  des  Unterrichts  nnd  die  K.  Akade- 
mie der  Wissenschaften  in  Berlin  ist  der  Herr  Verfasser  bei  die- 
sen verdienstlichen  Untersuchungen  in  der  liberalsten,  nicht  genug 
anzuerkennenden  Weise  durch  Getvährung  der  nüthigen  Uülfsmil- 
tel  unterstüttt  worden. 
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Vermischte  Schriften. 


Charte 


chte    c 
zuWii 


Kaiserlichen   Akademie    der 
(S.  Liter.  Ber.  Nr.  XCIV.  S.  5.) 


Jahrgang  1854.  Band  XIV.  I.Heft  8.3.  Haidinger: 
Graphische  Methode  annähemiler  WinkelmeRsungeii,  Iiesondera  an 
kleineren  Kristallen.  —  S.  41.  Spitzer:  (Jeher  die  Kriterien  des 
Grüstiten  und  Kleinsten  hei  den  Problemen  der  Variationsrech- 
nung (Fortsetzunc).  —  S.  V25.  Liltrow;  Bemerkungen  über  das 
von  Herrn  M.  Ehle  überreichte  neue  Zeitbestimmungsiverk.  — 
S.  l'iH.  Oeltzen:  Zusammenstellung  von  Quellen  für  SternSrter 
zwischen  dem  45.  und  80.  Grade  der  nördlichen  Declination,  mit 
Aasschluas  der  Argelan der'schen  Zonen.  —  S.  197.  Derselbe: 
Nachweis  des  Vorkommens  von  Sternen  aus  den  Arsrelander'schen 
nördlichen  Zonen  in  anderen  Quellen  (Nachtrag).  —  S.  :>01.  Petz- 
val:  Ueher  Herrn  Dr.  Hejrer'«  Abhandlung,  die  Auflösung  von 
algebraischen  Buchstabengleichungen  betreffend. 

Jahrgang  1854.  Band  XIV.  2.  Helt,  S.  287.  GintI:  Er- 
läuternde Bemerkungen  über  die  von  Herrn  Professor  Zante- 
deschi  in  Padua  angestellten  Versuche,  belreßend  die  gleichzei- 
tige Fortpflanzungzn'eier  elektrischen  Ströme  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  in  demselben  Leitungsdrathe.  —  S.  292.  Schreiben  des 
Herrn  Lieutenants  Maury  über  einen  neu  entdeckten  Planeten.  — 
S.  295.  Haidinger:  Die  Interl'erenzlinien  am  Glimmer.  BerOh- 
rungsringe  und  Plattenringe.  —  S.  315.  Streffleur:  Die  Darstel- 
lung der  orogtaphischeit  VerhSlInisse  in  Uebersichtskarteu  und 
Reliefs.  —  S.  330.  Haidinger:  Annähernde  BeslimmunE;  der 
Brechungs-Exponenten  am  Glimmer  und  Pennin.  —  S.  336.  ttesl- 
huber:     Deber  den  Ozongehalt  der  atmosph frischen  Luft. 

Jahrgang  1854.  Band  XIV.  S.Heft.  S.  385.  Reslbu- 
ber:  L'eber  die  Temperatur  der  Quellen  von  Kremsmünsler.  — 
S.397.  Kreil:  Ueher  ein  neues  Reisebarometer.  —  S.  398.  Lit- 
trow:  Beitrag  zur  Kenntniss  der  Grundlagen  des  Piazzi'schen 
Stern eatalog.e.  —  S.  400.  GintI:  Der  elektro -chemische  Scbreib- 
Telezraph  auf  die  gleichzeitige  Gegen- Co rrespondenz  an.j' 
Drathgleituog  angewendet.     (Mit  6  Tafeln.)  * 


Die  FnterKCielinetpn  beehren  sich  hiermit 
Kenntniss  zu  brineen,  daNH  die  VerxninmlnngdeutHelier 
IfaturforKcher  niitl  .4erxte,  welche  im  NIonat  Septem- 
ber d.  J.  iii  Wien  halte  absehaiten  werden  sollen,  der 
nngiiniitlseii  OesnndheitH' Verhältnisse  wegen  vertaget 
wurde. 

Die  Nachricht  über  Abhaltnne  der  TerBammlnnir 
Im  nAchsten  Jahre  wird  rechtzeitig  band  gegeben 
werden. 

Die  Geschäftsführer  der  30.  Versammlung 
deutscher  BTatur forscher  und  Aerzte. 


Wien  tm  AugUHt  \SSS. 


Uttrariacher  Bericht  XCViii. 


Literarischer  Bericht 


XCVIII. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Recherches  sur  Thistoire  des  sciences  mathäma- 
tlques  chez  les  orientaux,  d'apres  des  trait^s  inädits 
arabes  et  persans.  Par  M.  F.  Woepcke.  Paris.  1855«  8. 
Zwei  Abtheilungen,  die  zweite  mit  dem  besonderen 
Zusätze  auf  dem  Titel:  Analyse  et  extrait  d'un  recueil 
de  constructions  göometriques  par  Aboül  Wafd  (Ma- 
nuscrit  persan  N^.  169,  ancien  fonds  de  la  Biblioth^que 
imperiale). 

In  dem  ersten  Artikel  dieser  bucht  verdienstlichen  Unter- 
suchungen über  die  Geschichte  der  Mathematik  bei  den  Orienta- 
len» welcher  ,,Notice  sur  des  notations  algebriques  em- 
ploy^es  par  les  Arabes''  überschrieben  ist,  giebt  Herr  Doc- 
tor  Wöpcke  Nachrieht  über  die  von  ihm  gemachte  Entdeckung, 
dass  die  Araber  schon  im  Besitz  einer  sehr  vollständigen  alge- 
braischen Bezeichnung  oder  Symbolik  waren,  welche,  so  lange 
die-  Algebra  ihren  mehr  numerischen  Charakter  beibehielt,  fast  so 
vollständig  war,  wie  sie  nur  irgend  sein  konnte.  »»Il  paraissait, 
d*apr^s  cela,''  sagt  der  Herr  Verfasser,  „que  les  Arabes,  todt 
en  enricbissant  la  th^orie  de  l'algebre  de  decouvertes  originales 
^t  Importgutes,  comnie  Test,  par  exeniple,  la  construction  gäomä- 
trique  des  equations  du  3^  degre,  ^taient  rest^s  ou  redescendus, 
par  rapport  ä  la  forme,  au-dessus  de  leurs  devanciers.^' 

„Je  pense  donc  que  la  decouverte  que  je  viens  de  faire  de 
Texistence   d'une  notation  'alg^brique   trds    d^velloppöe  chez  les 

Tbl.  XXV.  Hft,  2.  a 


Arabes  <le  rOccideiil,  peut  offrir  un  certain  inMrtt  pouT  Phistoir« 
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es  <le  rOccidi 
des  i 

„Celle  notalion  est  presque  aussi  complele  quelle  ponvait 
l'^tre,  tant  que  lalg^bre  elle-mäme  restait  iiumerique.  Car,  je  me 
hate  de  \e  dire,  qitelqne  honneur  que  rinventioii  de  c«lte  Dota- 
tion pulste  faire  aux  g^omelres  arübes,  eile  ne  diniinue  en  ri^ii 
la  gloire  de  Viete,  dntit  riniiiiense  et  incoiiteätable  m^rile  ren- 
aidte  ä  avoir  JiitroiluU  la  noialion  litfenile  pnur  les  qimnlites  con- 
Dues  daiis  le  caicul  atgehrique,  et  ä  avoir,  le  premier,  en  expri- 
matit  en  menie  temps  les  Operations  al^ebriqiies  |iar  des  si(;Des, 
figurri  de^  Gulculs  virtuela  avec  des  lettre«,  taiidis  qne 
jusque-lä  <in  n'avjiit  su  qu'csecuter  des  caicuis  reels  sur  den  iiom- 
bres,  eil  un  niol,  ä  avoir  cban^e  la  face  de  la  science  meme,  et 
jetä  les  bases  de  Tanalyse  moderne,  en  reniphi^anl  l'algebre  nu- 
m^rique,  que  nous  trouvons  chez  les  ürecs,  les  Indiens,  les 
Arabes  et  chez  les  Omdealaux  avnnt  Viete,  par  le  caicul  des 
symbales." 

Herr  Ur.  Wüpcke  hat  in  diesen  Worten  das  Verhültniss  der 
von  den  Arabern  in  der  n nmerischen  Algebra  —  um  uns  die- 
ses Ausdrucks  zu  bedienen  —  gebrauchten  Zeichen  zu  den  voll- 
kommeneren Zeichen  der  literaten  Algebra  sehr  richtig  im 
Allgemeinen  reütfrestellt,  und  chHruklerihirt  nun  in  dem  Qbrigen 
Theile  seiner  verdienstlichen  Nchrift  die  Symbolik  dir  Araber  in 
sehr  interessanter  Weise  mit  grosser  Genauigkeit,  n-as  uns  die 
Pflicht  auferlegt,  alten  Lesern  des  Archivs  diese  Schrill  za  be^ 
soaderer  Beachtung  zu  empfehlen. 

Seine  hucLst  verdienstlichen  Unter»;iichungen  (iher  die  Ge- 
schichte der  Malhematik  bei  den  Orientalen  hat  aber  Herr  Uoctnr 
Wöpcke  neuerlich  auch  auf  die  Perser  ausgedehnt,  und  theüt 
ans  eine  Frucht  dieser  öntersuchungeo  in  der  zueiteo  Abtheilung 
der  vorliegenden  Schrift  mit.  „Le  texte",  sagt  der  Herr  Ver- 
fasser, „qui  3  servi  de  base  au  präsent  trnvail,  et  dont  on  trouVe 
nne  analyse  dans  les  feuilles  suivanles,  est  la  (raductinn,  en  per- 
ean,  dun  texte  arahe  primitif.  Celui-ci  ne  paralt  pas  avoir  &i 
<crit  par  AboHI  Wafä  lui-meme,  mais  il  contenail,  ainsl  qn'üD 
l'etablira  plus  loin,  des  legons  du  ciilebre  geometre  de  ßaghd&d, 
recneilües  par  un  de  ses  disciples.  II  se  peut  que  la  traduction  per- 
sane  n'ait  ^t^  faite  que  sur  an  abrege  de  la  r^daction  de  ce  dis-- 
clple.  ßien  que  les  tb^ories  expos^es  par  Aboäl  Wafd  devant 
ses  auditeurs  n'aient  pu  passer  par  ces  rädaclions,  abrävtation« 
et  traductioDs  successives  saus  etre  sensiblement  altör^ea,  il 
reste  encorfl  suflisamment   de  la  conception   premiere,   et  le  con- 
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tenn  tneaie  du  Irailri  uflfre  aaeez  dinieret,   pour  que  le  texte  doiit 
il  B'agit  ni'ait  paru  mt^riter  uii  examen  d^taill^." 

Man  muss  in  der  That  erstaunen  über  die  Menge  schöner 
Conetnictionen,  welche  sich  in  rter,  in  den  vorhergehenden  Wor- 
ten des  Herrn  Verfasaers  im  Altgemeinen  charakterisirten  Schrift 
eines  no  alten  Autors  Grillen.  Vorzüglich  aber  sind  es  drei  Arten 
¥0n  Problemen,  nelche  besonders  hervorgehoben  werden  milssen: 

1*^.  Die  Construction  verfichiedener  geometriacber 
Probleme  bloss  mittelst  des  Lineals  und  einer  elnsi- 
gen  gegebenen  Oeffnung  des  Zirkels.  Diese  Constructio* 
nen  jenes  alten  Antors  erinnern  lebhaft  2.  B.  an  Maucfaeroni'a 
G^om^trio  du  conipas,  ivorin  bekanntlich  mit  vielem  tililck 
der  Versuch  gemacht  ist,  die  geometrischen  Constructionen,  mit 
Beseitigung  des  Lineals,  bloss  mittelst  des  Zirkels  auszufahren, 
und  an  ähnliche  liemiihungen  verschiedener  neuer  Geometer.  Dem 
Gedanken  aber  unsern  alten  Autors,  die  geometrischen  Construc- 
lionen  bloss  mittelst  des  Lineals  und  einer  einzigen  gegebenen 
Oeffnong  des  Zirkels  auszuführen,  gebührt  jedenfalls  eine  beson- 
dere Originalilfit,  und  «vir  nflchlen  wohl  wünschen,  dass  derselbe 
aDcb  jetzt  noch  weiter  verfotgl  würde. 

'iP.  Die  vollständige  und  sinnreiche  AuflOsnng  der  Aufgabe: 
Ein  Quadrat  in  eine  gegebene  Anzahl  anderer  Quadrate  zu  thei- 
len  oder  aus  einer  gegebenen  Anzahl  anderer  Quadrate  zusani- 
me nzu setzen ,  ohne  sich  dabei  des  |iythagori sehen  Theorems  zu 
tiedlenen,  bloss  durch  V  erfahiirngsarten  der  Juxtapo- 
sition. 

3".  Die  ronstruction  d«r  regulären  und  einiger  halb  regulären 
Polyeder  nach  einer  von  den  Methoden  des  Euclides  nud  Pap- 
pns  ganz  verschiedenen  Methode. 

Ausser  diesen  drei  Klassen  vun  Aufgaben  Gnilet  man  aber 
in  dieser  Schrift  noch  verschiedene  andere  merkwürdige  und  sinn- 
roiche  Aufgaben  und  Constructionen,  von  denen  wir  hier  nur  die 
Ouplicalion  des  Würfels  und  die  Triscctton  des  Winkels  erwüh- 
neu  wollen,  zwei  Prublerae,  die  ja  ütierhauiil  in  der  antiken  Geo- 
niülrie  eine  so  grosse  Rolle  spielen. 


Wir  glauben,  hiermit  genu^  übei 
gesagt  zu  haben,  um  unsere  Leser  zu 
IBeachtung  in  so  reichem  iVlasse  zu  wiJi 
'Grade  verdient. 


r  diese  interetisante  Schrift 
veranlassen,  derselben  ihre 
oen ,  als  dieselbe  in  hohem 
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Arithmetik. 


Bemerkangen  stur  Zahleiil  ehre.  Einige  allgemeine 
Eigenschaften  <ler  Tlieil  barkeit  der  Zahle»  in  Beiu| 
auf  was  immer  Tür  ein  Zahlensystem,  enttvickelt  von 
Johann  Ro|;ner,  (Aus  dem  Jahresberichte  der  st.  «t. 
Oher-ReaUchule  in  Gratx  l'iir  das  Studienjahr  1854-56 
besonders  abgedruckt.)     Crats.   I85S.     4. 

Dieses  lesenswerthe  Progranini  enthält  33  Sätze  ober  die  Th^ 
barkeit  der  Zahlen,  für  jedes  beliebige  Zahlensystem.  Oieseo  bsr 
jsoudern  Siitzen  scliickt  nach  einigen  Vorbemerkungen  der  B*ir 
TerfaBser  in  zweckmässiger  Weise  die  allgemeinen  Sätse ,  auf 
welche  dieselben  sich  gründen,  voraus,  und  drückt  dann  jeden 
Satz  mit  Hülfe  des  bekannten  Summenzeichens  symbolisch  und 
ausserdem  auch  noch  in  Worten  aus,  indem  er  zugleich  eine  all- 
gemeine, aber  nur  kurze  Erläuterung  der  Gründe  des  Satxes  bei- 
fußt. Zuletzt  wendet  er  noch  alle  33  Sfitze  aui'  das  decadtscbe 
Zahlensystem  an,  und  erläutert  einen  jeden  durch  ein  Beis|)ie4. 
Wir  empfehlen  dieses  Programm  den  Lehrern  der  Mathematik 
zur  Ueachtung:  aber  auch  vorgerücktere  Scliüler  werden  dasselbe 
zu  ihrer  Uebuns;  in  allgemeineren  arithmetischen  Belrachlnngen, 
namentlich  auch  um  die  alt!>emeinere  Theorie  der  Zablensysteme 
und  den  Gebrauch  allgemeinerer  arilhnietischer  Bezeichnungen 
kennen  zu  lernen,    mit  besonderem  Nutzen  lesen. 
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Der  Herr  Verfasser  8;igt  in  der  Vorrede:  „Wer  «rter  in  den 
Fall  gekommen,  ein  bestimmtes  Integral  vermittelst  der  media- 
nischen  Quadratur  zu  berechnen,  wird  mir  gewiss  darin  beistim- 
men, düus,  abgesehen  von  der  ermüdenden  Weitläufigkeit,  die 
Resultate  selten  mit  der  Schärfe  und  Genauigkeit  erhalten  wer- 
den, die  jenen  Anstreiifjungen  entsprechen,  wenn  man  nicht  eine 
sehr  betrfichtliche  Anzahl  von  Coordlnaten  zu  Hülfe  nehmen  will. 
Als  ein  solches  Beispiel  mag  es  gestattet  sein,  hier  das  Integral 
in  xdx 

100  f  3:' 


/" 


anzurühren.     Auf  dirertem  Wege,    mit  ( 


r  Fehlerp 
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gelühr  jTjjj — in  (alsu  6  ricliligu  Uetimalen),  irurde  dasselbe  ge- 
Aindpii  =0,01024246.  wahrend  die  mechanische  Quadratur  aach 
Gauss  mit  Auswahl  der  raurdinnt<>ii  (lei  zehn  Ahsciesen  das- 
^Ibe  —0,03516290  ergab,  aI»io  mehr  als  das  Dreifache  des  wah- 
!ren  Werths,  So  wurde  fenier  das  Integral  /  e'^bx  durch  me- 
chanische Quadratur  mit  gleichireit  alisteheriden  Urdinateo  bei 
«ehn  Abscissen  gefunden  =J006,8  durch  die  (iausa'sch«,  mit 
'Answahl  der  Coordinaten,  ;=  1542,3  bei  fünf  Abscissen,  wi'ilirend 
der  genauere  Werlh  dosselben  1444,l>4.')]lf)  beträgt,"  —  Das  sind 
'freilich  sehr  eclatante  Beispiele,  die  keineswegs  zw  Gunsten  der 
Methode  der  mechanischen  Quadialur  sprechen!  Eben  so  con- 
▼ergiren  die  nur  Krmitletung  der  Werthe  bestimmter  Integrale  ge- 
gebenen unendlichen  Iteihen  oft  so  l.ingsnm,  dass  die  Geduld  des 
Rechners  bei  ihrer  Anwendung  nolhwendig  sehr  bald  ermflden 
m<aw,  und  eine  Menge  in  dieser  Richtung  angestellte  Untersuchun- 
gen sind,  bei  scheinliarer  Eleganz  ihrer  Resuttale,  ziemlich  wertb- 
los,  ja  oft  geradezu  falsch,  weil  ihre  Urheber,  zu  wenig  vertraut 
mit  den  Fortschritten  der  neueren  sirengeren  Analysis ,  die 
Kriterien  und  Caulelen  nicht  gehörig  anwandten  und  anzuwenden 
verstanden,  deren  Anivenilung  bei  solchen  Untersuibungeu  erfor- 
derlich ist,  wenn  dieselben,  wie  dies  leider  immer  nur  noch  zu 
oft  der  Kall  ist,  nicht  in  ein  blnsses  Sjitel  mit  Symbolen  ausarten 
sollen,  und,  um  es  geradezu  herauszusagen,  eigentliche  Grüssen- 
bes t immungen  gar  nicht  liefern,  die  doch  allein  Ziel  und  Zweck 
jeder  matbema tischen  Untersuchung  sein  kiinnen,  die  es  nicht, 
Hie  in  gewissen  Theilen  der  Geometrie,  bloss  mit  der  Lage 
üu  tbun  hat.  Das  Unternehmen  des  Herrn  Verfassers  der  vorlie- 
-gendeu  Schrift:  „die  Ermiltelfing  bestimmfer  Integrale,  so  viel 
wie  möglich,  von  den  genannten  mühseligen  und  oft  uuEureichen- 
den"  —  wir  setzen  hinzu,  oft  gerade/u  innere  Widersprüche 
enthaltenden  und  daher  falschen  —  „Methoden  unabhängig  lu 
machen,  oder  doch  wenigstens  die  mechanische  Quadratur  auf  das 
geringste  Maass  zu  beschränken",  kann  daher  nur  als  ein  sehr 
verdienstliches,  die  Wissenschaft  Itirderndes  bezeichnet  werden, 
und  wird  insbesondere  von  uns  als  ein  solches  freudigst  anerkannt. 
Wenn  der  Herr  Verfasser  selbst  von  seiner  Schrift  in  sehr  be- 
scheidener Weise  sagt,  „dass  dieselbe  das  Gepräge  einer  Auf- 
gabensammlung an  sich  trage",  so  ist  dies  nicht  seine  Schuld, 
,  sondern  liegt  in  der  Niitur  der  Wissenschaft,  der  seine  Schrift 
gewidmet  ist,  die  sich  schwerlich  jemals  nis  ein  abgerundetes,  in 
sich  selbst  vollendetes  System  darstellen  lassen  wird.  Der  eigent- 
liche Inhalt  der  Schrift  ist  zu  reichhaltig  und  r.a  mannigfaltig,  als 
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dass  wir  hier  auf  denselben  näher  einzugehen  vermochten, 
nlier  dem  Leser  die  Versicherung,  dass  der  Herr  Verfusser  I 
all  Strenge  und  Eleganz  der  Darstellung  mit  einander  vereinigt 
hat,  und  sich  überall  als  6iii  Mann  documentirt,  der  mit  den  Port- 
scbritlen  und  Anforderungen  der  neueren  strengeren  Analysia  voll- 
kommen verlraul  i»\,  und,  diesen  Anforderungen  huldigend,  überall 
leeres  Zeicbeiispiel  als  der  Wissenschaft  unwürdig  verschmäht, 
und  sein  Augenmerk  nur  auf  ecbiirfe  Ermitlelung  der  Wertfae  dsr 
vorliegenden  Grüseenformen  richtet,  was  nur  allein  der  Wisaen- 
■chafi  fToromen  kann  und  derselben  würdig  ist.  Jeder  wird  aoa 
dieser  Schriß,  auch  der  Mannigfalligkeit  der  angetrandlen  Metbo- 
den wegen,  vielfache  Belehrung  nchüpfen,  und  wir  )>etracbten 
dieselbe  als  eine  in  jeder  Beziehung  sehr  iverihvnlle  Erscheinung 
auf  dem  Gebiete  der  Integralrechnung,  ein  Urlheil,  was  wir. auch 
K-hn»  über  seine  im  Jahre  1851  erschienene,  demselben  Gegen- 
stände gewidmeleakademisch*  Proheschrifl  im  Liier.  Ber.  Nr.  LXXII. 
S.  dlO.  ausKprecheu  xu  künnen  die  Freude  gehabt  haben. 
Matheiiialiker  darf  diese  ausgezeichnete  Schrift  unbeachtet  1 


G  e  n  m  e  t  r  i  e. 


zweihundert   neue    Lehrsätze    der    Geometi 
Gebrauche    ffir    Lehrer     und    Lernende    an    Gyi 
Real-  und  Geweibsch  ulen,    voi\  VV.  Herkhan,    Oberle^ 
rer   am   Herzoglichen    Gymnasio    zu    Blankenburg. 
8  litbograpbirten  Flgurenta  fein.     Eisleben.  (Reicha 

1854.  a 

In  bescheidener  Weise  sagt  der  Hefr  Verfasser:    „Neu 

der  Verfasser   diese   >S^t7.e,    insofern   dieselben    in   den   Schriften 

[  der  Alten,    namentlich  im  Euklid,   nicht  angetroffen  iverden,  nnd, 

obgleich    dabei    die   Literatur    der    neueren  Geometrie    henulat  ist, 

eo  hofft  er  doch,  durch  einen  nicht  unbedeutenden  Theil  von  ihm 

I   selbst  erfundener    Säl^e,    so    wie   auch    durch   andere   kurze  B«- 

I   weise  zur  ßef^irderung  des  geometrischen  Slndiums  beizutragen." 

1  und  in  wie  fern   die  dem  Lehrer  und  Schüler   hier   gebotenen 

I  8Stze  alle    neu    sind,    klinnen    wir  so    wenig  sagen  und  auf  der 

I  Stelle  entscheiden,    als  irgend    ein   anderer    Mathematiker;    denn 

I   wer  will  sich  vermessen,    von  sich    zu  fragen,   dass  er  das  ganxe 

I  ungeheure  Material  der  Geometrie  kenne!!     Daes  jedoch  Vieles  in 

'  dieser  Schrift  neu  ist,  wenn  auch  allerdings  manche  Sätze  nur  ■!• 

Umkehrnngen  bereits    bekannter  Sülze  auftreten,   künnen  wlr^] 
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eichern.  Darauf  alier,  ob  Allee  neu  hl!,  liotuml  es  in  ilcr  'TUM 
bei  ein«r  Holchen  Schrillt,  die  sich  zugleich  aU  eio  Uehungsliuch 
filr  Anlänger,  ituhl  vorxugeueise  zum  eigenen  Sludluni,  aiiLiin- 
digt,  ttnch  gar  nicht  an;  ueit  mehr  auT Einfachheit  und  Strenge  der 
Daretetlung  und  der  Beiveise.  (ii  diesen  Beziehungen  können  uir 
ftber  die  SchriTt  unbedingt  eniprehien,  und  wQascben  sehr,  dasH 
sie  von  Lehrern  und  Schülern  nicht  unheachlet  bleibe,  »iibei  »ir 
noch  heporiders  hervorheben,  dass  sie  einen,  bei  solchen  Schrif- 
ten nur  allein  ziveckmüssrgeii  Mittelne^  znischen  der  älteren  und 
neueren  DarsIellungsHeise  einschlägt,  ja,  Iti  von  uns  vollJtoniinen 
(tebilligter  Weise,  sich  selbst  mehr  der  erstereri  nähert.  Auch 
koointen  keine,  den  Gesichtskreis  des  Anlaogers  nur  verwirrende 
and  verdunkelnde  conplicirte  und  luil  einer  Müsse  von  Geraden 
and  Kreisen  überl'fillle  Cunstructionfu  vor,  sondern  Allea  ist,  uie 
gesagt,  einlach  gehalten  und  den  Krül'teii  einigermassen  begabter 
Schüler  vollkommen  entsprtHliend  un<l  angemessen,  weshalb  wir 
nachmals  auf  dieses  zivecktuässige  Büchlein  aufmerksam  machen. 


reometrische  Untersuchungen  über  al 
indtschafts  Verhältnisse  von  Coord 
I.  Von  J.  G.  H.  Swellengrebel.  Litt.  < 
ner  Ii thoßrfipbirtün  Tafel.     Bonn.  (Mai 


Analytisch- 
gemeine Terw 
naten-Systeme 
Phil.  Dr.  Mit  e 
cus.)     1855.     4. 

Der  Verfasser  dieser  ftchrifV,  dessen  letztes,  bei  seinen  Leb- 
seiten beraus|;egebenefi  Werk  im  Literar.  Ber.  Nr.  LXXXIL  S.  I. 
angezeigt  wurde,  ist  leider  der  Wissenschaft  schon  in  dem  Alter 
von  33  Jahren  dnrch  den  Tod  entrissen  worden.  —  Dr.  Jan  Ge- 
rard Hendrik  Swellengrebel  wurde  am  30.  März  1821  in 
einer  alten  patricischen,  wohlhabenden  Familie  zu  Utrecht  ge- 
boren und  starb  nach  schweren  kilrperiichen  Leiden,  nachdem  er 
erst  noch,  und  awar  mit  Glück,  eine  grnssliche  Operation  über- 
standen hatte,  nach  kurzem  Todeskampfe  am  12.  Mai  1854.  Friede 
serner  Asche!  —  Einen  interessanten  Lebensabriss  dieses  jungen 
begabten  Mathematikers,  den  wir  vielleicht  noch  den  Lesern  des 
Archivs  mitzutheilen  Raum  finden  werden,  hat  sein  früherer  Er- 
Kieber,  Herr  J.  Klein  in  Bonn,  dem  Werke,  vnn  dem  wir  hier 
einen  kurzen  Bericht  zu  erstatten  heab^^ichtigen,  vorangestellt. 
Dasselbe  betrifft  die  geometrischen  Verwandtschaften,  von  denen 
m«i  bisher  bekanntlich  hauptsächlich  nur  die  Verwandtschaften 
dar  Collineation  und  Reclprocität,  von  denen  die  AfQnilät,  Aehn- 
licbkeit,  Congruenz  besondere  Fälle  sind,  untertiucht  hat.  In  einer 
völlig  selbstständigen  und  ganz  eigenthündichen  Weise,  bei  der 
zugleich   eine  grosse   Allgemeinheit    der  Betrachtung    und    Unter- 
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Bochung  rrstreltt  norden  ist,    hal  onset,    der  Wisaensehaft  | 
so  Trfih   eiitrtss«De  Verfasser   auf  analytiscb-geometrischem  ^ 
die  Lehre  von  den   geometrischen    Verwandtschaften    einer   neuen 
Cnlereuchung  unterworfen    und   diesen  Gegenstand   in  niehrfacber 
mg  weiter  als  seine  Vorgänger  vprfolj;!  und  geführt.     Kbeit 
f  kbcr,  weil  der  Verfasser  iiherall  einen  ganz  etgenthOmlU-hen  W«g 
[  |!«ht,  iüt  es  sehr  schwer,  ohne  Weillüu6gkcit  auch  nur  einen  allge- 
[  meinen  Begriff  von  seiner  Methode  zu  gelien,  was  (iaher  in  diesen  Lite- 
sehen  Berichten  Ihrer  Natur  nach  nicht  erwartet  werden  kann. 
e  aber  die  Leser,  welche  an  sehr  allgemein  gelialtenen  analytisck- 
Ip-nme Irischen  Untersuchungen  Interesse  und  Freude  linden,  durch 
\  dieses  Werk  sich  vielfach  angeregt  finden  werden,  können  Mir  ver- 
'  sichern,  und  empfehlen  dasselbe  daher  recht  sehr  zur  Beachtung,  in- 
dem wir  uns  hier  damit  hegnCJgen  niGsaen ,  nur  noch  in  aller  Kürze  die 
Ueberschrißen  seiner  Hau)>tiibschiiitte  anzuheben:     I.  Allgemei- 
nes über  die  Verwand  tsi^h  aften.   —  11.  S  tand-Elemen  te 
und    Stand-Ketten.    —    III.  Nähere    Untersuchnng   der 
AffinitSt.  —  IV.  Die  Tangen  tial- A  ffi  nitä  t.  —  V.  Curven 
ait  coDstanter   Umformu  ngs-Slärke    ihrer  unmittelba- 
ren Umgebung. 


Astronomie. 


Sternbedeebungen 


Ita 


Man  Weisse,    Direclor 
I  (Universitäts-Buchdr 


nd  Mondsterne, 
0    Krakau,    hen 


ickerei). 


n  Stern 
1855. 


ob achtet  auf 
sgegeben 


Von   der    aus    den  astronomischen   Nachrichten   und 

jrnalen  längst  bekannten  rühmlichen  Thiiligkeit  der  Sternwarte 

SU  Krakau  legen  diese  von  ihrem  schon  so  vielfach  um  die  Astro- 

niie  verdienten  Director  so  eben   publtcirten   Beobachtungen  ein 

'    neues,    sehr   erfreuliches  Zeiigniss   ab.      Dieselben    betreffen,    nie 

I  schon  der  Titel    besagt,    die   Sternbedeckungen    und   Mondsterne, 

I  und  reichen,    ein  überaus  reiches  Material  in   beiden  Beziehungen 

I  darbietend,  für  die  ersleren  vom  Jahre  1825  bis   zum  Jahre  1854, 

ßr  die  letzteren,  nämlich  die  besonders  reich  ausgestalteten  Mond- 

Btenis-Beobaehtungen  vom  Jahre  1819  bis  zum  Jahre  1854.     Mügft. 

der  Herr  Herausgeber  noch   häufig  Gelegenheit  zu  ähnlichenJi 

I   Bclir  verdienstlichen  Publicalioneti  tinden! 
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8. 

Wie  ungemein  wichllg  die  Geschichte  der  Mathematik,  na- 
mentlich der  Arithmetik  und  Algebra,  in  Italien  liir  die  Geschichte 
unserer  Wissenschaft  Gberhaii|it  ist,  weiss  jeder  Kenner  derselbea. 
Im  Artikel  „Algebra"  dos  mathematischen  Wörterbuchs  (ThI.  I. 
8.  <I3.)  sagt  Klilgel:  „Von  den  JMuuro-Arabern  ward  die  Kennt- 
niss  der  Algebra  nach  Spanien  verpflanzt.  Ans  diesem  Lande 
intigen  die  Italiener  sie  zum  Theil  erhalten  haben.  Doch  haben 
sie  aach  nnmitteibar  von  den  Arabern  durch  einen  ihrer  Lands- 
leute Unterricht  in  dieser  Kunst  bekommen.  Leonardo  von 
Pisa,  ein  Kaul'mann,  der  um  das  Jahr  1200  grosse  Reisen  nach 
dem  Orient  unternahm,  brachte  von  da  die  Keniitniss  der  arabi- 
schen Arithmetik  nnd  Algebra  mit";  und  in  dem  von  dem  unter- 
Keichneten  Herausgeber  des  Archivs  mit  besonderer  Liebe  beai* 
beiteten  Artikel  „Zahlxeichen"  des Wtlrterhuchs  erzählt  derselbe 
(ThI.  V.S.  1176.):  „Die  dekadischen  Zahlzeichen  sind  langsam 
in  Gebrauch  gekommen,  tvie  es  in  jenem  Zeitalter  nicht  anders 
sein  konnte.  Man  sieht  es  uu^  einer  arithmetischen  ächrift  des 
Leonardns  Pisanus,  die  im  Jahre  ]20'2  verfasst  ist.  Von  die- 
ser findet  man  eine  aus fi'ilir liehe  Nachricht  in  des  Targiout 
Tozzetti  Relazioni  d'alcuiii  vlaggi  fatti  in  Toecana. 
IUI.  XXV.  Hfl.  3.  3 
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T.  II.  p.  5».  der  zweiten  Ausgabe  zu  Floreni  1768.  Die  Schrift 
des  Leonardo  ist  auf  der  M,-i!>lhbechiachen  Bibliolheb  %n  Flo- 
renz handschriftlich  vorbanden.  Der  Verfasser  erzählt,  dass  sein 
Vater,  ein  Uandelgmnnn,  ihn  in  dem  Gludio  abaci  unterrichtet 
habe;  der  vortreffliche  Unterriulit,  mit  den  neun  Figuri^n  der  Inder 
KU  rechnen,  habe  ihm  ganz  vorzüglich  gefallen;  er  habe  daraus 
begriffen,  n-as  er  auf  seinen  Reisen  in  und  ausser  Europa  mit 
vieler  Mi'ihe  gelernt  hiitte;  das  Alles  aber  und  andere  Rechnungs- 
arten halte  er  gleichsam  für  fch[erhat>  (quasi  erro rem)  in  Vergleich 
mit  der  Wi-lse  der  Inder.  Deswegen  »volle  er  diese  so  deutlich 
als  niüi;lich  vortragen.  In  dem  ersten  Kapitel  zeigt  er,  uie  mit 
den  neun  Figuren  und  dem  Zeichen  0,  ivelchea  arabisch  Zepht- 
rum  heisse,  alle  Zahlen  geschrieben  iverden.  Man  sieht  aus  die- 
ser Schrift,  dase  die  indische  Rechenkunst  gegen  Ende  des  lÜteti 
JabrhundertH  selbst  unter  Kaufleulen  noch  nicht  ausgebreitet  ge- 
«resen  ist,"  —  Diese  Notizen,  welche  ich  bei  der  Bearbeitung 
des  genannteo  Artikels  des  Würlerbuchs  hauptsächlich  aus  uoch 
vorhandenen  sorgßiltigen  Aufzeichnungen  des  verewigten,  so  viel- 
fach verdienten  Klügel  entnahm,  habe  icti  hier  deshalb  wieder 
tnitgetheitt,  um  den  Lesern  des  Archivs  die  ungemein  grosse 
Wichtigkeit  des  Leonardo  Pisano  für  die  Geschichte  der  Arith- 
metik und  Algebra  in  der  Kürze  mit  möglichster  Deutlichkeit  vor 
die  Augen  zu  führen.  Je  lebhal>er  aber  ich  schon  vor  nun  be- 
reits 25  Jahren  bei  der  Bearbeitung  des  genannten  Artikels  lilblte, 
wie  ungemein  schwer  es  ist,  bei  solchen  Arbeiten  sich  in  den 
Besitz  aller  erforderlichen  Quellen  zu  setzen,  desto  aDgenehmer 
wurde  ich  jelet  überrascht,  als  ich  das  vorlit^gende,  mit  der  grüs«- 
ten  Sorgfalt,  der  grüsäten  Liebe  zur  Sache  und  der  grKssteD 
roatheniatiscben  und  historischen  Gelehrsamkeit  bearbeitete  Werk 
des  Herrn  Baldassarre  Boncompagni  erhielt,  durch  dessen 
Herausgabe  der  Herr  Verfasser  sich  ein  ungemein  grosses  Ver- 
dienst um  die  Geschichte  der  Mathematik  erworben  hat,  nnd  das 
Niemand  bei  dem  Betreiben  historisch  -  mathematischer  Studien 
künftig  wird  entbehren  können.  Man  muss  erstaunen  über  den 
FleisB,  die  Sorglalt,  mit  welcher  Herr  Baldassarre  Bnncara- 
pagni  in  den  berühmtesten  italienischen  Bibliotheken  Nachfor- 
schungen über  die  Schriften  seines  Landsmanns  angestellt  hat, 
and  die  dabei  aufgewandte  grosse  literarische  Gelcbrsamlieit,  wo- 
b«  wir  zugleich  noch  erwähnen  wollen,  dase  Herr  Baldassarre 
.Boncompagni  schon  früher  in  den  Atti  dell'  Accademia 
Pontificia  de'  Nuovi   Lincei   pubblicati   conforme  alla 


[  dal  Segretari 


demica  de  23  dicembre  1830,  e  co 
Roma,  1851— 1852.    einen  Aufsatz: 


npiUtI 


I  «ita  •  dell«  opere  di  Leonardo  Pisano  roateuiatJc«  4 


.DelU 
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•  flcol«   dAcimoteriin  etc."    publictrl  tiBl.     Auch  Dnde    ich   b«' 

flonders  angezeigt:    „Della  vita  e  delle  opere  A\  Leooarda 

P 

raccolte  da  B.  Boncompagni.     Roma.  1813.    4."  und:    „So- 

pra    Ire    airilti    inediti   di  Leonardo    Pisano    pubblicati 

daß.  Bonconipagni,  tjoteanalilicfaedi  Angeln  Genocchi. 

Roma.  1855.     8." 

Erne  ausrührlichr'  Anzeige  des  so  ungemein  reichen  Inhalts 
des  vorliegenden  grossen  und  gelehrten  Werkes  gestattet  natürlich 
die  durch  diese  literarischen  Iterichte  uns  nolhnendig  vorgeschrie- 
bene Kürze  nicht,  indem  uir  uns  vielmehr  damit  begnügen  roüs- 
seu,  auf  die  grosse  Wichtigkeit  desstdben  für  die  Geschichte  der 
Hatbematik ,  hauptsächlich  natürlich  für  die  Geschichte  der  Arith- 
»etile  und  Algebra,    hingewiesen  zu  haben. 

Um  jedoch  irenigstens  aufeiniges  Detail  aufmerksam  zu  machen, 
so  neit  es  hier  der  Kaum  gestattet,  wollen  wir  bemerken,  das« 
der  Herr  Verfasser  drei  arithmetischen  Aufgaben,  die  in  einem 
auf  der  Ambrnsianischen  Bibliothek  zu  Mailand  aufgefundenen 
wichtigen  Manuscriple  des  Leonardo  Pisano,  welches  den 
Titel  führt:  „Flos  super  soluti  onibus  quarundani  que- 
stionum  ad  iiumerum  et  ad  geometriam  vel  ad  iitram- 
que  pertinentium"  eich  findt^n,  gleich  am  Anfänge  seinea 
tricbtigen  Werkes  besondere  Aufmerksamkeit  widmet  Diese  drei 
Prnbleme  sind  die  folgenden: 


,■,1".    Trovare  i 
taneamente: 


numero  quadrato  x'  tale.  che  si  abbia  simul- 


y*,  i'  essendo  due  numeri  quadiati. 

2".  Trovare  per  mezzo  di  ciö  che  Eiiclide  inaegna  nel  decimn 
libro  de'  suoi  Elementi  di  geometria  uii  numero  x  tale  che  si  abbia: 

Z^.  Tre  uomini  avevano  in  camune  una  somma  di  denaro, 
della  quäle  una  met»  era  dei  primo,  una  terza  parte  del  secondo, 
ed  una  sesta  parte  del  terzo  unmo.  Voleiido  essi  pnrre  in  luogo 
piü  sicuro  qnesta  somma,  ciascuno  di  loro  ne  prese  a  caso  una 
parte,  ed  avendo  Irasportatn  lutta  la  somma  stessa  in  luogo  piü 
sicuro,  il  primo  pose  in  comune  la  metä  di  cio  che  prese,  il 
eecondo  la  terza  parte,  ed  il  terzo  una  sesta  parle.  Avendo 
poscIa  AWisn  in  parti  egnali   frt  loro  c\h  ch«  fu   da   essi  poalo  1^ 
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eomune,  ciascano  di  loro  ebbe  ona  certa  porziooe.  Si  domaocU 
qoale  fo  qaella  somma  e  qoanto  eiascuno  ne  preee.'* 

Aucb  bemerken  wir  hierbei,  das«  Herr  Baldassarre  Bon- 
compagni  über  das  erste  dieser  drei  Probleme,  welches  der  un- 
bestimmten Analytilc  angehurt,  indem  er  demselben  zugleich  eine 
allgemeine  Form  gegeben  hat,  eine  besondere  sehr  lesenswerthe 
Abhandlung  verfasst  hat,  die  unter  folgendem  Titel  erschienen  ist : 

Intorno  alla  resoluzione  delle  equazioni  simulta- 
nee  a:*+A=y*,  a:*  — Ä=2*.  Nota  di  Baldassarre  Boncom- 
pagni.  Estratta  dagli  Annali  di  Scienze  Matematiche 
e  Fisiche  pubblicati  in  Roma  Aprile  1855.    Roma.  1855. 

und  dass  darin  gleich  am  Anfange  bemerkt  wjrd»  dass  Leonardo 
von  Pisa  für  dieses  Problem  die  in  den  folgenden  Formeln,  in 
denen  fit,  n  rationale  Zahlen  bezeichnen,  enthaltene  elegante  Auf- 
lösung gegeben  hat: 

h  =  4ifin(m  +  n)  (m  —  n) , 

y  =  +  (2mn  +  (m«— ««)) , 

2  =  ±  (2win— (m^—n*)). 

Der  Raum  verstattet  uns  leider  nicht,  hier  noch  weiter 
auf  das  vorliegende  wichtige  und  interessante  Werk  einzugehen. 
Wir  schliessen  daher  diese  Anzeige  mit  dem  Wunsche,  dass 
Herr  Baldassarre  Boncompagni  die  Wissenschaft  noch  öfters 
mit  so  wichtigen  historischen  Untersuchungen   beschenken  muge. 

Grunert. 


Arithmetik. 

Neue  Methode  zur  Vermeidung  und  Auffindung 
von  Rechenfehlern  vermittelst  der  Neuner-,  Elfer-, 
Siebenunddreissiger-  und  Hu ndertundein erprobe.  Ein 
Hülfsbuch  für  Zahlenrechner.  Von  Dr.  A.  Krunig,  Leh- 
rer an  der  königl.  Realschule  in  Berlin.  Berlin.  Gärt- 
ner. 1855.    8. 

Der  Zweck  dieser  Schrift  ist  durch  ihren  Titel  hinreichend 
bezeichnet.  Die  auf  dem  Titel  angegebenen  Rechnungsproben 
sind  in  derselben  deutlich  angegeben  und  ihr  Gebrauch  zur  Auf- 
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findurig  Ton  Kechenfehleni  tat  vollständig  und  8ii  leicbtfasijlich 
erläutert  wurden,  doss  für  Jeden,  wer  uur  mit  den  Aafangs grün- 
den der  Arithmetik  vertraut  ist,  ein  leichtes  Verständnies  ver- 
nriltelt  worden  ist.  Die  Beweise  hat  der  Herr  Verfaaser  jedoch 
jetzt  noch  nicht  gegebeu,  und  beabsichtigt,  dieselben  in  einem 
besonderen  Heftchen  nachzuliefcTn,  was  jedenralls  recht  bald  ge- 
schehen möge,  da  das  Schriftchen  sowohl  von  theoretischem,  als 
namentlich  von  praktischem  Interesse  ist,  und  auch  Lehrern  zur 
Benutzung  bei'm  arithmetischen  Unterrichte,  wozu  es  der  Herr 
Verfasser  auch  bestimmt  hat,  empfohlen  /u  werden  verdient. 
Ausser  der  lehrreichen  Darstellung  der  Methode  selbst  bilden  den 
Hauptinhalt  der  Schriß  eine  Reihe  von  Tafeln,  die  dazu  bestimmt 
sind,  alle  Rechnung  zu  ersparen  und  jede  Probe  auf  ein  blosses 
Nachschlagen  zurtickzutuhren ,  und,  so  weit  sich,  ohne  selbst 
schon  vielfachen  (>ebrauch  von  denselben  gemacht  zu  haben,  urthei- 
len  lässt,  mit  grosser  Sorgfalt  berechnet  und  zweckmässig  einge* 
richtet  zu  sein  scheinen,  weshalb  wir  das  Schriftchen  uocbniala 
der  Beachtung  unseier  Leser  recht  seht  empfehlen. 

Tafel  der  fünfstelligen  Logarithmen  und  Antüoga- 
ritbmen.  Nebst  einer  tabellarischen  Zusammenstel- 
lung der  in  den  verschiedenen  Anwendungen  am  mei- 
sten gebrauchten  Zahlen.  (Von  Friedrich  Stegmaiin, 
Professor  an  der  Universität  zu  Marburg.)  Marburg. 
Koch.  1859. 

Diese  kleine  Tutel  besieht  ans  folgenden   zwei  Abthoilungea: 
I-     Tafel    der  gemeinen   oder   Briggischen  Logarithmen,    ent- 
haltend a)  für  die   natürlichen  Zahlen    von  0  bis  110   die  vollstSn- 
digen   Logarithmen    mit  sechsstelliger  Mantisse,    und  b)   liir  all« 
Zahlen  von  lOÜU  bis  0<J00  die  fünfstelligen  Mantissen. 

II.  Tafel  der  Antilogarilbmen,  enthaltend  für  die  Mantissen 
aller  Briggischen  Logarithmen  von  .0000  bis  .^9tlU  die  liinf  ersten 
Stellen  der  zugehörigen  Zahl. 

Man  sieht  hieraus,  dass  der  Herr  Verfasser  unter  einer  Ta- 
fel der  Antilogarilhmen,  wie  dies  in  England  langst  gebräuch- 
lich ist,  eine  Tafel  versteht,  welche  von  der  gewöhnlichen  Loga- 
rithmentafel ,  also  von  der  Tafel  I. ,  die  einfache  Umkehrung  bildet. 
Bei  der  Tafel  der  Logarithmen  ist  die  Zahl  das  Argument,  und 
die  Tafel  stellt  den  Logarithmus  als  Function  dev  Zahl  dar. 
Bei  der  Tafel  der  Antitogarithmen  ist  der  Logarithmus  das  Argu- 
ment, und  die  Tafel  stellt  die  Zahlen  als  Functionen  der  Loga- 
rithmen dar.     Wir  sind  mit  dem  Herrn  Verfasser  ganz  damit  ein- 
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*«Htsnd«n,  <lus  eine  besondere  Tafel  der  Aiitilogarirhmeu  wesenl' 
liehe  Erleiuhlerung  bei  der  Ilechniicig  genährt  und  auch  deren 
(ienuuigbeit  zu  erhOheo  geeignet  ist,  und  empfehlen  daher  das 
vorliegende  Büchlein  unsern  Lesern  und  auch  Praklikern  recht 
sehr  zur  Beachtung.  Freilich  eher  nird  eine  solche  Tafel,  in 
grosserem  Manesstahe  ivie  hier  ausgeführt,  immer  eiu  ziemlich 
TDluminiises  Werk  bilden.  Als  (Grundlage  seiner  Arbeit  dieute 
dem  Herrn  Verfasser  die  in  Loiidun  1M49  erschienene  Tahle 
of  Aiitilngarithms  von  Filipoivsky,  nelche  für  alle  fünfstel- 
ligen Mantissen  siebenstellige  Logarithmander  liefert,  in  def 
aber  bei  sorgfältiger  Prüfung  eine  bedeutende  Anzahl  von  Druck- 
fehlern entdeckt  wurde,  nelche  in  der  vorliegenden  Tafel  sorg- 
fältigst zu  vermeiden  gesucht  nnrden  ist.  Uie  Tafel  einer 
grösseren  Anzahl  in  der  theoretischen  und  praktischen  Malhenia- 
tik  und  in  der  Physik  oft  gebrauchter  Zahlen  ist  eine  ungenebme 
Zugabe. 


ralrechnune;  und  deren 
in  der  Ebene  von  Dnc- 
r  Physik  und  Mathenia- 
ezu  barnistnrlf.  IH.  Äb- 
ten Tafeln.     Darmstadt 


Die  Differential-  und  In 
Anwendung  auf  die  Geometi 
tor  Edmund  Külp,  Professor 
tik  an  der  höheren  Gewerheac 
theilung.  Mit  vier  lithograp 
Leske.  läSS.    8. 


Wir  haben  dieses  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrech- 
nung in  dem  Literarischen  Berichte  Nr.  XCIII.  S.  I.  namentlich 
in  BeKug  auf  den  verdienstlichen  Standpunkt,  welchen  dasselbe 
den  neueren  Anschauungsweisen  und  Ansichten  der  strenge- 
ren Wissenschaft  gegenüber  einnimmt,  oüher  charakterisirt,  und 
glaidien  daher,  weil  der  Herr  Verfasser  diesen  ätandpunkt  geiviss 
euni  besonderen  Nutzen  seiner  Schüler  und  der  ausgezeichneten 
Lehranstalt,  welcher  er  seine  Krfifle  widmet,  auch  in  dieser  drit- 
ten Abtheilung  nicht  verlassen  hat,  uns  jet^^t  mit  der  folgenden 
allgemeitien  Inhallsungabe  derselben  begnügen  zu  dürfen:  1.  Be- 
rührung ebener  Curven.  L  Von  den  Tangt-nten  und  Normalen. 
2.  Von  den  Asymptoten.  3.  Von  der  Berührung  der  verschiede- 
nen Ordaungen.  4.  Gebrauch  der  Polarcoordinate».  —  II.  Ver- 
schiedene Eigenschaften  der  ebenen  Curven.  \.  Der  I^aul'  ebener 
Curven.  '2.  Besondere  Punkte  ebener  Curven.  3.  Differential  der 
Flüche  einer  Curve.  4.  Differential  des  Bogens.  —  III.  Weitere 
Untersuchungen  über  ebene  Curven.  1.  Krümmung  ebener  Cur- 
ven. 2.  Von  den  Evoluten.  3.  Von  den  Breunlinien  durch  Zuräck- 
werfung.  4.  Von  den  ßrennltnien  durch  Brechung.  —  IV.  Berech- 
nung   des    Fljicheninbalfs    und    Her    Bogenlänge    ebener    Curven. 
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f  1.  Quadratur  ebener  Gurren.  2.  Nälierungsneise  Qnaitrntur  and 
Quadratur  in  Polaren  ordinalen.  3.  Bogenlänge  der  ebene»  Curven. 
4.  Rectificalion  mittelst  elliptischer  Integrale. 

Man  wird  hieraus  zugleich  ersehen,  dass  auf  dem  geringen 
Räume  von  nur  112  Seiten  ein  »ehr  reichhaltiger  Stoff  xuaaiDmen- 
gedrSngt  norden  ist. 


Geometrie. 

Die  BerfiliruMga-Auri^abe  für  Kreis  und  Kugel.  FQr 
das  BedörfnlHs  höherer  Lehr- Anstalten  bearbeitet  von 
Dr.  W.  Brennecke,  Director  der  Realschule  zu  Colberg 
(jetzt  zu  Posen).     Mit  4S  in  den  Text  gedruckten  Figu- 


Berlin.  Enslli 


1853.     8. 


Die  Anzei[;e  dieser  empTehlenstverthen  Schrift  ist  mehr  als 
billig  verspätet  ivunten.  Dieselbe  ist  das  Resultat  der  gemein- 
Hchaftlichen  Arbeit  ztveier  längst  bewährter  mathematischer  Leh- 
rer, des  Rectors  an  der  Oberschule  zu  Neueladt -Eberstvalde, 
Herrn  Carl  Schmidt,  und  des  auf  dem  Titel  genannten  Herrn 
Herausgebers  der  Schrift.  Wenn  auch  das  Apollonius'sthe 
Problem  von  den  Berührungen,  insbesonJere  für  den  Kreis,  auch 
in  vüllig  synthetischer  U  eise  wie  hier,  schon  nicht  wenige  Bear- 
beitungen gefunden  hat,  unter  denen  die  von  Vieta  in  seinem  im 
Jahre  ItiOO  herausgegebenen  Apollonius  Gallus  gegebenen 
Auflösungen  oben  an  stehen,  die  dem  Adtianns  Romanus  so 
wohl  gefielen,  dass  er  von  Würzburg  eigens  nach  Frankreich 
reiste,  um  den  Vieta  kennen  zu  lernen  und  mit  ihm  Gber  malbe- 
matische  Gegenstände  sich  zu  besprechen,  so  verdient  doch  die  ' 
vorliegende  Schrift,  in  welcher  die  Herren  Verfasser  jedenfalls 
ganz  ihren  eigenen  Weg  gegangen  sind,  in  mehrerer  Rücksicht 
znr  Beachtung  empfohlen  zu  »erden:  namentlich  aber  einmal 
deshalb,  weil  das  Problem  auch  für  die  Kugel  vollständig  behan- 
delt worden  ist,  und  zweitens  deshalb,  weil  die  Herren  Verfas- 
ser in  derselben  einen  sehr  verstündigen  Gebrauch  von  den  Er- 
gebnissen der  sogenannten  neueren  Geometrie  gemacht,  dabei 
aber  eine  richtige  Mitte  zwischen  der  älteren  und  neueren  Geo- 
metrie gehalten,  und  deshalb  die  Schrill  auch  für  Anfänger  in 
der  Geometrie,  zu  deren  weiterer  Uebung  sie  ja  auch  von  den 
Herren  Verfassern  selbst  bestimmt  worden  ist,  verständlich  ge- 
macht haben.  Man  weiss,  dass  ri^cksi  cht  lieh  des  Kreises,  wenn 
von  Punkt,  gerader  Linie  und  Kreis  nur  awet  zu  berührenda 
Stücke  gegeben  sind,  die  Aufgabe  unbestimmt  wird ,  insofern  inna 
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nicht  etvva,  nie  Marino»  Clietaldus  in  seinem  Supplemeiito 
Apollaiiii  Ualli.  Venet.  1607.  tliat,  die  Bedingung  liinzurügeti 
will,  (lass  Jcr  ^esuL-Iite  Kreis  einen  gegebene»  HalliineBser  buhen 
koll;  man  ueiss  aber  aueh,  ilass  ilJo  Aufgabe  in  ilirer  vorber- 
geliendea  ünbesliinmilieit  aul'  liemerkensiierthe  ^jenmelrische  0«»^ 
ter  führt.  Uaher  mOchlen  nir  nobi  empfehle»,  einmal  ilie  Om- 
ter  sorgfUltig  z»  milersucheii,  auf  welche  die  Aufgalie  von  der 
Kugel  fuhren  miiBS,  wenn  von  Punkt,  Ebene  un<l  Kugel  nrcbt 
vier,  sondern  nur  drei  zu  ben'ihrenile  Slücke  gegeben  sind,  was 
wohl  tiiicb  nicht  geschehen  ist.  Die  änsaere  Ausstattung  dee 
Schriflcbens  ist  sehr  schün. 


Astronomie. 


i 


Die  Gestalt  der  Erde.      Vo 


Alcadeinie  der 


senscbaften 


.  M.  a.  von  F 

nt   der    Kaitti 
Petersburg. 


In  einer  Reihe  von  Abhandlungen,  die  in  den  Schrillen  Aer 
Kaiäerlichen  Akademie  der  Wissenschaflen  in  Petersburg  *]  im 
Jahre  1853  erschienen  sind,  hat  Herr  Proressor  Dr.  von  Pau- 
cker  in  Mitau,  dem  die  Wissenschaft  schon  so  viele  »cbüio 
und  wichtige  Arbeiten  verdankt,  neue  und  grüsstentheils  auch 
1  Methoden  geführte  Untersuchungen  über  die  Gestalt 
der  Erde  publicirt.  Wenn  diese  Abhandlungen  auch  nicht  «ämnit- 
lieh  in  eineni  Buche  mit  einander  vereinigt  erschienen  sind,  tut 
t  bilden  sie  doch  ein  in  sieinlich  strengem  sys  lfm  »tischen  Zusam- 
menhange stehendes  Ganzes,  und  sind  uns  von  solcher  Wichtig- 
keit erschienen,  enthalten  aach  so  viele  einzelne  interessante  Un- 
tersuchungen und  Sätze,  dass  wir  im  Interesse  der  Wissenschaft 
und  unserer  Leser  es  für  unsere  Pflicht  halten,  von  diesen  sehr 
verdienistlichcn  Untersuchungen  hrer  eine  zusammenhängende  An- 
zeige zu  liefern,  und  zwar  um  so  mehr,  weit  dieselben,  eliea  weil 
sie  nur  nach  und  nach  als  vereinzelte  Aufsätze  in  einer  Z ei tsehritl 
erschienen  sind,  vielleicht  nicht  die  Beachtung,  die  sie  so  sehr 
verdienen,  finden  dürften.  In  dem  ersten  Artikel,  welcher  fiber- 
schrreben  ist:  Der  Meridianbogen  der  sp  h  ürnidiscben 
nicht  elliptischen   Erde,   versucht  der   Herr  Verfasser,    die 


Kilil  n 
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friitfe  (iber  die  nähre  (Jpstalt  der  ErJe  auf  einem  Wege  ed  ent- 
9ch«iilen,  welcher  die  elliptUcIie  Vorausaetzang  verlässt;  derselbe 
enthält  eine  mathematische  Eotnickelung,  welche  zuletzt  ein  sehr 
einraches  Verfahren  anzeigt,  um  die  Elemente  des  Meridians  auH 
den  Beübachtiin£;en  einer  Gradmessmig  zu  bestimmen,  vrnbei  der 
Meridinn  als  eine  beliebige  krumme  Linie  angenommen  ifird,  mit 
der  einzigen  ISegchrSiikung,  dass  diese  Linie  tventg  vom  Kreise 
abweicht.  Der  zweite,  die  Cäraflmessungen  ii b e rsch rieben e 
Artikel  nimmt  die  vorhandenen  tiradmessungen  in  Rechnung;  Ans» 
die  ellipfisclre  Geetult  uiizuläHsig  ist,  war  schon  aus  theoretischen 
Gründen  erkannt  worden;  die  Kiemente  eines  neuen  mittlem  Me 
ridians,  tveleher  alle  vorhandenen  Urudmessungen  nach  der  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  vereinigt,  bestätigen  diesen  Aueepruuli. 
Es  werden  ferner  die  Meridiane  von  Ostindien,  Paris  und  Uorpat 
fjlr  sich  bestehend  berechnet,  wobei  man  zu  der  Ueberzeugung 
gelangt,  dass  die  Gradmesanngen  jetzt  weniger  eine  geographische, 
als  vielmehr  eine  geologische  Bedeutung  haben,  indem  sie  den 
Gang  der  r>rtlii'hen  Anziehungen  geben,  welche  grOsstentbeJls 
durch  die  leränderliuhe  Dichtigkeit  dex  Erdiiinern  bedingt  werden. 
Indem  diese  beiden  Artikel  hauptsächlich,  um  so  zu  sagen,  ein 
praktisches  Interesse  darboten,  sind  die  nun  noch  folgenden  Arti- 
kel von  dem  grüssten  rein  thnuretischen  Interesse,  und  eutbulteii 
viele  bemerkenswettfae  eigenthümliche,  theilweise  gegen  die  frflheren 
Darstellungen  vereinCachte  Entwickeliingen  wichtiger  Sätze,  na- 
mentlich auch  aus  dem  Gebtete  der  Mechanik,  natürlich  mit  fort- 
währender Beziehung  auf  die  Gestalt  des  Erdkörpers.  Der  dritte 
bis  sechste  Artikel,  welche  die  folgenden  Ueberschrinen  haben: 
Das  Indicial.  Das  geometrische  Potential.  Die  schein- 
bare Schwere  auf  dem  all  gemeinen  Spharoid.  Die 
scheinbare  Schwere  auf  dem  elliptischen  Spharoid  , 
sollen  eine  gedrängte  Uebersicht  derjenigen  Sütze  geben,  durch 
welche  die  von  Clairaut  und  Laplace  aufgestellte  theoretische 
Grundlage  so  weit  ausgebildet  wird,  um  an  sie  eine  neue  Berech- 
nung der  Erdgestaltung  anknüpfen  zu  können.  Von  der  ellipti- 
schen Voraussetzung  Umgang  nehmend,  ist  das  Cmdrebungsüphä- 
roid  auch  hier  nur  der  Bedingung  unter«  orfen ,  dass  es  von  der 
Kugel  wenig  abweiche,  wodurch  sich  stark  convergirende  Reihen 
ergeben,  deren  allgemeines  Gesetz  zu  Tage  liegt  und  die  mit  den 
Abplattungsgliedern  vierter  Ordnung  hinreichend  abschliessen. 
Alle  hier  gegebenen  Sätze  beruhen,  wie  schon  erinnert,  auf 
selbstständiger  Untersuchung.  Dahin  gehören  die  gegenseitigen 
Beziehungen  zwischen  dem  sogenannten  Indicial  und  Subindicial, 
sowohl  dem  einfachen  als  dem  sphärischen,  ferner  die  Darstel- 
lung   de«    Potentials  allgemein   ffir  jeden  Exponenten,    sowohl   in 
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aabtei^nder  aU  in  absterben  der  Richtung,  nach  PoleDtiala 
und  Indicialen,  endjicli  der  in  dem  Buclie  uiit  (^  bezeichnete  I 
druck,  das  Anziebuligspolenttal  Itir  jeden  ftuaserhalb  gele);enen 
nder  auf  ^er  Uberfläche  des  S))hgroi(Is  befindliclien  Ort,  und  Tut 
jedes  beliebige  Gesetz  der  Dichtigkeit,  iTot'erti  nur  alle  Schich» 
ten  von  f>leicheT  Dichtigkeit  einander  ähnlich  sind.  Gesnndera 
verdienstlich  eracbeint  uns  die  in  dem  aecfasten  Artikel  gegebene 
Ableitung  der  specteilen  von  Mnclaurin,  Laplace  und  Ivory 
Ifir  das  eHi[iti$icbe  Sphämid  gegebenen  Ausdrucke  aus  den  gefun- 
denen allgemeinen  Ausdrücken,  und  die  im  fiinTten  Artikel  gege- 
bene einfache  Ableitung  des  berühmten  ClairauCDcbeu  Theorems, 
welches  bekanntlich  eine  sehr  merkwürdige  BeKiehnng  zwiächeo 
der  Abplattung,  der  Schnungkraft  unter  dem  Aequator  und  der 
Zunahme  der  scheinbaren  Schwere  vom  Aequator  zum  Pnl  nach- 
weist, und  hier  Eujjleich  auch  auf  die  Atiplattnngszahlen  der  zirej- 
len  Ordnung  ausgedehnt  Horden  ist.  Der  siebente  bis  zehnte 
Artikel  führen  endlich  die  folgenden  Ueberschriften :  Die  Pen- 
del meesungen.  Die  Masse  der  Erde.  Der  Nen'ton'scbe 
8atz,  die  projective  Methode  in  der  Ebene,  und  der 
Krflmmungskreis  des  Kegelschnitts  (worin  sich  dem  Leser 
auch  manche  geometrische  Ausbeute  darbieteu  wird).  Hat  Era- 
lostehnes  die  Erde  gemessen?  (Ein  mit  grosser  historischer 
uad  philologischer  Gelehrsamkeit  geschriebener  Artikel,  auf  den 
auch  die  Philologen  aufmerksam  gemacht  werden  müssen.) 

Wir  glauben  hiermit  genug  gesagt  zu  haben,  um  unsere  Leser 
auf  diese  wichtigen  und  Interessanten  Untersuchungen  gebührend 
aufmerksam  zu  machen.  Freilich  erfordern  dieselben,  tbeils  ikrec 
Kürze,  theils  ihrer  grossen  Eigenthiimlk-hkeit  wegen,  sehr  geübte 
Leser;  hat  man  sich  al>er  einigermassen  In  den  eigenthumllchen 
Entwickelungsgang  des  Herrn  Verfassers  hineingearbeitet,  und 
mit  einigen  eigenthQmlichen  Ausdrucksweisen  desselben  bebannt 
gemacht,  so  hat  das  Versländniss  keine  weitere  Schwierigkeit, 
und  Jeder  wird  sich  dann  gewiss  durch  die  vielfachste  BclehrDUi 
mehr  als  hinreichend  belohnt  finden. 


Beitrag  tut  Kenntnis»  der  Grundlagen  von 
Stflrnkatalog  von  K.  r,  Littrow.    Wien.  18S5.    4. 

Die  Leser  des  Archivs  wissen  aus  den  verschiedene!  ^^^ 

larischen  Berichte  gelieferten  Anzeigen,  wie  sehr  Herr  v.  1^1 1» 
trow  durch  die  Herausgabe  der  Piaezi 'sehen  „Storia  Celeste" 
Mch  Dm  die  Wissenschaft  verdient  gemacht  hat,  ein  Werk,  i 
>.  B.    durch    die    trefflichen    Arbeiten    von    Peters,    bekannt 
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■cfaon  manche  «chriii«  Friiclite  ^etra^cn  hat.  In  ilrr  vorliegenden 
Schrift  iielerl  er  zu  die.seni  Werk«  eiuen  nklitigeti  NachtraK,  und 
die  Besitzer  der  „Storia  Celeste"  nerden  diese  neue  Si'hrin 
auf  keinen  Fall  enlhebren  können,  namentlich  ifenn  sie  jenes 
Werk  ala  Grundlage  eigener  Untersuchungen  benutzen  wollen. 
Es  M'ird  am  Besten  sein,  Herrn  v.  Littroif  über  seine  neneüte 
Schrill  selbst  reden  zu  lassen.  Br  saßt  aufS.  I.:  „Piazzi  glaubte 
in  der  umfangreichen  Handschrift:  „Storia  Celeste  del  H.  Osser- 
vatorio  di  Palermo",  die  vor  einigen  Jahren  durch  liberale  Un- 
terstiilzung  von  Seite  der  k,  k.  usterreichischen  Regierung  in  den 
Aiiiialen  der  Wiener  Sternwarte  verUffentlicbt  wurde,  alle  Origi- 
naldaten gesammelt  zu  haben,  deren  künftige  Rechner  zur  Re^iro- 
ductton  der  mittleren  Orte  seiner  Kataloge  bcdurilen.  Bei  näherer 
Durchsicht  zeigt  sich  leiiler,  dass  die  Cehülfen,  welche  die- 
ses Manuscript  zusamnienznstellen  halten,  keineswegs  immer  mit 
derjenigen  Sorgfalt  verfuhren  ,  tvelche  i 
tigt  war:  Lücken  und  Incongruenzen  n 
vüllig  sichere  Benützung.  Vor  Allei 
derjenigen  Angaben,  die  in  der  Storl 
ten,  scheint  von  Piazzi  selbst  ganz 
bindung  der  beiden  Uhren,  deren  er  sich  bediente,  und  von  denen 
nur  die  eine  unmittelbar  mit  dem  Himmel  verglichen  war.  Als 
Herausgeber  jenes  Werkes  bielt  ich  es  für  meine  Pflicht,  um 
niO^lichste  Abhilfe  wenigstens  dieses  Mangels  mich  zu  bemühen, 
und  war  nach  langjährigem  Sollicitiren  endlich  so  glücklieb,  Mate- 
rialien zu  erhalten,  die,  nenngleich  ziemlich  fragmentarischer  Be- 
schaffenheit, so  doch  nicht  nur  jenem  dringendsten  Bedürfnisse 
grUsstentheils  abhelfen,  sondern  auch  manche  weitere  sehr  wfln- 
Bchensiverthe  Ergfinznug  liefern."  —  Die  Resultate  dieser  viel* 
jährigen  eifrigen  Bemühungen  sind  nun  in  der  vorliegenden  Schrift 
mit  der  gn'lssten  Sorgfalt  und  grosser  kritischer  Umsicht  und  in 
für  den  weiteren  Gebrauch  sehr  zweckmüssiger  Anordnung  nieder- 
gelegt. Die  Materialien  aber  zu  dieser  neuen  wichtigen  Arbeit  erhielt 
Herr  v.  Littrow  hauptsächlich  im  Jabre  184Ö  von  dem  damaligen 
Vorsteher  der  Palermitaner  Sternwarte,  Herrn  G.  Caccialore, 
und  im  Jabre  1851  von  dem  jetzigen  Director  derselben  Herrn 
Prof.  U.  Ragona-Scina,  welchen  Beiden  daher  die  Wissen- 
schaft auch  zu  besonderem  Danke  verpflichtet  ist. 


1  hier  zu  fordern  berech- 
r  Art  bindern  oft  eine 
I  aber  ein  wichtiger  Theil 
a  Celeste  enthalten  sein  solt- 
übersehen  zu  sein:    die  Ver- 
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Dieses  iit^ue,  iii  einer  sehr  aiispret^lieudeii  Spruche  geschrie- 
fceiio  behrbucli  der  Physik  liefert  eine  für  den  üffenlliufien  üii- 
törricht  fast  niebr  ab  vollständig  zu  betrachtende  Darstellung    der 

I  Wissenschaft  nach  ihrem  neuesten  Zustande.  D.tsselhe  ist  in  drei 
Beden  erschienen,  von  denen  das  erste  der  Lehre  von  der  Schwere, 
den  A^i>regatzuständen  und  der  Lehre  vom  Schalle;  das  zweite 
der  Lehre  vom  Lichte  und  der  Lehre  von  der  Wärme ;  das  dritte 
Endlich  der  Keibungselektricilät,  dem  Magnetismus,  <ler  ßeriih- 
rungselcktricitSt  und  den  elektrischen  Strumen  gewidmet  ist:  Alles 
in  sehr  griindltcber  und,  wie  schon  erwähnt,  für  die  Zwecke  des 
öffentlichen  Unterrichts  fast  mehr  als  vollständiger  Darstell uitg. 
Auf  das  Einzelne  einzugehen  gestattet  die  Natur  unserer  literari- 
schen Berichte  nicht,  die  sich  immer  nur  eine  kurze  allgemeine 
Charakterisirung  der  zu  aiialysirenden  Schriften  zur  Aufgabe  stel- 
Teii,  und  die  besonders  hervortretende»  und  der  WUsensehal't  oder 
item  Lehrwesen  besonders  nützenden  EigenthQmliebkeiten  dersel- 
fien  hervorzuheben  sich  bemühen.  Deshalb  klinnen  wir  es  uns 
SU  unserer  besonderen  Freude  denn  auch  nicht  versagen,  als  eine 
fm  höchsten  Grade  rühmliche  Eigenthümlichkeit  des  vorliegendea 
Werkes  die  vüllig  mathematische  Fassung  und  Haltung  desselben 
bervorzubeben,  welche  es  sich  überall  angelegen  sein  lässt,  dem 
Lehrlinge   eine  wahrhaft    gründliche   Einsicht   in   den   behandelten 

'  Gegenstand  zu  verschaffen,  welche  bei  dem  gegenwärtigen  Zu- 
stande der  Wissenschan  unbedingt  nur  auf  mathematischem  Wege 
zu  erlangen  ist,  so  dass  sich  unser  Lehrbuch  nicht,  wie  leider 
v^ele  andere,    theüweise  noch   sehr  beliebte   [ihysikaliscbe    Lehr- 

[  ItÜcher,  mit  der  blossen  Angabe  von  Resultaten  ohne  allen  Beweis 
lind    der  Erläuterung  derselben   durch   möglichst  schüne  Bilder! 

I  liegnügt,  ein  als  der  wahren  Wissenschaft  von  uns  schon  oft  iils 
sanz  unwürdig  bezeichneter  Weg,  der  auch  den  wirklichen  Zwecken 
(iea  physikalischen  Unterrichts  keineswegs  fiirderlicb  ist,  sondern 
denselben  geradezu  hindernd  entgegen  tritt.  Um  so  mehr  haben  wir 
uns  daher  gefreut,  hier  wieder  ein  —  natürlich  ohne  das  Experiment 
tm  Geringsten  zu  vernachlässigen  und  seine  Wichtigkeit  zu  ver- 
inen  —  so  ganz  mathemalisch  gehaltenes  Lehrbuch  der  Physik 

'  VW  Augen  zu  haben,  wünschen  auch  den  Schülern  der  polytech- 
nischen Schule  zu  Hannover  Glück,  einen  so  gründlichen  Unter- 
richt auf  solchem  Wege  geniessen  zu  klinnen.  Sollen  wir  über 
die  matbemati^hen  Darstellungen  des  Herrn  Verfassers  selbst 
noch  unser  Urlheil  aussprechen,  so  können  wir  denselben  bei 
Weitem  in  den  meisten  Fällen  nur  unseren  Beifall  schenken,  und 
können  auch  nicht   umhin   zu    bemerken,    dass  dieselben   sich   oft 
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riaer  besonderen  Eleganz  erfreuen,  namentlich  auch  in  der  ela- 
mentaren  Form,  in  welcher  dieselben  mit  vollem  IlGchte  durch- 
gängig gehalten  sind,  da  eich  der  Herr  Verraaeer  der  Differenlial- 
and  Integralrecbniing  im  eigentlichen  Sinne  natürlich  nirgends 
bedient  hat,  nenn  auch  Treilich  manche  Entnickelung  fafit  nur  der 
Umeetining  in  die  Zeichen  dieser  Wissenschaften  bedürfen  miichte, 
um  derselben  ganz  anzugehören  *).  Solche  elementare  mathema- 
tische Darstellungen,  wie  sie  hier  gegeben  nerden,  nenn  bei  den- 
selben, nie  es  bei  dieser  D a rs teil ungsw eise  gar  nicht  anders 
»ein  kann  und  derselben  durchaus  villlig  entsprechend  ist,  natür- 
lich auch  manche  Resultate  nur  in  annühernder  Richtigkeit  sich 
ergeben,  haben  wir  —  nicht  bloss  der  Zwecke  der  Physik  wegen  — 
stets  für  eehr  lehrreich  fiir  die  iSchüler  und  zugleich  insbesondere 
auch  für  dem  mathematischen  Unterrichte  an  sich  sehr  fürderlicb 
gebalten.  Dass  endlich  die  mathematische  Darstellung  hier  weni- 
ger analytisch,  als  vielmehr  überall  cnnstmirend  gehalten  und 
immer  an  deutlich  gezeichnete  Figaren  angeschlossen  norden  ist, 
entspricht  gleichfalls  —  bei  aller  eigenen  Vorliebe  für  die  rein 
analytische  Darstellungswelse  —  ganz  unseren  Ansichten  über  die 
Bweckmässigste  Ertheilung  des  physikaliüchen  Unterrichts,  so  dass 
wir  also  in  allen  Punkten,  auf  die  es  hier  wesentlich  ankommen 
därße,  das  vorliegende  Buch  zur  Beachtung  empfehlen  können. 

isikaliscben    Instrumente   in 
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sehe  Buchhandl.  1855.  8. 
Die  Absiebt  des  Herrn  Verfassers  dieser  Schrift,  welcher  die 
mathematisch -physikalische  Literatur  schon  mit  einigen  sehr 
werfhvollen,  einen  mehr  populBren  Standpunkt  einnehmenden  Lei- 
stungen beschenkt  hat,  war,  eine  Verbindung  zwischen  den  Sfitzen 
der  Wissenschaft  einerseits  und  der  ausübenden  Itlusik  und  dem 
{>au  musikalischer  Instrumente  andererseits ,  welche  bis  jetzt  aller- 

*)  Viel  besBer  ist  e>  in  wiiiscnirliafdiclier ,    molhoillsi^hpr   und  ijtiilii- 
gogi<cher  Rni^kaiL-ht,    «ich  in  ihrer  Art  Htrenf;er   elementarer  DiirsCellnn- 

Ben  nod  EntwickelunKeo  zn  bedienen,  ala  niobt  leiten  sebr  unf^enngtiniler 
Bnlellnnj^en  durch  die  gofrenAnntc  bjibere  Anni^sii.  Man  möge  sieb  da- 
her ancb  sehr  hüten,  den  l'nteirivht  in  der  snucnannten  höheren  Analjgii 
snr  Aufnahme  in  den  inathematisrhen  Unterricht  anf  Gjmnaaicn  and  cB- 
vöhnlichcn  ReaUchiiten  eu  einiifeblen ,  wie  et  wirklich  geichehen  ist,  wenn 
man  sich  oiclil  enlschlieast,  diesen  Unterricht  zugleich  in  der  utrengiiten 
Weise  narli  der  neueren  Gränzeninethoile  zif^theilcn ,  und  nicht  zu  einem 
gitnz  unwürdigen  Siiiel  mit  nnsAerlich  gehrTFchiin  forllnnfenden  und  nach 
einer  Hanptf^rfiHc ,  «Her  einem  Trnger  de  r  O  |iDra  (ion  en.  der  am 
Ende  Gott  weiss  was  Alles  zu  Irazen  und  Gott  weiss  welchen  Un»inn  la 
TeMntworlen   bat,    geordneten  Reihen  herabiuwnrdigen.  ' 


u 
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dlnfp  •«  ^*  **'•  *<>%  man^lt»,  berzaKtelleo.  JedeRfftlU  hat  4h) 
Ako'lik  dem  Inslniownicnbaa  bis  jetzt  verfaällnissniissifr  nur  Behr 
geringe  IK«nste  geleistet,  und  die  Vern irklicbung  des  UedsnkMi«, 
ftr  eine  Violine  «ler  Flute  eine  Fonuel  za  Gnden,  etwa  tu  ShD- 
lieher  Wms«,  wie  man  «ie  fCr  Fernrohr  und  Miltroscnp  längst  be- 
sitzt, was  iedenfalls  eine  fE^oB»«  Eroberun|£  der  WUsensthaft  sein 
*r0rJe,  liegt  zur  Zeit  noch  in  sehr  weiter  Feme,  ja  erscheint  hei 
der  ice^enw artigen  La^e  der  Sache  Tast  absurd.  Daesegen  fiber* 
■engte  eich  der  Herr  Verrasser,  dass  liei  den  ausübenden  Hiisi* 
kern  sowohl  als  den  Instrnmenlenninchern  zahlreiche,  selbst  fdr 
die  ivi«senschaflliche  Abustik  nicht  uninteressante  Beobacbtiin^n 
cti  finden  sind,  denen  es  seither  nur  an  den  nissenschaniichen 
Kategorieen  fehlte,  um  sich  geltend  zu  machen  und  für  die  Wis- 
senschaft friichthar  zu  werden.  Der  Herr  Verfasser  hat  daher 
versucht,  in  der  vorliegenden  Schrift  di*:  physischen  (tesetze  auf- 
zuweisen, wek-he  in  dem  reichen  Baue  der  Harmonielehre  von  den 
Fundamenten  bis  zur  Spitze  und  bis  zn  den  feinsten  Ornamenten 
das  feste  Band  abgehen,  die  Tonerzeugung  in  den  musikaliseheR 
Instrumenten,  die  akustischen  Fanctionen  aller  ihrer  Theile  so  zu 
erläutern,  dnss  der  Laie  Verständniss,  der  Techniker  Belehrung 
daraus  zu  schupfen  vermöge;  und  wenn  auch  der  Herr  Verfasser, 
wie  eich  bei  der  jetzigen  Lage  der  Sache  von  selbst  versteht, 
eine  streng  systematische  Anordnung  einhalten  «vcder  konnte  noch 
wollte,  so  wird  dnch  der  aufmerksame  Leser  keineswegs  ein  in 
gewisser  Rücksicht  durch  diese  einzelnen,  in  sehr  ansprechender 
Sprache  geschriebenen  Aufsätze  sich  hindurchziehendes  gemein- 
sames ivissenscbaniiches  Band  gnnzlicli  vermissen  und  e^cli  auch 
■ogicich  überzeugen,  dass  der  Herr  \  erfasser  in  anerkennungetver- 
tber  Weise  bemQht  gewesen  ist,  in  den  einzelnen  Aufsätzen  mög- 
lichst alle  verwandten  Gegenstände  im  Zusammenhange  zu  behan- 
ileln.  Wir  halten  diese  Schrift  jedenfalls  sehr  verdienstlieb,  und 
Rauhen,  dass  der  Herr  Verfasser  seinen  vorher  n&her  bezeichne- 
ten Zweck  durch  dieselbe  vollständig  erreichen  wird,  liekennen 
auch  gern,  dass  wir  als  Laie  sehr  viele  Belehrung  aus  derselben 
geschupft  haben,  und  glauben  daher  den  Lesern  unserer  Zelt- 
r  Schrift  einen  gleichen  Genuas  hei  der  Lecture  dieser  Schrin  ver- 
k  sprechen  zu  dürfen,  weshalb  wir  dieselbe  zu  recht  sorgfaltiger 
['Beachtung  aus  Ueherzeugung  empfehlen.  Ilie  folgende  allgemeine 
[  Uehersicbt  des  Inhalts  wird  zeigen,  wie  reichhaltig  das  sich  hier 
f  nrfindende  Material  ist,  und  wie  sehr  der  Herr  Verfasser  überall 
den  Gesichtspunkt  auf  die  praktische  Anwendung  im  Auge  be> 
i>er  Inhalt  dererstcn  Lieferung  ist  folgender;    1.  Die 


I  lisiten  hat. 

I  ■Violine.   -  2.  Die  Violi 


'  3.  Die  Akustik  der 


rifabande.  —  4.  Da«  Pianoforte  und  die  Harfa.  —  6.  Die  bwiaftiv 
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nwrhc«  Verhältnisse  und  die  gl  eich  scb  webenden  Temperalnrfln. 
—  6.  üeber  Harmonie  nnd  Melodie.  —  7,  Die  harmonischen  Ober- 
tüne.  Schningungen  von  Platten,  Glocken,  Häuten  und  Stuben. 
Resonanz.  Der  Inhalt  der  zweiten  Lieferung,  deren  Erscheinen 
wir  mit  Verlangen  entgeeensehen ,  wird  der  folgende  sein:  8.  Flii- 
tenpfeifen  uud  Zungetipfeifen.  —  9.  Die  Orgel.  —  10.  Die  Blas- 
iiistrumente  des  Orchesters.  —  II.  Die  Btasinslraniente  des  Or- 
chesters (Furtsetzung).  —  1*-^.  Die  Stimmung  und  Tonmessuiig.  — 

13,  Die    Musikinstrumente    verschiedener    Vrdker    und    Zeilen.  — 

14.  Die  menschliche  Slimnoe  und  das  GehSr. 


Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte    der   Kaiserlichen  Akademie   der 
Wissenschaften  zu  Wien.     (S.  Liter.  Her.  Nr,  XCVIL  8.16.) 

Jahrgang  1855.     Band  XV.     1.  Heft.     S.  6.  Schreibendes 
Herrn  Dr.  August  Beer  über  die  Richtungen  der  Schwingungen 
des  Lichtäthers  im  polarisirten  Lichte.  —  S.  45.  Zenger:    (Jeher 
eine   indirecte   Methode,    die  IncMnation    zu  bestimmen.  —  S.  86. 
Haidinger:     Die  zwei  Hypothesen  der  Kichtung  der  Schwingun- 
gen des  LichtNlhers  nach  ihrer  Wahrscheinlichkeit' —  H.n.  frorn- 
i      stein:    Ueher  die  Bahn  der  Calliope. 
Jahrgang   1855.     Band  XV.     2.  Heft.     S.  113.  K  nochen- 
hauen     Üeber  die  indutirte  Ladung  der  Nebenbatterie  in  ihrem 
I      Maximum.   —  S.  200.    Scliabus:     Krystallograpbische    Üntersu- 
\      cfaungeo.  —  S.  210.    Stampfer:     Bericht  über  die  folgende  Ah- 
^      handlung  des  Dr,  A.  Winckler,  betreffend  das  Problem  der  vier 

!  Punkte  bei  Anwendung  des  Messtisches  (mit  1  Tafel).  —  S.  '.»I7. 
Winckler:  Ueber  das  Problem  der  vier  Punkte  bei  Anwendung 
lies  Messtisches  (mit  1  Tafel).  —  S.  27Ü.  Grailich:  Ceher  eine 
merkwürdige  Kryslaltbildung  am  Salmiak.  —  S.  279,  PuHchl: 
\  Ueber  die  Einwirkung  von  Licht-  nnd  Wärmequellen  auf  be»eg- 
[  liehe  Massentheiichen.  -  S.  31L  GraiM  ch:  üeber  die  Brechung 
I  und  Reüexion  des  Lichts  an  Zwillingsflächen  optisch -eiuaxiger 
L    Krystalle.  —   S.  319.    Jäger:     Ergebnisse  der  Untersuchung  des 

menschlichen  Auges  mit  dem  Augenspiegel  (mit  8  Tafein). 
[  Jahrgang  1855.    Band  XV.    a.  Heft.     S.  35L  Haidinger: 

''  Das  Staurosknp,  ein  optisch -mineralopiRcher  Apparat  von  Herrn 
Franz  v.  Kobell.  —  8.388.  Russegger:  Das  Erdbeben  in 
Schemnilz  am  31.  Jänner  1855.  —  S.  370.  Kreil:  üeber  einen 
neuen  Erdbebenmesser.  —  S.372,  Magnetische  und  geograpbiadi«i 
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Urisbetttiniraiiiieen  mi  «Jen  Kühlen  Jes  adriaÜDch«!!  Golfe«  im  Jahre 
1854.  —  S.  401.  Zeiiger:  Theorie  der  Aequatoreal-Boiissote  und 
ihre  Anivendung  zur  Beetimmuiig  der  loclination.  —  S.  417.  Üorn- 
Ntein:     Ueher  die  Itahn  der  Calliope. 

Jahrgang  IS55.  Band  XVI.  1.  Heft.  S.  U.  Fialtowski: 
Cnii8tructii>n  des  Kreises  und  der  Ellipse.  (Eine  sehr  ausführ- 
liche Abhandlung  von  104  Seilen,  die  viele  hemerkenswerthe  Con- 
(itructionen  enthält,  nnd  sowohl  in  geometrischer,  als  technischer 
Kücksicht  der  Beachtung  empfohlen  xu  werden  verdient.)  — 
S.  113.  Uaidinger:  Die  bonische  Refraclion  am  Oiopsid,  nebst 
Bemerkungen  tiber  einige  Erscheinungen  der  konischen  Hefractiao 
am  Aragon.  —  S.  140.  Zaiitädeschi:  Della  iuterferenza  lumi- 
no9a,  che  presenta  il  filo  metallico  comune  a  due  circuiti  chiuai, 
e  dello  stato  d'incadescenza  delte  parti  del  circuito,  che  non  sono 
comuni  ad  ambedue;  con  aicune  osservazioni  sulla  natura  dell' 
elettrico,  calorico  e  liice  e  della  lorn  reciproca  dipendenza.  — 
S,  180.  Sedlaczeh:  Der  CopirZirkel,  eine  einfache  Einrichtung 
des  Pantographen.  —  S.  187.  Stellwa;;  v.  Carion:  Üie  Acco- 
niodatioosl'ehler  des  Augei«.  (Eine  ziemlich  ausgedehnte,  in  opti- 
scher Rücksicht  sehr  beachteiistverthe  Abhandlung  } 


i   Gesellschaft 
Nr.  XCV.  S.  11.) 


Mittheilungen    der    naturforsc 
zu  Bern.   Hr.33l— 347.   {  V  ergl.  Literi 

ß.  Wolfr  Zur  Erinnerung  an  .lakob  Bernoulli.  Nr.  331 
—333.  —  C.  Brunner:  Ueber  «uantüative  Bestimmung  der  Schwe- 
felsäure. Nr.  331— 333.  —  li.  Wolh  NotiBcn  zur  Geschichte  der 
Mathematik  und  Physik  in  der  Schiveiz.  (Joh.  Jakob  Sprfingli 
und  seine  klimalnlogischen  Beoliachtiingen  in  den  Jahren  179^ 
—1802.)  Nr.  334—337.  —  K.  Wolf:  üeber  den  Ozongehalt  der 
Luft  und  seinen  Zusammenhang  mit  der  Morlaülät.  Nr.  338— .340. 
(Eine  beachte nswerthe  Abhandlung.)  —  M.  Hipp:  Ueber  gleich- 
Jieitiges  Telegraphiren  in  entgegengesetzten  Richtungen  mitteTst  des 
gleichen  Leitung!<drabts.  Nr.  341— .342.  (Ein  io  praktischer  Ittick- 
sieht  beachtenswerther  Aufsatz,  dessen  Resultate  auf  selbst  an- 
zestellten  Versuchen  beruhen.)  —  R.  Wolf:  Ueber  den  jährlichen 
Gang  der  Temperatnr  in  Bern  und  seiner  Umgebung.  Nr.  343—347. 
—  R.  Wolf:  NachtrSgliche  Bemerkung  über  den  Zusammenhang 
des  Ozongehalles  der  Luft  mit  der  Mortalität.  Nr.  343—347.  — 
R.  Wolf:  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Physik 
in  der  Schweiz.  (Samuel  SJ^uder  und  seine  meteorologischen 
Tagehflchcr.)  Nr.  34-3-347.  —  Ausserdem  ßnden  sich,  wie  immer, 
auch  in  diesen  Nummern  wieder  vielfache  Nachrichten  von  Herrn 
E.  Wolf  über  die  Sternwarte  in  Bern,  die  von  der  Thfitigkeit 
dieses  Instituts  ein  sehr  erfreuliches  Bild  liefern.  Die  Breite  sei- 
ner Sternwarte  bestimmle  HerrR.  Wolf  neuerlich  zu  46" . 57' . SVÖ- 
Sehr  nahe  überernstiromend  hiermit  fanden  früher  Henry,  Del- 
croz  und  Trechsel  46o.57'.8",ß8.  Eschmann's  Annahme  in 
seinen  „Ergehnissen  der  trigonometrischen  Vermessan- 
gen  in  der  Schweiz"  zft  46",57'.6",02  si  heint  hiernach  weniger 
vertrauen  zu  verdienen.  Auch  die  Beobachtung  an  einer  Erdbat- 
.terie  auf  S.  127  ff.  ist  interessant. 
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Literarischer  Bericht 


c. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Academie  Royale  des  sciences,  des  lettre»  et  des 
beaux-arts  deBeigique.  Bibliographie  acad^mique  ou 
liste  des  ouvrages  pubiies  par  les  membres,  corres- 
pondants  et  associ^s  residants.    Bruxelles  1855. 

Die  Königlich  Belgische  Akademie  der  Wissenschaften  hat, 
ebenso  wie  dies  von  den  Akademien  der  Wissenschaften  zu  Wien 
und  München  bereits  geschehen  ist  (m.  s,  Literar.  Ber.  Nr.  XCVll), 
nun  auch  die  obige  Bibliographie,  d.  h.  ein  Verzeichniss  der  von 
ihren  Mitgliedern  herausgegebenen  Schriften  veröffentlicht.  Wie 
sehr  solche  Publicationen  literarisch  und  historisch  vi'ichtig  sind, 
haben  wir  schon  bei  Gelegenheit  der  Anzeige  der  Almanache  der 
beiden  vorher  genannten  deutschen  Akademien  a.  a.  O.  hervorge- 
hoben >  und  brauchen  daher  nicht  erst  besonders  zu  versichern, 
eine  wie  grosse  Freude  uns  durch  das  Erscheinen  der  obigen  Bi- 
bliographie der  Belgischen  Akademie  gemacht  worden  ist.  Die 
Akademie  der  Wissenschaften  zu  Brüssel  gehört  ebenso^  wie  die 
Akademien  der  Wissenschaften  zu  Wien  und  München,  jeden- 
falls zu  den  gelehrten  K^örperschaften  dieser  Art,  welche  durch 
den  grossen  Umfang  und  die  Wichtigkeit  ihrer  Leistungen  am 
meisten  zur  Förderung  der  Wissenschaften  beitragen.  Nicht  genüge 
dass  die  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Brüssel  ihr  Annu- 
aire>  ihre  sehr  umfangreichen  Bulletins^  deren  Inhalt  von  Jahr 
zu  Jahr  an  Wichtigkeit  zunimmt,  und  die  verschiedenen  Samm- 
lungen  ihrer  Memo i res  mit  der  grössten  Regelroässigkeit  her- 
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KUegiebt,  widmet  sie  sich  noch  ausserdeta  speciellen  nissenschaft- 
licheii  Unternehmungen,  unter  denen,  was  die  uns  in  dieser  Zeit- 
schrift allein  angehenden  Wissenschaften  betrifft,  die  Observa- 
tions  des  Plienoni^ncs  periodiqueR  oben  an  stehen ,  ein 
grossartiges  Unlernehmen,  uelche»  dnrch  den  in  so  vielen  Besie- 
bungen  so  hoch  verdienten  Quetelet  in'»  Leben  gerul'en  worden 
ist,  und  vnn  demselben  immer  noch  geleitet  ivird,  woza  wir  dieseif 
trefflichen  Gelehrten  nnch  liinges  Leben  und  ungeschn.Hchte  Kraft 
und  (iesnndbeit  aus  dem  Grunde  unsera  Herzens  nünsehen.  tJud 
in  «vie  liberaler  Weise  die  Hohe  Königlich  Belgische  Regierung 
alle  solche  wissenschartliche  Arbeiten  und  Unternebmnngen  be- 
günstigt um)  unlerslUt^t ,  ist  so  allgemein  beltannt  und  von  den 
Gelehrten  längst  mit  dem  griissten  Danke  so  sehr  anerkannt,  daas 
es  ganz  unnütz  sein  würde,  darüber  hier  noch  ein  Wort  zu  ver- 
lieren. Bei  der  Wichtigkeit  der  Arbeiten  der  Königlich- Belgischen 
Akademie  der  Wissenschaften  rauss  es  daher  für  jeden  Freund 
der  Wissenschaft  im  höchsten  Grade  interessant  und  wichtig  sein, 
in  der  vorliegenden  Bibliographie  ein  Verzeich niss  derSchriTten 
der  Mitglieder  dieser  gelehrten  Kliriierschaft  zu  linden.  Wir 
brauchen  aus  der  Classe  des  sciences.  Section  des  sei- 
ences  matbenmtiijues  et  physitjues  nur  die  keinem  Mathe- 
matiker und  Physiker  unbekannten  Namen  unter  den  Milglte- 
dern:  Quetelet,  Paganl,  Ti  mmermaus,  Orahay,  Plateau, 
Nerenburger,  Schaar,  Liagre;  unter  den  Correspnndenten; 
Duprez,  Maus,  Meyer,  Brasseur,  Dnnny;  unter  den  As- 
socies  die  Namen:  Lamarle,  Sehivann  zu  nennen,  um  unsere 
Leser  auf  die  grosse  Wichtigkeit  dieser  Bibliographie  aufmerksam 
tu  machen,  und  schliessen  mit  deni  Wunsche,  dass  es  der  Kllnig- 
liehen  Akademie  der  Wisseiischalten  in  Brüssel  gefallen  niDgei 
dieses  wichtige  literarische  Werk  durch  Nachträge  von  Jahr  zu 
Jahr  immer  mehr  und  mehr  zu  vervollständigen,  wofür  ihr  jeder 
Freund  der  Wissenschaft  sich  zu  dem  wärmsten  Danke  verpflichtet 
fehlen  wird. 


Annuairo    de   l'Aca<Umie  Royale    des  scie 

ICSB,    dflS 

Uttres  et  des  boaux    arts  de   Belglque.  1835. 

Vinstet 

vnieme  annee  Bruxelles.  1855. 

Der  Inhalt  dieses  Annuaire  ist  schon  deshalb  sehr  interessant, 
weil  er  uns  ein  sehr  lebhaftes  Bild  von  der  Organisation  und  den 
Arbeiten  einer  der  nichtigslen  und  Ibütigsten  Akademien  der 
Wissenschaften  vorführt.  Ganz  besonderes  Interesse  gewähren  aber 
auch  die  darin  enthaltenen  Necrologe  verstorbener  Mitglieder.  Die 
Notice  sur  G.  I.  A.Baron  de  Slassart,  des  vieljähtigen  O!» 
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reoIOTs  der  Königlich  Belgischen  Akademie,  ist  zivar  nicht  Tdi 
den  Mälhematiiier  und  Physiker  von  bosoaderem  Inleresse;  wer 
aber,  wie  der  Unterzeichnete,  lebharte  ^Erinnerungen  aus  der  Zelt 
Napoleons  I.  bewahrt  und  diese  Zeit  giüastenlheila  mit  durch- 
lebt hat,  wird  gich  jedenTalls  von  dieser  Biographie  sehr  angezogen 
fühlen  nnd  dieselbe  mit  dem  grüssten  Interesse  lesen,  selbst  wenn 
er  sich  Tür  Slassart  als  Dichter  weniger  inleressiren  sollte,  wenn 
auch  Fabeln  wie  die  p.  108  — p.  110.    milgetheilte: 

J'ai  lu  qu'en  Allemagne  ou  bieii  en  Italic  — 
Le  Heu  n'iniporte,   nies  amis; 
Un  nom  facilemeiit  s'oublie  etc. 

jedenfalla  einen  grossen  tienuss  gewSihren.  HDchst  Interessant 
aber  fiir  den  Malheiiiatiker  und  Physiker  aind  die  von  Herrn 
Quetelet  mitgeth eilten  ZSge  aus  Arago's  Leben.  Eine  voll- 
Btändige  Biographie  dieses  grossen  Physikers  zu  schreiben,  war 
Dicht  Herrn  Quetelet's  Absicht,  indem  er  nur  einzelne  Züge 
aus  diesem  reichen,  der  Wissenschaft  gewidmeten  Leben  inilthcileu 
wollte,  die  deshalb  um  so  interessanter  sind  und  ein  um  so  leb- 
hafteres Bild  gewähren,  weil  Herr  Quetelet  das,  was  et 
ernähtt,  grüsstentheils  mit  erlebte.  Wir  müssen  daher  unetera 
Leser  dringend  auf  diese  Biographische  JNutiz  aufmerksam  in  ach  en, 
und  versprechen  Ihnen  eine  im  biichsten  tirade  inlereasante  Lecture. 
So  erzählt  z.  B.Herr  Quetelet  p.  18C.  von  Ära  go  folgenden  Zug; 
„Sur  le  cbeiuin  de  fer  de  Gand ,  il  renouvela,  ä  notie  protit,  un 
|ietit  etratageme  qui,  bien  qu'ancien,  lui  räussil  ä  merveille.  Utl 
gros  homme  uous  dtirangeait;  11  occupail  ^videmment  dans  la 
voiture,  outre  sa  place,  une  bonne  partie  de  celle  qui  nnusappar- 
tenait.  Lnissez  moi  faire  dit  Arago,  je  vais  vous  en  delivrer; 
puis,  il  iie  mit  ä  peindre,  sous  les  couleurs  les  plus  sonibrca,  les 
dangers  des  chemins  de  fer,  les  explosions  des  machines,  fes 
deraillemenla,  les  rencontres  accidentelles,  lesvoitures  brisees,  les 
voyageurs  bless^s  ou  tu^s.  La  Ggure  du  voisin  inconimode  se 
rembruniasait  progresBivementi  notre  bnuime  s'agilait  et  se  dime- 
nalt  sur  ea  place;  enfm  11  ne  put  plus  y  teuir,  quand  vint  le  r^cit 
lamentable  d'une  explosion  recente  qui  avait  projete  au  nillieu  dea 
champs,  en  :m4me  temps  que  les  d^bris  d'une  chaudiere,  les 
metnbres  palpitants  du  malheureux  chauffeur  et  de  je  ne  saia 
combien  d'autres  victimes.  Arrive  ä  cet  episode,  notre  hnnima 
partit  aussitöt  en  grummelaiit  et  alla  chercber  gite  dans  le  com- 
partimentvo  isin,  tandis  qu'Arago  riait,  conmie  un  enfant,  du  tour 
qn'il  venait  de  lui  jouer."  Gegen  Ende  seiner  interessanten  Nolice 
aagt  Herr  Quetelet:  „Arago  ^talt  certainement  und  des  hommea 
les  plus  probes   et   les  plus   d^slnteresses  qui  nient  jamais  pasiri 
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per  le«  «nploü  peUks.  L«  prodnil  de  evs  traitemenls  r^ttnts 
itMt  aiworbe  par  mea  travaax  seien tifiques,  |>ar  de«  bonnes  äctioos. 
et  [lar  les  exi^ences  de  sa  place."  Der  Kaum  verbietet  un«  leider 
Meiler«  Miftheiluii<;eD.  »esbalb  «it  un^eip  Leset  nochiuiits  ilrin- 
geod  auf  die  Schrift  selbttt  verMeUeu. 


I'  h  V  s  i  k. 
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Berr  Piok  hat  mit  dieser  »ehr  gTilndlichenUntersuchDng  Sber 
die  Sicherheit  baroRietristher  HühenraessuD^eo  der  Wissenschaft 
eitK-ii  wesentlichen  Dienet  geleistet,  indem  es  für  alle  Aniveoduogen, 
die  man  von  einer  Methode  macht,  jedenfalls  ganz  besonders 
■chSdIich  ist,  wenn  man  das.  nas  die  Methode  xu  leisten  im  Stande 
ist,  Qherscfaätzl.  aSolche  Ceberschätznngen  ihres  Werths  und  ihrer 
Leistungen  hat  sich  die  Methode  des  barometrischen  UübeomessCas 
leider  vielfach  gelallen  lassen  müssen,  und  mancher  Physiker  hat 
wohl  geglaubt  eine  HTihe  von  einigen  '20  Füssen,  deren  Gipfel  und 
Fns^  eine  halbe  Meile  von  einander  entfernt  ivaren ,  mit  dem  Ba- 
rometer messen  zu  können,  indem  er  sich  mit  demselben  anfdem 
Gipfel  aufstellle  und  mit  dem  nämlichen  Instrumente  daun  ge- 
mfitblich  nach  dem  Fu^se  frandelle.  Freilich  musste  er  zuletzt 
selbst  Htaunen,  tvas  für  Uusitia  herauskam,  wenn  man  namentlich 
das  Resultat  mit  dem  Resultate  eines  genauen  Kiveltements,  das 
nach  unserer  Meinung  in  solchen  Fällen  nur  allein  mit  hinreichender 
Sicherheit  annendbar  ist,  verglich.  Wir  danken  daher  Herrn  Pick 
im  Interesse  der  Wissenschaft  aufrichtig  für  diese  gründliche 
Uotersuchimü.  und  empfehlen  dieselbe  jedem  Physiker  zur  surgßil- 
tigs ten  Beachtung,  insbesondere  auch  deshalb,  vreil  Her  Pick  sich 
keinesiregs  bloss  mit  der  Eirr.rteruug  der  durch  äussere  Umstände 
veranlassten  Unaicherbeiten  begnügt,  sondern  auch  die  Methode 
in  theorelischerfUückeicht  sehr  sorgfältig  discutirt  hat.  Auf  Ein- 
zelnheiten einzugehen,  gestattet  hier  leider  der  Raum  nicht  Aber 
das  Resultat  der  ganzen  Untersuchung  hier  anzugeben,  scheint  uns 
in  mehrfacher  Beziehung  zweckmässig  und  lehrreich,  und  seiner 
sehr  zu  wünschenden  weiteren  Verbreitung  (urderlich  zu  sein. 
Dieses   Resultat  ist  folgendes: 
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„1-  Höhendifferenzen  aus  einzelnen  Barometer -Beobachtungen 
sind  durchaus  unzuverlässig»  und  alle  Vorsichtsmaasregeln 
reichen  nicht  aus,  um  auch  nur  die  Grenzen  der  Verlässlichkeit 
angeben  zu  können/' 

„2.  Nimmt  man  statt  einzelner  Beobachtungen  Mittel,  so  werden 
die  Grenzen  der  Unsicherheit  allerdings  im  Allgemeinen  enger, 
jedoch  ohoe  dass  mit  einer  Verlängerung  der  Beobachtungsperiode 
auch  eine  Verbesserung  der  Höhendifferenz  erfolgen  müsste,  und 
selbst  Jahresmittel,  ja  Mittel  mehrerer  aufeinander  folgender  Jahre, 
gewähren  noch  lange  nicht  die  Sicherheit  trigonometrischer  Mes- 
sungen. 


<(  it\ 


*)  Der  Unterzeichnete  darf  sich  wohl  erlauben,  seine  im  Jahre  1842 
gemachte  barometrische  Bestimmung  der  Höhe  der  Sternwarte  zu  Mün- 
chen über  dem  Spiegel  der  Ostsee  aus  correspondirenden  Beobachtungen 
in  München  und  Greifswald  als  ein  Beispiel  einer  solchen  Bestimmung 
aus  einer  giösseren  Anzahl  von  Beobachtungen  in's  Gedächtniss  zurück* 
zurufen.  Die  Beobachtungen  umfassten  die  Tage  vom  17.  September 
bis  2.  October  1842.  Die  täglichen  Beobachtungszeiten  waren  Vlll,  IX, 
X,  XI,  XII,  I,  11,  HI,  IV  Uhr.     Die  Resultate  waren  folgende: 


Mittel  zwischen   den  berechneten  Höhen 
für    die   einzelnen    Stunden. 


Stunde. 

Mittlere  Höhe. 

Abweichung 

vom  Mittel. 

VIII 

519»»,6r 

—  9»w,09 

IX 

524  ,62 

-4 

,14 

X 

628   ,3T 

—  0 

,39 

XI 

529    ,60 

+  0 

,84 

XII 

530    ,32 

+  1 

,91 

1 

532   ,32 

+  3 

,56 

II 

532   ,52 

+  3 

^^e 

ni 

532  ,08 

+3 

,32 

IV 

528   ,97 

+  0 

,21 

Mittel. 

528,76 

Summe 

—  0,09 

S  Ulernrlicher  BtrUhl  C. 

„3.  Die  Ursachen  der  grossen  Varianten  liegen  nicht,  oder 
doch  nur  theilnefae  in  der  Uolcenntnlss  des  Ganges  der  Tempe- 
ratur, nicht  th  dem  Gange  der  Winde  in  den  unteren  Schichten  der 
Luft,  iTenigslens  nicht  nach  der  Kämtz'scben  und  Brandes'ficheo 
Hypothese,  selbst  die  allerdinge  unzweifelhaft  erwiesene  Abhän- 
gigkeit von  den  Tages-  und  Jahreszeiten  reicht  zu  der  Erklärung 
lange  nicht  aus;  —  kurz  man  kennt  die  hier  irirkenden  Momente 
nicht,  und  es  müssten  grüssere  Reihen  eigens  hiezu  angestellter 
Beobachtungen  einer  Untersuchung  unterzogen  nerden,  um  hierüber 
neitcre  Aufschlüsse  zu  geben,  wobei  mau  so  weit  es  möglich  auf 
die  verschiedene  Richtung  des  Windes  in  den  verschiedenen 
über  einander  liegenden  Schichten  der  Atmosphäre  besonders  Rück- 
eicht zu  nehmen  hätte! 

„Wir  mfissen  uns  begnügen  biossauf  die  grosse  Unznverlässigkeit 
barometrischer  Hiiheomessungen   aufmerksam  gemacht  zu  haben" 

unddass  dies  mit  so  viel  GrGndlichkeit  und  Umsicht  geschehen 
it  Herrn  Pick  im  Namen  der  Wissenschaft. 


Ist,  dalilr  danken  \ 


Fürsük  tili  en  mathematisk  Theorie  f«r  det  Ther- 
mometriska  värmet  af  And.  Jon  Ängstrom,  Astronomie 
ObservatoriLedamotarKongl.  Yetenskaps-Academlen 
i  Stockholm  och  Kongl.  Vetenskaps-Soci  eteteu  i  Up- 
eala.  Pörsta  haftet.  Upsala.  1854.4. 

Diese  sehr  scharfsinnige  mathematische  Theorie  der  tbermo- 
metrischen  WSrme,  deren  Verfasser  sich  überall  mit  den  neuesten 
Fortschritten  der  mathematischen  Analysis,  die  hier  in  grosser 
Ausdehnung  in  Anwendung  gebracht  worden  ist,  vollkommen  ver- 
traut zeigt,  müssen  wir  allen  mathematischen  Physikern  zur  sorg- 
fältigsten  Beachtung  dringend   empfehlen,    ohne  daes  der  Raara 


Nach  pncb  einigen  Reductionen  ergab  sinh  die  Höhe  von  München 
über  dorn  Kull^unkte  meinos  BarnnieterH  ^=1625,4  jiar.  Fuas.  Nach  einer 
Schnlinni;  beträgt  die  Hübe  de«  Nullpunkte«  meines  Buromeler«  über  dem 
Spiegel  der  üsUeo  elna  35  Fubh;  die«  gtetit  also  Hübe  von  München 
ülier  der  Oitsee  =  1660,4  par.  Fuaa.  H  u  n  ck  e  (Phjsikal.  Wörterb.  Band  V. 
8.  3T3)  aetxt  die  Hohe  von  München  =:|6^fl  pnr.  Fuaa,  was  sehr  nahe 
mit  mei  n  ar  lleatimmung-  übereinstimmt  (die  EteiiaUale  meiner  Messungen 
lind  ausführlich  milgelheilt  in  den  Annalen  für  Meteorologie,  Erd- 
magnetimu*  und  verwandle  Gegsn^tändc,  redigirt  vnnGru- 
nert,  Ko Her,  Krei  1,  Lamo n  t,  Plieninge r,  Qiielelet,  S lieffei, 
lierBUsgegebea   von    Lamonl.     Jahrf^ang  1844.  IX.  Heft.  8,  W.) 

Grunert. 
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uns  hier  Kestattet,  weiter  auf  dieselbe  einzugehen.  VVir  können 
nur  im  AllsemeiDeü  bemerken,  dass  dieses  erste  Heft  nath  eicier 
Eii)leitun<t,  irelche  theile  historischen  und  literarischen  Inhalts  ipt. 
theils  den  .St&ndpunkt,  den  der  Verfasser  eintiinimt,  näher  liezeichnet, 
die  erste  Abtheilung  der  ganzen  Arbeit,  welche  A.  Thermo- 
Statik  überschrieben  ist,  enlhült.  Oem  Erscheinen  der  weiteren 
nicht  bloss  in  pbysikulischer,  sondern  auch  in  mathematischer  KücL- 
sicht  buchst  lehrreichen  Untersuchungen  des  Herrn  Verfassers 
sehen  wir  mit  Verlangen  entgegen. 


Vermisclite  Schriften. 
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Bulletins  de  1'  Ac 
lettres  et  des  beaux 
Ber.  Nr.  XCl.  S.S.) 

TomeXXI.  Il'n'Parlie.  1851.p.  4.  Diff^rence  des  longitudes 
de  ßruxelles  et  de  Greenwich;  note  de  M.  A.  Quetelet— p.6. 
Sur  IVIectricite  des  nuages  orageux;  [>ar  M.  A.  Quetelet,  (ein 
sehr  lesensiverlher,  mit  grosser  Klarheit  geschriebener  und  für 
die  Erklärung  der  betreffenden  Erscheinungen  wichtiger  Aufsalz.).— 

y.  110.  Note  sur  les  deux  ^qualinns  fondamentales  lim  (^^^^^^^ 
=  f(x)  et  dff  =  f(j:).Jjr;  par  M.  Lamarle.  {ein  für  die  Me- 
taphysik der  Differentialrechnung  interessanter  und  wichtiger  Auf- 
satz.). —  p.  162.  Etudes  experimentales  sur  la  stadia-nivelante; 
par  M.  le  capilaiue  Liagre  (alle  Geud.^ten  machen  wir  auf  diese 
Abhandlung  aufmerksam).  —  p.  209.  Elements  de  la  campte  de 
mars  1834,  calcules  par  M.  Em.  Quetelet.  —  p.  539.  Sur  la 
direction  et  la  grandeur  des  soulevements  qni  ont  affectti  le  sol 
de  la  Belgique;  par  M.  1.  C.  Houzeau.  —  p.  S52.  Sur  l'influence 
magn^tique  dn  soleil.  Extrait  d'une  lettre  du  pere  Secchi,  di. 
recteur  de  Tobservatoire  du  College  romain  a  >I.  Ad.  Quetelet.  ~ 
p.  556.     Sur  la  meteorologie  nautiquc.     Extrait  d'uue  lettre  de  |tl. 

le  professeur  A.    Erman,     de   Berlin,   ä  M.  Ad.    Quetelet.  

p.  S62.  Observations  et  recherches  sur  l'intensite  magu^tique  et 
sur  ses  variatrons  pendant  une  perinde  de  '25  ans,  de  IS29  ä  1854; 
par  M.  M  a b m  o u d ,  dirctteur  de l'Obser vatoire  de  Caire.  (Diese  wich- 
tige Abhandlung  eines  egyptischeu  Astronomen  ist  auch  in  einem 
besonderen  Abdrucke  erschienen.).  —  p.  650.  Sur  la  leMgraphie 
electrique.  Extrait  d'une  lettre  de  M.  le  prof.  Zanledeschi, 
de  Padoue,  ä  M.  Quetelet.  —  p.  658.  Methode  pour  d^terminer 
ititude,  partes  observations  multiples  d'une  ötoile,  faites  dans 


Uierarlicher   Berirfn  r. 

te  voisinage  desa  plus  grande  «longalion;  par  M.  Liugre.  (Alan 
weiss,  dass  man  in  neaerer  Zeit  Tielfach  die  Messung  von  Azimii' 
thal-Wiiikehi  statt  der  Vertikalwiukel  zur  Bestimmung  der  Breitein 
Vorschlag  gebracht  hat;  hierzu  liefert  der  Aufsatz  des  Herrn 
Liagre  einen  sehr  verdienstlichen  weiteren  Beitrag.}'  —  p.  825.  Sur 
nnprnjet  de  machine  electro-niagnätii|ue-almospherique.  parM.  Lal- 
lemand.  —  p.  S33.  Sur  le  memoire  de  M.  Montigny  irilitule: 
Essai  sur  des  effets  de  refraction  et  de  dispersion  prodiiits  par 
l'atmosphere  (Suite).     Rapport  de  M.  Plateau  et  de  M.  Duprex. 

Tome  XXII.  U*  Partie  JSSS.  p.  10.  De  Hnfluence  des  tem- 
p^ratiires  sur  le  developpement  de  la  v^gtifation;  par  M.  Qiie- 
telct.  ^  p.  208.  Sur  la  boussole  ^le<;1ro-magneti<jue,  proposee 
par  M.  Gloeseiier,  (irof.  de  physique  ä  l'universitä  de  Liege. 
Rapport  de  RI.  Maus.  p.2l3.  Rapport  de  M.  Ad.  De  Vau».  — 
p.  216.  Sur  l'extension  qu'a  prise  en  Allcmagne  l'obaervation  des 
ph^uomenes  periodiques;  note  par  M,  Queteict.  —  p.'219.  Sor 
diff^rentes  »luestions  de  meteorologie.  Lettre  de  M.  Kaemtz  & 
M.  Quetelet.  —  p.  232.  Note  sur  un  moyen  tres  simple  d'aug- 
menter  dans  une  projiortion  notable  la  resislance  d'une  piece  pris- 
mulique  charg^e  unil'orniement;  par  M.  E.  Lamarfe.  —  p.  363. 
^clipse  lunaire  du  2  mai  1855.  Note  de  M.  Quetelef.  —  p.365. 
Valeur  absolu  de  la  declinaison  et  de  l'inclinaison  magnetique. 
Note  de  M.  Quetelet.  -  p.  36Ö.  Resultats  d'  observatiotis  aa- 
troiiomitjues  et  magnelif|ues  faites  en  Espagne  et  en  France  anx 
mois  d'attut  et  de  seplembre  1853.  Extrait  dune  lettre  de  AI.  A. 
Erman  de  Berlin  ä  M.  Quetelet.  —  p.  473.  Recherches  sur  les 
chaleurs  specifiriues  de  quelques  m^tauü  ä  dlffcvrentes  teniperatures 
par  M.  E.  Bede.  Rapport  de  AI.  Crahay.  —  p.47(l.  Sur  la 
relation  entre  les  temperatures  et  la  duree  de  la  Vegetation  des 
plantes;  par  AL  Ad.  Quetelet.  —  p.4<H.  Sur  la  lunette  me- 
ridienne  avec  cercle  de  Gambey  et  sur  le  uiveau  fixe  qui  y  est 
attach^;  par  M.  M.  Ad.  et  Eriiest  Quetelet  (ein  in  astronomi- 
scher Rücksicht  mehrfaches  Interesse  dnrbietender  Aufsatz.).  — 
p.  503.  Note  sur  un  moyen  notable  tres  simple  d'augmenter  dans 
une  Proportion  la  resislance  d'une  piece  prismatique  chargee  uni- 
formenient;  par  AI.  Lamarle  (Oeuxieme  partie).  —  p.  526.  Note 
sur  les  tremblenieuts  de  terre  en  1854,  avec  Supplements  paar 
les   aunees  aiil^rieures;  pnr  AI.  Alexis  Perrey. 
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